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Chapl: Présentation.

1 Méthode de Ritz

1.1 Principe des travaux virtuels

O Une fonction arbitraire, choisie pour représenter la déformée, qui est continue sur
le domaine et qui respecte les conditions limites cinématiques est dite "cinématique-
ment admissible". Deux exemples sont donnés ci-dessous:

F
*F
L
W V) = a.x? + b.x3 @ V(x)= a. sin (TT[X)

O Si on impose un champ de déplacement virtuel cinématiquement admissible a un
corps élastique a I"équilibre sous I'action de forces extérieures, l'accroissement de
I'’énergie élastique W est égal au travail des forces extérieures dans ce déplacement.

W= 2 F.du,

Si on admet que les forces F; dérivent d’'un potentiel U, alors le résultat précédent
|
peut s'exprimer comme une condition d’extémum:

Fi=-%i , YF.5u=-3U dou 3(W+U)=0

U est I'opposé de T, travail des forces F; calculé dans le déplacement virtuel (en sup-
posant les forces F; constantes).

W-T est I'énergie potentielle totale (EPT). On montre que, pour un corps en équilibre
stable, cet extrémum de I'énergie potentielle totale est un minimum absolu.

O On énonce le principe du minimum de I’énergie potentielle totale ainsi:

Parmi tous les champs cinématiquement admissibles,
celui qui rend minimale I'énergie potentielle totale
correspond a la solution.
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1.2 Methode de Ritz

O La méthode de Ritz est une méthode de résolution des problemes d'élasticité
basée sur I'application de ce principe.

Elle consiste a exprimer le champ de déplacement dans une base de N fonctions (I)i ci-
nématiquement admissibles: N
>(@i.0)

La meilleure approximation est celle qui rend extrémale I'énergie potentielle totale.
Elle est donc obtenue par les N relations: S(EPT)

gi = i=1..N

La méthode peut étre illustrée par le probleme de flexion suivant:

| A B
| ¢ ¢
Y. v

Utilisons la méthode de Ritz pour calculer les déplacements des points A et B.

Choisissons de représenter la déformée sur le domaine [0,2L] par:

V(X) = a1.X% + a3

et exprimons I'énergie potentielle totale W-T.

1 _de=i_/ EIZdV)dx
2 EI

Z

oW est I'énergie de flexion:

o

en remplagant v(x) par a;.x°+a>.x°, on obtient: W = 4ELL.( a;% + 12a,%L? + 6a,a,L)
o U est le travail des 2 efforts extérieurs: -F.v(L) -F.v(2L)
en remplacant v(x) par a,.x°+a-.x°, on obtient: T = -FL2.( 5a;+ 9a,L)

Il reste @ minimiser W-U par rapport aux 2 coefficients a; et a, pour obtenir la
‘meilleure solution’ compatible avec la fonction v(x) choisie,
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é(W—L):O a1=-]£L
bal 8EIZ
A (W-L) =0 a2= i
da, 4EL,

Les déplacements des points A et B sont donc : El, 3
7FL

a;.(2L)% + a,.(2L)3 =- S
Z

2 Méthode des Eléments Finis

2.1 Principe

O La Méthode des Eléments Finis consiste a découper la structure en éléments de for-
me simple et a choisir une approximation du déplacement sur chaque subdivision.
C'est une méthode de Ritz ‘par morceaux’ qui s'adapte aux géométries les plus com-
plexes.

élément

Les subdivisions sont les ‘éléments’ et les connexions entre éléments sont les 'noeuds’.

Il est utile que les inconnues soient des parameétres physiques. C'est pourquoi on choi-
sit les composantes de déplacements des noeuds (déplacements nodaux).
Par exemple: (U; ,V; ,W;) pour le noeud i.

(u; ,Vj ,W;) sont les déplacements nodaux.
i=1...n
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Uy di
Les N déplacements nodaux sont rangés dans un vecteur: {q} = v =

Wh Qn
O L’énergie potentielle totale (W-T) est ensuite calculée en fonction des déplacements
nodaux.

Il existe 3 grandes familles d’éléments. Les éléments uni-dimensionnels, bi-dimen-
sionnels, tri-dimensionnels.

L'énergie élastique W est calculée en fonction des déplacements nodaux:
En 1D, grace aux relations de la théorie des poutres.

Un modéle uni-dimensionnel s'appuie donc sur les hypothéses restrictives de la rdm.

En 2D, en utilisant, selon les cas, les théories des membranes, des plaques
et des coques.
Un modele bi-dimensionnel s'appuie sur les hypothéses restrictives de ces différentes
théories.

En 3D, en exploitant les relations de I'élasticité sans aucune hypothese res-
trictive.

Le travail des efforts extérieurs U s’exprime simplement en fonction des déplacements
des noeuds auxquels sont appliqués ces efforts.

O La solution recherchée correspond a un minimum de I’énergie potentielle totale.

Elle est obtenue par les conditions: 5(EPT)
—— =0

o0

Si le comportement est linéaire, on obtient un systeme du type:

matrice de rigidité > [K].{q} = {F} = efforts appliqués

déplacements nodaux
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2.2 Bibliotheque déléments

Dans le tableau qui suit, sont présentés les types d'éléments les plus courants qui

constituent la bibliotheéque de base de tout programme d’éléments finis.

O ROD: Il schématise un compo-
sant [1J] d'une structure qui tra-
vaille uniquement en traction-
compression. Dans cet élément, il
est supposé que seule la con-

trainte normale O, est différente

de zéro et qu'elle est constante
sur la section droite.

O BEAM: C'est un élément unidi-
mensionnel [IJ] qui reprend tou-
tes les hypothéses des poutres
longues. 1l integre les énergies
d'effort normal, d’effort tran-
chant, de flexion et de torsion.

O MEMBRANE: C'est un élément
bidimensionnel dans lequel on
suppose que les contraintes sont
uniformes dans I'épaisseur et que

la contrainte O, est nulle (z est

I'axe perpendiculaire au plan de
I'élément).

Il est utilisé pour modéliser :
-des structures minces travaillant
en membrane c'est-a-dire sans
rigidité de flexion

-des structures plus épaisses
guand on peut considérer que les
composantes du tenseur des con-
traintes ne varient pas dans
I'épaisseur.

—-®

C'est  généralement
un élément a 2
noeuds. Chaque
noeud admet 3 incon-
nues ou degrés de
liberté (u,v,w).

C'est un élément a 2
noeuds qui comporte
6 inconnues (DDL)
par noeud : les 3
translations (u,v,w) et
les 3 rotations
(64,0,0,) des sec-
tions droites extre-
mes.

C'est  généralement
un élément triangu-
laire @ 3 noeuds ou
quadrangulaire a 4
noeuds qui comporte
2 inconnues  par
noeud : les 2 compo-

santes du vecteur
déplacement (u,v)
dans le plan.




MEF

M SUDRE

O SHELL: Cet élément bidimen-
sionnel permet d‘analyser des
plaques ou des coques soumises
a de la flexion et repose sur les
hypothéses suivantes:

-la contrainte normale 0, est né-
gligeable,

-I'interaction entre les phénome-
nes de membrane et de flexion est
négligée,

-les contraintes Oy, Oy, Tyy varient
linéairement suivant I'épaisseur.

Il existe deux grandes catégories
d’éléments suivant que I'on prend
en compte ou pas les effets de
cisaillement transverse.

O SOLID: Dans cet élément volu-
mique, aucune hypothese restric-
tive n'est posée. Toutes les
composantes de contrainte sont
calculées.

O RIGID BODY ELEMENT: Cet
élément est utilisé pour les com-
posants de la structure qui ne se
déforment pas et subissent un
déplacement de corps solide.
Dans ce cas, les déplacements
des noeuds vérifient des rela-
tions de type torseur des petits
déplacements..

w
2 V
u
w
Vv
u

W
0,5 v
O

u

Les éléments classiques
sont triangulaires a 3
noeuds ou quadrangulai-
res a 4 noeuds et com-
portent 5 inconnues
(DDL) par noeud : les 3
translations (u,v,w) et les
2 rotations (©y,0,). (z est
I'axe perpendiculaire au
plan de I'élément)

Les éléments classiques
sont tétraédriques a 4
noeuds ou héxaédriques
a 8 noeuds et compor-
tent 3 inconnues (DDL)
par noeud : les 3 trans-
lations (u,v,w)

Les déplacements de
tous les noeuds sont
asservis au déplacement
d’'un noeud choisi arbi-
trairement et désigné
comme 'maitre”.
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3 Exemple d’application

exemple

et soumis a 4 efforts d’intensité F.

F F F F
WMMMW
Kk k k Kk

Le modéle fait intervenir 4 éléments, 5 noeuds et 5 degrés de liberté.

On considéere un assemblage de 4 ressorts de raideur k liés au bati

3.1 élément ressort

Uy U
IE\/\N\N\,@J I'allongement est égal a: A = u;-u, = {-1, 1} D{ U
u;
| L |

- =
[ [

Donc I'énergie élastique de I'élément (i) vaut: w, = 2 ckA® = IZI{ U U, }D{

3.2 _assemblage

L'énergie élastique totale s‘obtient par addition des contributions de chaque éléments.

1
W=W+W,+W;+W, = ED{ U, U, Ug Uy Us}

k -k 0 0 O
-k 2 -k 0 O

0 o0 « 2« -k 0|5
0 0 —k % —k

0 O

0 Kk k

|
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3.3 énergie potentielle totale
Si X; est I'action de liaison exercée au noeud 1:

EPT = W_{ U; U, Uz Uy Ug }

m T T T

3.4 _minimisation
La minimisation de I'énergie potentielle totale conduit a I'écriture du systeme:

u;
k -k 0 0 O X1
K 2% —k 0 of | Y F
0 k &% -k 0|3 U=\ F
o0 okl |F
_ N

Ce systéme ne peut étre résolu car il n‘existe pas de solution unique tant qu’un dépla-
cement d’ensemble de la structure reste possible. La matrice [K] obtenue par assem-
blage est singuliere.

3.5 conditions limites

Il reste a imposer que u;=0 en modifiant le systeme précédent.
C'est la phase dite de ‘pénalisation’ qui consiste a modifier la ligne et la colonne relati-
Ves a uj.

Uy
10 0 00 0
0% —«k 0 of | U F
0k x —k 0| us(=9F
0 0 -k X% -k Uy F
_ F
00 0 -k k Ug
3.6 _résolution
U, o
7 . . A Uz F 4
La resolution peut s'effectuer et conduit a: Ug =30 7
U, 9
10
Us
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3.7 calcul de laction de liaison
Il suffit de reprendre la premiéere ligne du systeme avant sa modification.
Les déplacements étant connus, il vient:

Xf{ k—kOOO}[Ek

= -4F

© N b O

[EnY
o

3.8 calcul des efforts intérieurs
L'effort Normal dans chaque ressort peut étre calculé par:

N = kA = kOQUy-U) = {k kg
U,

Ontrouve: N, =kA;=4F N,=kD,=3F Ny=kQ3=2F N, =kA,=F

10
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Cas d’étude.

1 Eléments unidimensionnels
1.1 Cas détude N°1

L'étude N°1,figure 1, concerne une structure réalisée a partir deest[AB] et [AC] de méme
section droite, rotulés entre eux et avec le batieffort F est appliqué en A.

figure 1
Treillis

1.1.1 modélisation

Puisque les 2 composants [AB] et [AC] sont bi-alés ils ne peuvent travailler qu’en trac-
tion-compression. Il est donc possible d’utilises@&léments barre’.

1.1.2 maillage

Le maillage minimal consiste a positionner un nogwdchacune des 3 articulations et a utili-
ser 2 éléments barre comme il est indiqué sfiglae 2

barre

figure 2
Modélisation du treillis

1.1.3 caractérisation des éléments

La détermination de I'énergie élastique dans I'@étmécessite de connaitre uniquement :
-le matériau par son module d’Young (E = 210 GPa),

- l'aire S de la section droite (S =164 m?).

1.1.4 conditions limites
L'élément barre possede 3 degrés de liberté parchoe,v,w ( les rotations n’interviennent pas

11
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dans le calcul de I'énergie d’effort normal ).
Il faut indiquer au programme que les noeuds 1setri fixes.

u(1)=u3l)=0

v(1)=v(3)=0

w(1)=w(3)=0
Ces conditions posées, le treillis conserve unsipitité de rotation autour de BC. Si ce dépla-
cement d’ensemble n’est pas interdit, il est imjissie résoudre le systeme linéaire portant
sur les déplacements des noeuds car il n'y a pagaide la solution. Il est donc impératif
d’interdire ce déplacement ce qui peut étre faiblequant le déplacement du noeud 2 dans la
direction z (w(2)=0). Certains logiciels réalisestblocage de maniere automatique.

L'effort F est entré sous la forme d’une force poetle F = 1000 N appliquée au noeud 2.

1.1.5 résultats et remarques

Les résultats obtenus sont identiques a ceux fepar une analyse RdM puisque dans ces élé-
ments, aucune hypothese n’est réalisée sur le cpént.
On obtient pour le noeud 2

u(2) = 36.46103mm
v(2) = 9.52410°mm
A partir du calcul de ces déplacements le problésteentierement résolu et le logiciel peut
fournir:
-la déformation relative dans la direction de laba
-la contrainte normale,
-I'effort normal dans la barre : N.

On trouve : OAB =+2.83 MPa NAB =+ 1414 N
GAC =-2 MPa NAC= - 1000 N

Attention: si on place un noeud supplémentairdatravée AB, la précision ne changera pas
mais un probléme de résolution apparaitra puisgu'omobilité supplémentaire sera créée
(figure 3. Cette mobilité devra étre interdite par des otk aux limites appropriées.

figure 3
Mouvement d’ensemble

12



MEF M SUDRE

1.2 Cas detude N°2

Dans I'étude N°2figure 4 la structure proposée est la méme que précédenmaas I'effort
est appliqué au milieu de [AC].

figure 4
Structure rotulée

1.2.1 modélisation

Du fait des liaisons, le tube [AB] n’est soumis @ules efforts appliqués a ses extrémités et |l
travaille donc uniguement en traction ou compressiar contre, du fait de la position de
I'effort F, le tube [AC] supporte des efforts damgaression mais aussi des efforts de flexion. Si
[AB] peut toujours étre modélisé par une barre, JAGit é&tre modélisé en poutre.

1.2.2 maillage

Le maillage minimal consiste a placer un noeudcbaque articulation ainsi qu’un noeud au
niveau du point d’application de I'efforfiure 5. Dans ce cas, il faut donc utiliser un élément
barre pour modéliser [AB] et deux éléments poutrer pAC].

figure 5
Modélisation

1.2.3 caractérisation des éléments
Pour caractériser I'élément barre, il faut commecpdemment indiquer :
-le module d’Young E =210 GPa,

-I'aire de la section S=5dn

Pour I'élément poutre il est nécessaire de cormafirplus de Eet S
- pour le matériau : le coefficient de Poissoou le module de cisaillement G=E/2{})+
- pour caractériser la section :
- la position des axes principaux de la sectioneft&t, si les deux noeuds définissent

13
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la direction de la ligne moyenne (x), il reste diguer le calage angulaire de la section droite
perpendiculairement a cette ligne moyenne. Cedéstralement réalisé par l'indication d'un
vecteur V appartenant & un plan princigggure 6.

~
~

~
~
.
N V.

/7
/7
//

2 |

\i
//
(\
‘/

2y

— A

~

/

N f

\

-~

~ = i —
figure 6
Section droite d’'une poutre / axes principaux

3
/
V///i X

//
//
/

\L

-les coefficients de section réduite qui permettentalculer I'énergie d’effort tran-
chant. Si ces coefficients ne sont pas connusgahlps poser égaux a 1 ce qui revient a sup-
poser que la contrainte de cisaillement est réparmiformément dans la section droite.
L'erreur commise est faible si la déformée d’effibeinchant est négligeable ce qui est souvent
le cas.

-les moments quadratiques associés aux axes @ncip

-le coefficient J de rigidité en torsion de la s&tt Rappelons que J vaut le moment
polaire s’il s’agit d’'une section circulaire et ggpement dans ce cas.

Si la torsion n’intervient pas, il convient d’emntnene valeur fictive mais réaliste pour éviter
des problemes numériques (de I'ordre du momentrgtigde par exemple).

Remarqueil est supposé généralement que le centre dentoie centre de gravite, le centre
élastique et le noeud sont confondus. Si ce n&stgcas pour la section envisagée il faut soit
utiliser un élément de poutre autorisant cettesdifficiation, soit décomposer la poutre en élé-
ments de plaque, de coque ou de volume.

données : L=1m
S = 5104 n?
l,= 1108 m?
E =210 GPa
v=0.3

Les valeurs données a J e{, a'affectent pas le résultat dans ce cas puisquiedmposantes
du moment de flexion (}) et du moment de torsion ¢Msont nulles. Pour ne pas créer de pro-

blemes numériques il est souhaitable de donnes aamdficients des valeurs réalistes. On peut
par exemple leur donner la méme valeur gue |

1.2.4 conditions limites
L'élément de poutre standard posséde 6 degrébeidipar noeud : u, v, ®x, Gy, Oz.

Compte tenu des liaisons avec le bati, il faut isgpo:
u(1)=u(4)=0
v(1)=v(4)=0
w(1)=w(4)=0

14
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Comme dans I'exemple précédent la structure peuhéo librement autour de BC. Cette rota-
tion peut étre éliminée de plusieurs facons eeegample en posa@x(4)=0. Il est aussi pos-
sible, comme précédemment, de poser w(2)=0.

D’autre part, la poutre AC peut tourner libremeutoarr de son axe. Or, si un mouvement de
solide reste possible pour I'ensemble ou une pdtita structure, la matrice de rigidﬁK}

n'est pas inversible et le systeme linéaire sudggdacements est sans solution. Il faut inter-
dire ce mouvement en posant par exempdy(4)=0.

L'effort F est entré sous la forme d’'une force poetle F = 1000 N appliquée au noeud 3.

1.2.5 résultats et remarques
Les résultats en déplacement obtenus au noeud 3 s¢8) = 9.94 mm

v(3) = -2.3610°mm
lls sont identiques a la solution RdM puisqu’auctiypothése sur les déplacements n'a été
faite dans ces éléments. Le logiciel peut fourgalément:
-les éléments de réduction (effort normal, efftndamchants, moment de torsion et moments de
flexion).
-la contrainte due a I'effort normal seuti,= N/S si le programme ne possede pas d’'informa-
tion sur les dimensions de la section.
-la contrainte due a I'effort normal et a la flemi o,= N/S - (M,/I,).y si le programme connait
les dimensions de la section.
Les autres contraintes ne peuvent pas étre déw@esicar leur calcul nécessite une connais-
sance plus compléte de la section

Les résultats obtenus sont donfigsre 7:

+500
S W
-500 -1 250
-500
N(N) O due a N (1Pa) Ty(N) M (m.N

figure 7
Contraintes et éléments de réduction

Si la poutre est maillée plus finement le résuta bien évidemment inchangé puisque la
solution obtenue précédemment est la solution exackens de la RAM.

Remarque : Le maillage de I'élément AB par unetgoamene a une modélisation incorrecte
puisqu’elle élimine la liaison pivot au point A.dtsque deux éléments ont un noeud en com-
mun tous les degrés de libertés en ce noeud somhaas). Il est cependant généralement pos-
sible, apres avoir modélisé tous les éléments @mpdutres, d’'imposer une liaison rotule en A
en indiquant explicitement qu’en ce noeud seulsiéggés de liberté de translation doivent étre
mis en commun. Dans ce cas la modélisation estcplunplexe mais redevient correcte.

15
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1.3 Cas détude N°3

Dans I'étude N°3figure 8 envisageons un réglet en acier encastré en Ollieité par son
propre poids.

YA L 9=9.81m&

"ongue: 410mn,

.78mm

figure 8
Poutre encastrée

1.3.1 modélisation

Du fait du chargement réparti, le réglet travadteflexion et a I'effort tranchant. Il doit étre
modélisé en poultre.

Rappelons que le champ de déplacement utiliségotype d’élément est un polynome de °3
alors que la solution RdM de ce probleme est upnuohe de °4. Il n’y a donc plus identité des
solutions MEF et RdM.

C’est pourquoi nous allons envisager différentassilés de maillage pour mesurer la préci-
sion de notre calcul par rapport a cette solutidMR

1.3.2 maillage
La ligne OA est découpée en N éléments poutreel-skedtion rectangulaire.
A
|
Z O X7 = -5
i — — I
% N
—Q
A

figure 9
Maillage du réglet

Plusieurs calculs sont éxécutés avec différergasités de maillage: N=1, 2, 3, 4, 5, 10.

1.3.3 caractérisation des éléments

Il est nécessaire de connaitre:

- le matériau :
-de module élastique E,
-de coefficient de Poisson(ou de module de cisaillement G=E/2¢))t
-de masse volumique,

16
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- les caractéristiques de la section :
- aire de la section,
- position des axes principaux de la section,
- coefficient de cisaillement k

- moment quadratiqug.|

données : L =410 mm
S =23.4mm
|, =1.18638 mif
k= .8333
E = 210 000 MPa
v=0.3

p = 7.810% Kg.mm3

La plupart des programmes posséedent une bibliothdgsections. Dans ce cas, seuls les para-
metres de la section sont a entrer, le programmnscageant du calcul de tous les coefficients.
A titre d’exemple, voici la fenétre obtenue dandogiciel Patran pour la section du réglet.

Notons que dans ce cas, les positions des poitrsnees C, D, E, F sont transmises au pro-
gramme de calcul pour calculer en sortie la conieadd, maxi due a la flexion:

SECTION PROPERTIES
ARES
A =234
MOMENTS OF IMERTIL
I =1.18635
12=1755,
H2=0.
TORSIONAL CONST,
ABOUT CENTREID
2 J =4 EEFTE8
SHEAR STIFF. FACTORS
K1 = 08333353
K2 = 08333333
WWARPING COEFF.
ABOUT SHEAR CEMTER
e, =0
eoo_F c CEMTROID RELATIVE
I = g - ! T SHEAR CENTER
E 10,00 20,00 D R1A =D
0. 30.00 M2a =0
CEMTROID RELATIVE
T ORIGIN
HORL = 15.
WERT. = 0.38999999
SHEAR CENTER
REL. TO ORIGIN
HORI = 15.
VERT. = 0 35999393
AMNGLE FROM 2 X151
TO WA, PRING, AXIS
ALPHA =190,
EXTERMAL PERIMETER
FPERIM = 61 560001

2

figure 10
Parametres de la Section

1.3.4 conditions limites
L'élément de poutre standard possede 6 degrébeftdipar noeud : u, v, ®,, 6, ©,.

Il faut imposer au niveau de I'encastrement:
u(1)=v(1)=w(1)=0
0,(1)=0y(1)=0,(1)=0

Pour ce qui concerne l'effort, deux options soahgisager:
-définir le poids comme une charge distribuée teylde I'élément. Il convient alors de calcu-

ler une charge linéiquesur chaque élément p=g.S = 7.810% 9.81x 23.4 N.mn soit: 1.79
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103 N.mm! suivant(-z).

-définir le poids comme un chargement inertiebdhvient alors d’entrer I'accélération de la
pesanteursoit: 9.81 m.s? suivant(-z).

Sinon, il reste possible de calculer pour chacuédiements, a partir des fonctions de forme de

I'élément poutre, le chargement nodal équivaldaténarge répartie puis d'imposer ces efforts
sur chaque noeud.

1.3.5 résultats et remarques

Le traitement de ce probléme par la RdM en ne dénant que la flgxion conduit a trouver pour
la deformée un polynome de degre 4 et une fleph®at de:p (L~ =25.4 mm.

8 [EI,
Notons que I'effet de I'effort tranchant (qui esispen compte par le calcul MEF) est tout a fait
négligeable.

La précision de la solution MEF est liée au nontbiaéléments utilisés:

fleche en bout (mm)

A

-20

=Y

-22

24

solution-RdM .
26 e l——— @

s pant

-30

/solution MEF

-32 /
-34

figure 11
Convergence de la solution

2 Eléments bidimensionnels

2.1 Cas détude N°4

L'étude N°4 concernefiure 12 une téle encastrée et soumise dans son planedfam F
appligué a I'extrémité libre.

figure 12
Plaque encastrée
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2.1.1 modélisation

La tble travaille en flexion dans son plan. Conteteu de la sollicitation, on peut considérer
qgue les contraintes sont constantes dans I'épaidéast donc possible de modéliser cette
structure a partir d’éléments de membrane.

2.1.2 maillage

Dans ces éléments une hypothese est toujoursstaitee champ de déplacement. On obtient
donc une solution approchée qui sera d’autant miésise que le maillage sera fin. Appelons
NH le nombre d’éléments dans la hauteur et NL lalm@ d’éléments dans la longueur.

La détermination de la contrainte s’effectuantiatdrieur de I'élément, il peut étre difficile
d’accéder a une valeur correcte des contraintelestirontieres. Cette difficulté peut étre con-
tournée en placant sur le bord considéré des élénbanre de faible sectiofigure 13 qui
perturbent peu la rigidité tout en jouant le réleng jauge de déformation sur une structure
réelle. La lecture de la contrainte dans ces él&ngermet d’accéder a la valeur prise au
niveau du bord libre.

y

NH =2 F=100N
b_agre NL=20
'IIIIIIIIIIIIIIIIII e

figure 13
Modélisation

2.1.3 caractérisation des éléments

données : épaisseur =1 mm
longueur = 500 mm
hauteur = 50 mm
E=70GPa
coefficient de Poissom= 0.3

2.1.4 conditions limites

La section placée a I'abscisse x=0 est encastréenvient donc de poser u=0 et v=0 pour les
noeuds situés a x=0. De plus, pour tous les noédgplacement a lieu dans le plan de la tole
donc w=0.

Nous supposons que l'effort F est réparti uniforregia I'extrémité. Si N est le nombre de
noeuds sur le bord, cette opération se traduifggaplication de :

F
2(N-1)

sur les noeuds extrémes,
F
et 57 Surles autres.
2.1.5 résultats et remarques
Les sorties possibles a partir du calcul des déptents des noeuds sont :
-les contraintes dans le plan XY. Ces contrainbes données aux points de Gauss (points inté-

rieurs a I'élément utilisés lors de I'intégratian) bien moyennées sur I'élément ou bien encore
extrapolées aux noeuds.
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-les contraintes équivalentes de Von Mises, lesctions principales du tenseur des contraintes
ainsi que les valeurs des contraintes principales.

La fleche a I'extrémité a été calculée par la RalMc un coefficient de cisaillement de 5/6 et
vaut : 5.7589 mm.

Les éléments a champ bilinéaire convergent tréseent pour cette sollicitation. Ceci vient
du fait que I'hypothese sur le champ de déplacenmeiit une énergie de cisaillement para-
site. Sous une sollicitation de flexion pufigre 14 les angles A B C D restent droits (1) tan-
dis que dans I'élément, ils changent de valeur (2).

A B
A Y 3 (1)
S
7 .
= e
figure 14

Déformées en flexion

Il a ainsi été développé des éléments particutjarpermettent d’améliorer le comportement
du quadrangle a quatre noeuds pour ce type degmeblCitons par exemple les éléments
dans lesquels I'énergie de cisaillement est déterenuniquement a partir de la valeur de la
distorsion angulaire du point situé au centre éiethent.

Les utilisateurs préférent en général les élémieqtsatre noeuds pour des raisons de facilité de
maillage.

Il est important de remarquer que:

-les éléments standards sont inadaptés aux probldmdlexion (on retrouve d’ailleurs les
mémes difficultés lors d’'un maillage volumique).et donc nécessaire: soit de réaliser un
maillage fin, soit d’utiliser des éléments spécitg.

-I'étude linéaire ne prend pas en compte les probtede stabilité qui dans cette étude sont pri-
mordiaux.

-les éléments triangulaires sont les moins perfatma
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2.2 (Cas détude N°5

L'étude N°4 concerne une plaque carrée trouéecgéli en tractionfigure 15. On s’intéresse
tout particulierement au phénomeéne de concentrdeorontraintes au bord du trou.
A

W

figure 15
Plague trouée en traction

2.2.1 modélisation

La plaque travaille dans son plan. On peut considés contraintes comme constantes dans
I'épaisseur. Comme dans le cas précédent, cetietste peut étre modélisée par des éléments
membrane.

Le probleme étant 2 fois symétrique, il suffit deilher 1/4 de la plaque.

2.2.2 maillage

Pour étudier la contrainte au voisinage du troestlnécessaire de resserrer le maillage dans
cette zonef{gure 16 car la variation des contraintes y est importahbes que dans I'élément,

on suppose des variations linéaires. Lutilisatigléments barres est possible pour une
meilleure lecture au niveau du bord libre:

v

L.

figure 16
Modélisation du 1/4 de la plaque
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2.2.3 caractérisation des éléments

données :épaisseur =5 mm
c6té: 100 mm & rayon du trou: 10mm
E=70GPa
coefficient de Poisson = 0.3

pour 'élément barre méme matériau et section S=0.01 fam

2.2.4 conditions limites

Pour traduire la symétrie il faut indiquer que ttesnoeuds situés sur un axe de symétrie doi-
vent rester sur cet axe. Ceci se fait en indiqua@tpour tous les noeuds appartenant a I'axe X
et u=0 pour les noeuds appartenant a I'axe Y

De plus, puisque le déplacement a lieu dans legdda tble, il peut étre nécessaire d'indiquer

pour tous les noeuds: w=0.

La résultante de I'effort de traction vaut : 1@00.

Le chargement étant uniforme, il existe en générel option permettant d’appliquer une
répartition d’effort sur une ligne. En fait si Ntds nombre de noeuds sur le bord de la demi
structure, cette opération se traduit par I'appilicade :

F A F
- Sur les noeuds extrémes SnoD sur les autres.

2.2.5 résultats et remarques
La déformée et la carte de variation de la compesapsont donnéeigure 17

yz(;:{::;’rRAN 1.74-002 PATRAN Version 9.0 24-Mar-05 14:42:46 516+001
Deform Default Al:Static Subcase, Stress Ter\snr,;f Component At 22 4824001
447+001
413+001
3.78+001
option "element fill" 343001
3.09+0
2.74+00
2.35+001
2.05+001

1.70+001

1.36+001
52.99-061 1.01+001
6.63+000

316+000]

i
& . 298001

w = default_Frings
Maxc5.15+001 @Nd 1

detault_Deforrmation e
Max 1.74-002 @Nd 4 Min -2.99-001 @MNdt 29

figure 17
Déformée  dép. maxi =1.74 I6mm) O, (0, maxi = 51.6ura)

22



MEF M SUDRE
[ ]

La figure 18représente la variation @&, dans les éléments disposeés le long de AB:
LEGEND

Resultl: Stress Tensar, ¥

Oymp
y(_ a)A

5.40+001
450+001
360+001
270+001

130+001 B

G.00+000 hs

coordonnée x

T T T T T 1
0 8.50+000  T.70+001  255+007 340001 4.25+001  5.10+007 A B
Coord 0.1

0

figure 18
Oy en fonction de x o maxi = 52pa)

La figure 19représente la variation d®, le long des éléments barre en bord de trou:

Og(vpPa) 60
50
40

30 " 9\
20
10

0 : : : : . angle®
-10 10 30 50 70 0

-20

figure 19
Og en bord de trou en fonction @e

La contrainte maxi pour x=10 sur figure 18et la contrainte maxi po@=0 sur lafigure 19
caractérisent la méme tension d’une fibre de doeqgt située en bord de trou. Elle est plus
importante sur ldigure 19 (63 MPa) que sur lagure 18 (52 MPa)car la valeur est lue plus
prés du trou grace a l'utilisation des ’barres almatrices’.

L'analyse des résultats montre:
* que 6 éléments disposés sur 1/4 de trou sufffsant obtenir une bonne représentation.
* que le moyen choisi pour lire les contraintesspig bord est essentiel. L'utilisation des
'barres visualisatrices’ est une méthode efficaeevaleur donnée au point de Gauss le plus
proche du bord libre n’est correcte que si I'éléhemt petit.

Remarquesi I'étude est réalisée non pas sur le quart saida totalité de la plaque, il est

nécessaire d’interdire tout déplacement d’enseikdestructure. Pour ne pas induire des con-
traintes parasites, les liaisons utilisées doieégmt impérativement de type isostatique. Il existe
évidemment plusieurs situations de liaisons adblissi La solution en déplacement dépendra
de la situation choisie mais les solutions en déédions et en contraintes en seront indépen-
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dantes. Un exemple de blocage admissible est danméfigure 2Q

I\;
u=0fJ[> (ANANANANAYIRRNRRRARAR
(=
RRRRRRRERARRRRRARENY
figure 20

Conditions de liaison de type isostatique

24



MEF M SUDRE
[ ]

Exercices.
1 Méthode de RITZ avec un chargement distribué:

Soit la colonne de longuedur, sectionS, moduleE et masse volumique représentée ci-des-
sous, soumise a son propre poids. On proposeiter teaprobleme par la méthode de Ritz en
utilisant la fonction cinématiquement admissible:

u(x)= a.x

T Ox(x) Ritz

-~ -~ -RdM

P.ESL

|
|
|
|
|
| u(x)
|
|
|
1

\ .
Y .
-Calculer le déplacement de I'extrémité u(L).

-Comparer la solution Ritz a la solution RdM ergénat les graphes,(X) et u(x).

2 Assemblage de ressorts:

IS
RN -- >

e

Toutes les raideurs sont égalek.a U,
. . U

Les déplacements sont dirigés suivarft¥} = 2

Us

U,

Calculer U, et Uy en utilisant la technique d’assemblage .
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3 Structure de barres articulées:

Une structure est constituée de 3 barres articulées de masse négligeable, longueur L,
section S et module élastique E.
Un effort vertical d'intensité F est appliqué au noeud 2.

b=

E S L

12 E,S L
OJ O
3

Exprimer:

-les 2 composantes de déplacement du noeud 2
-les contraintes dans les barres
-les actions de liaison.
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4 Trelillis libre:

Soit le treillis soumis & un chargement équilibré:

module E
L1:|_2:|_3=L4:|_
812822%28428
S5=S5= /2.8

Calculer la matrice de rigidifK] du treillis.

Définir les conditions aux limites.

Calculer les déplacements nodaux et dessiner tardée.

Calculer les contraintes dans les barres.

A.N.

E=200 GPa L=1m S=10nfm F=1000N

5 Chargement réparti uniforme:

Reprendre I'exercice 2 de la colonne. On proposenadele avec 2 élémentsarres’ 1 et 2
de longueut/y:

O
L pour un élémente |Fi
Y
1 I
2 e
2 N
F;
\J
3

-Exprimer les efforts nodaut et Fjéquivalents a la charge répartie constituée par le

poids de I'élément.
-Assembler la matrice de rigidite.

-Préciser le vecterU}  des déplacements inconnus.

-Constituer le second membfd=-}  du systéme a résoudre
-Calculer les déplacements et comparer a la soliRaM.
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6 Chargement réparti variable:

] Soit une poutre AB de section S=30 cm? en rotation a vitesse Q constante. Elle est supposée
encastrée dans le moyeu indéformable de rayon OA=a et libre a I'extrémité B (OB=b).
Le module élastique E= 72 GPa. La masse volumique p= 2700 Kg.m?.

Q
a=10cm
a b=190 cm ;
K Q =100 rd/s 0. 1')°‘ - @B
|
| = '

(1 On adopte le modele avec 2 éléments ‘barre’ | 1 | et | II| de méme longueur L.

] 1° question: Les effets d'inertie pour un élément 'barre’ 1-] de longueur L situé a une dis-
tance L, de I'axe de rotation, se traduisent par des efforts nodaux équivalents F; et F;.

| Loy L 2 L.L

| “ I FI — pQ SL(6+§O)
O — o

| | F, = PRSL.(L5)

' FI F_]

Expliguer comment ces efforts sont calculés.

[] 2° question: Ecrire sous forme littérale (en fonction de E, S, p, Q, a et b) le systeme 2x2 qui
fournit les déplacements u, et us.

1 3° question: On donne le systéme sous forme numérique (en m et N):

4.8 108 |-2.4 108 U, 7.290 10%

-2.4 108 | 2.4 108 us 5.832 10%

Calculer les déplacements u, et us .Tracer la variation de la contrainte O, telle qu’elle est four-
nie par le calcul MEF.
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1 1 1

cas_ 1l cas 2 cas 3

On donne les résultats suivants (exprimés en mgices les cas de chargégt2 en fonction
de l'effort F (exprimé en newtons):

vo=3.57 10°.F V=0
casl | u3=1.79 10°.F cas2 | uz=0
V3= 4.31 10°.F V3= 2.53 10°.F

Que valenu, etv, dans ces 2 cas ? En déduire tous les déplacenhetss de charggen
fonction de F .
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8 Conduite encastrée:

Une conduitéDAB est encastrée & etB.
Le trongonOA a pour caractéristiqués,R L etl, et le trongorAB : E R’ L’ etl,.
La liaison est assurée par un manchon réductelecuel on exerce un cougdle enA.

On adopte un modele Eléments Finis avec 2 éléndentgepoutre et 3 noeuds.
O

1 |E 2 E

[4¥)

-1-Exprimer la matrice de rigidité de la conduitefiexion dans le plary.

-2-Déterminer le déplacement vertical et la rotatieA sous I'effet du coupl€, en fonction
deE, L, |, etl,.

-3-Calculer les moments d’encastremenOeet enB en fonction dé .
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9 Poutre sur glissiére:

1

Soit une poutre de longueur L encastrée a l'originiée au bati
par une glissiére inclinée de

Déterminer le déplacement de I'extrémité et lesregfdans la
glissiere.

@)
5
©
(@]
wn
®
Q
1
|ITI
0]
\
™
1
|m
wl—

On considere un cadre carré schématisé ci-apres:
Caractéristiques:

- ligne moyenne: carré de c6té 2L,

- section droite: carré plein de cote 2a,

- module élastique: E.

F

—

|
F_ | __F
|

F

Le chargement est constitué par 4 forces de méteesiteF,
disposées comme l'indique la figure.

Onpose:O(:ETS et B:%

: ... L -,
1- en exploitant les symetries, proposer un domdiéikeide.

Utiliser le maillage minimal conduisant a la sabatiexacte (RdM).

2- Résoudre.
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11 Poutres articulées:

Soit la structure définie ci-dessous constitué2 geutres identiques articulées entre elles en A
et encastrées dans le bati. La travée de droitsashise a une charge répartie uniforme

d’intensité linéique p:
Y
On pose:
12

j ‘ _ El
] E,I.L A E,IL [ P=
O

1

IN

1° Partie
On propose un modeéle avec 2 élément$ 2ne tenant pas compte de la symétrie de la struc-
ture:

-Préciser le vecte{rU}  des déplacements inconnus.

-Assembler la matrice de rigidité.

-Constituer le second membfd=-}  du systéme a résoudre

-Calculer le déplacement vertical de A ainsi qeertgations des 2 sections a gauche et a
droite de A.
2° Partie

-Proposer un modele tenant compte de la symétrie steucture.

-Expliquer avec précision la démarche a suivre.

-Retrouver les résultats delé Partie

12 Elément Rigide:

Soit la structure plane définfegl constituée de 2 barres articulées entre elles béawu

On adoptefig2 un modéle plan avec 3 éléments (2, [t  de tractompeession et 4
noeuds. L'effort F de 50RN est appliqué horizontalement au noeud 1. Le modedebarres
est noté E= 20GPa Leur section est circulaire de rayon Ren3 Leur longueur est L= 8én.

¢ =X figure 1 figure 2

-1- Ecrire le systeme 2x2 dont la solution estdébdmée de la structure.

-2- Résoudre et calculer les déplacements.

-3- Calculer les contraintes et vérifier I'équikbdu noeud 1.

-4- On change les propriétés de I'élément  qui st@aant un comportement infiniment
rigide. Calculer les déplacements dans ce cas.
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13 Plaque trouée:

Soit une plaque carrée, de c&tél00 mmet d’épaisseun=5 mm percée en son centre d'un
trou de rayom=10 mm et sollicitée en tension par un effort répprtL000 N/mm
Le matériau est caractérisé pas 70 GPaetnu=0,3

Ce probleme a été traité sur le logiciel NASTRAMpbBitant les symétries, 1/4 de la
plague a été maillé. avec des éléments de membrangulaires.

YYYYVIYYYY

AAAAAAAAAL -

figure 1 figure 2

On s’intéresse aux maillé$’1 et 11 en bord de trou qui ont la forme de triangles ées rec-
tangles de c6t2.6 mm NASTRAN fournit les déplacements suivants:

Noeud déplaceltx | déplacerty
36 5 36 |+0. 000E+0 | +8. 875E-2
39 |-7.100E-3|+8. 438E-2
40 |+0. O0O0E+0 |+8. 604E-2
49 |-3.248E-2 +0. 000E+0
53 |-2.667E-2|+0. O00E+0
54 |-2.845E-2|+2. 143E-2

Yy

LX 40 39 53 49

maille 1 maille 11

Sachant que sur chaque triangle, le déplacementmbint P(X,y) est caractérisé par les fonc-
tions:

<

u(x,y)=a.x+b.y+c

v(X,y)=d.x+ey+f

Calculer les déformatiorg, €, 2€,, sur les maillefN°1 et11.
Calculer les contraintes,, Oy, Ty, sur les mailletN°1 et11.
Comparer la contraint@, dans la mailleN°11 a sa valeur calculée loin du trou. Conclusion?
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14 Poutre Bi-encastrée en Thermo-Elasticité:

Soit la poutre bi-encastrée ci-dessous montée gamsainte a T={. La section (O) es
maintenue a J- La section (A) est maintenue g=T +AT.

T(x
-1- En intégrant I'équation de la chaleur en rég'prmarnanentQJz—2 = 0 ) déterminer
dx

variation de température le long de la poutre.

E,Sqa,L
- X
-2- La poutre est modélisée par 3 éléments’badeitiques.
Justifier le choix de I'’élément barre.
1 E,So 2 E,Sq 3 E.Sa 4
@ @) @) @) > X
@) A

Calculer la température qui regne au milieu de ghates éléments. Cette température
ensuite affectée uniformément sur I'élément.

Assembler la matrice de rigidité, constituer leasetmembre.

Résoudre le systeme, calculer les actions de tiasta contrainte dans chaque élément.

1 em Ir ' hargement Thermo-mécani

Soit la structure plane ci-contre constituée de 3
barres bi-articulées montées sans contrainte ay F
T=T). Les, barres 2t 3sont malnten,ues ,aO.T\ ' AT ES.Lo t
La température de la barre dst élevée a 77 [
To+AT. De plus, un effort F vertical est appli- 1 =

gué au noeud.

\\

[[e¥]

Calculer les composantes de déplacement d
noeud 4 et la contrainte dans la barre 1

e

45°
. |
e
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16 Plancher d’Avion en dynamique:

L'étude porte sur une structure de plancher d’afigh

On se propose d’étudier de maniere simplifiée lmartement dynamique d’une tranche
fuselagdig2 composée :

- d'un cadre supposé indéformable,

- d’'une traverse plancher,

- de 2 contrefiches.

cadre
/)Q indéformable

P

traverse |
planche

|

I
contrefiches\\ 4 n | /

I

| fig2

On modélise le demi-plancher par 2 éléments podiees
momentl ; et la contrefiche par un élément barre de sec-

tion S voir fig3.

Le noeud 3 est encastré dans le cadre indéformable.

On utilisera la méthode des masses concentrées.

Le matériau a pour module. La masse d’'une poutre
plancher de longuelr estM. La masse de la contrefiche
de méme longueldr estm<<M.

Rechercher les pulsations propres des modes symétri

gues. On utilisera la méthode de condensation daGu
en considérant les DDL de rotation comme seconslaire
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Annexaes.
1 Fonction forme d’un élément 1D en traction:
| longueurL J
¥ | 7
B |
U(x)

La fonction déplacemeti(x) est représentée par un polynome de dé&gré
U(x) = ag+a; [X

U(0) = a5 =U,
U(L) =ag+a, L =U,

Appliquons les conditions:

Il vient: U(x) = u,+(¥) K = (LLX) W+ X,

U(x) = Ny(x) U, + Ny(x) U,

|l_

N;(x) =

Les fonctions: sont les fonctions de forme de h&at barre.

I_|>< [

N,(x) =

Le déplacement, la déformati@) et la contral@je 'expmiment en tout x en fonction des
déplacements nodaux sous la forme:

U(X) = Ny(x) OU, + N,(x) OU,
€ = Ny(x) U, + Ny(x) U,
O, =E E(Nl(x) U, + I\iz(x) J;)

Notons que pour cet élémerf, €% sont constants.
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2 Matrice de rigidité d’'un élément 1D en traction:

2.1 en axes locaux

| longueurL, sectionS J

L'effort normalN s’exprime en fonction des déplacements nodaux lsdiagsme:
N = ESO N(x) QU + Ny(x) OJ,)

—

—X

N, (x) =
avec.

—ix

Ny (x) =
L'énergie élastique s’écrit:
L 2
-1 N
W=3 Ef es®
0
En remplacani par son expression en fonction des déplacemedesuro
ES | _
L
L

ES
1 L U,
wW=:>-0 u, U
ZE{ ! J} ES ES U
L

2.2 _en axes globaux (cas plan)

U,
L'énergie élastique s’écrit en fonction de I'effodrmalN:

1N
0
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En remplacani par son expression en fonction des déplacemedesuro
cos(é’)2 cog 6) sin( 6) —cos(éo2 - cog6) sin(6) U
[
. 2 _ 2
1 cogq ) sin(6) sin( ) -cog O sin(f)| —sin(H) \V/
W=5D{U,V,u3vj}5-5 S i !
L —cos6)® -coq@sing) cos(d” |cog@sing) | | U,
- coq 6) sin(6) —sin(H)z cog 6) sin( 6) sin(H)z Vi

3 Fonctions de forme d’un élément 1D en flexion:

La fonction déplacement(x) est représentée par un polynome de deggré

V(X) = ag+a; k+a, X +a5[X

Appliquons les conditions

Il vient:

Les fonctions:

V(0) = a, =V,

2

3

V(L) = a, +2a, 0 +3a,1° = 6

sont les fonctions de forme de I'élément poutre.

_V(L):a0+a1EL+a2EL2+a3EL3=VJ
| V(0)=a,=§

V(X) = Ny(x) DV, + Ny(x) 08 + N4(x) DV, + N, (x) 06,

2x2 x3
N,(X) = X— + + |__2

X2 X3

L |_2
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Le déplacement et le moment fléchissant s’exprine@ntout x en fonction des déplacements
nodaux sous la forme:

V(X) = Ny(x) DV, + N,(x) 06 + Na(x) DV, + N,(x) 06,
MF, = EL, ({Ny(X) DV, + Ny(x) 08 + N3(x) OV, + N, (x) 06))

Notons que pour cet elémen¥f, est une fonctigéalre de x.

4 Matrice de rigidité d’'un élément 1D en flexion:

Le moment flechissartlf,  s’exprime en fonction dgdaements nodaux sous la forme:

Mf, = El, Ny (X) DV, + Ny(x) 08 + N3(x) OV, + N, (x) 06))

2 3 2 3
3X° | 2X 2X° X
AN N0 =X+ 5
avec: ) 5 . s
33X~ 2X X X
N3(X) = — —-=—= Ny(x) = =+ =
1> L3 L2
L'énergie élastique s’écrit:
L 2
1 Mf,
27 El

En remplacanMf, par son expression en fonction dpdements nodaux:

12 6L -12 6L v,

1 El] 6L 4.2 -6L 22 )
W=zﬂ{v.avj@}—; |
L} -12 -6L 12 -6L Y

6L 2.2 6L 412 2
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5 Matrice de rigidité d'un élément poutre:

5.1 en axes locaux

L'énergie élastique s’écrit: W = %Dl U } E[ K }D{ U }

t
avec { U } = { UI VI W| 6XI Hy| 6ZI UJ VJ WJ HXJ 6yJ 62\]}

La matrice de rigidité s’écrit (en négligeant I'égie d’effort tranchant):

ESL ESL
_12E1]
153'»5'2 ?_%'Z =5 ?_'E'Z
1E —5E] 10E 5E]
L3 Y| L2 Y |_3 Y L2 Yy
GYL GYL
—6E| 4E| 6E| 2E|
Yy Yy Yy
L2 L L2 L
6EL 4EI 6EL 2E1
2 2
[K]= L L L L
ESL ESL
10E] § 12E -
= i'f'z A E'ZE'Z
10E 6El 1E
KN 12 L ?Ely
GYL GYL
—5E] 2E] 6El AE
—_—Y
12 L’ L2 L’
6El 2EL 6EL 4EI,
L° L L? L
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5.2 en axes globaux (cas plan)
Pour un élément faisant un angle initdl  avecri:untale:
L L 2
2
) . . o 1 N 1 |vlfz
L'énergie élastique s’écrit: W = > EI ES dx + > q El, ax
0 0
En remplacani et Mf, par leur expression en fonction des déplactsmetlaux:
U,
Vi
_1 6
w= ED{ u v, @ UV 6’3}[[ K}D‘ u,
Vi
6,
La matrice de rigidité s’écrit en posantol = E B = E—?I) = cos(6)
L = sin(6)
. 125°B|cs(0-12B) | —6sPL  |-cPa-125"B |cs(a -12B)  —6sPL
cs(a-12B) s“a.12c°B  6CBL  les(-0-12B) sPa12c?B|  6CPL
—6sPL 6cPL 4BLA 6spL —6cPL 2BL?
K-
Pa12s’Bles(-a+12B)  6sBL | cPa.12s°B cs(a-12B)|  6sPL
cs(0-12B)| Pa 12¢?B| -6¢fL | cs(a-12B) | Sa~12¢°B  —6cPL
—6spL 6cpL 2BL2 6sPL —6cfL 4pLA
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6 Elément isoceéle rectangle en membrane:

6.1 Fonctions de forme

V(X,Y)

épaisseuh

longueurL

Les fonctions déplacemed(X,Y) etV(X,Yy) sont représentées par des fonctions linéaires:

{ U(x,y) =alk+bly+c
V(xy)=dx+ely+f

U(0,0) =c =,
U(L,0)=all+c=U,
UO,L)=b+c=Uy

V(0,0 =f=V,
V(L,0)=dL+f=V,
V(O,L) =elL+f =V,

Appliquons les conditions:

U,
\%
Il vient: { Uxy) - |No 0Ny O Ny O | U
V(X Y) 0 N, O N, 0 Ng V,
Uk
Vi
X
Ny (X, y) = 1—[—¥
Les fonctions: N, (X, y) = )[( sont les fonctions de forme de @@t membrane.
N5(x, y) = f
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Les déformation§€] et les contrain{dd] s’exprimentoait (x,y) en fonction des dépla-

- _ U,
1 1
£ - 0 3 0O 0 O Vv,
u
cements nodaux sous la forme:g = | 0 1o o0 o0 1]x J
y L L Vv,
2€yy 11,411 U
L% ?® “
L _ Vi
o, 1 v O €,
-_E pgu 1 o0
()-y - 2 a X Sy
1-v 0 o izu
O,y 2 2€,y

Notons que pour cet élément, déformations et aornas sont constantes sur le triangle.

6.2 Matrice de rigidité d'un élément membrane isocéle rectangle:

L'énergie élastique s’écrit: W = % DI (Ex My + &, Oy +2E,,[O,,) v
element
En remplacant déformations et contraintes par éapression en fonction des déplacements

nodaux:

t
. L . _1
I'énergie élastique prend la forme: W = ED{ U } E[ K }E{ U }

t
avec: {U}={U|VIUJVJUKVK}
E etv caractérisent le matéridureprésente I'épaisseur de la membrane.
3-v 1+v —2 -1+v —1+v -2V
1+v 3-v —2V -1+v —1+v —2
[ K } Eh -2 =2V 2 0 0 2v
= 2
4(1-V7)| —1+v | —=1+v 0 1-v 1-v 0
-1+v -1+v 0 1-v 1-v 0
o AY -2 2V 0 0 2
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7 Méthode d'intégration de GAUSS :

7.1 Meéthode de Newton
1

Soit par exemple & calculej:: f(X)dX
4

f(x)

e ~

/ - Y
¢ -

P
\
\
|
I

\
_1“ 1

| >

Idée: considérons 4 poin, P,, P;, P, uniformément distribués. La fonctid(x) prendres-
pectivement en ces points les valediysf,, ., f..

(x)
f

2
g D o
f, / N Vs
) | & _ |
| | | |
| | | |
= P, | P P, X

Par ces 4 points, il est possible de faire pass@olynome de °3 du type:
a+a X +a K +a O

1
et de calculerj' f(x)dx  de fagon approchée par:
-1

[@+aX+aX+a0x=2m+3m, ()

Sachant que: a, = Ilé E(—fl + 9f2 + 9f3 —f4)
et Q, = %E(f1—f2—f3+f4)

1
on obtient finalement: [ROLS %1 of, + af, + 3f, + )
-1

7.2 Methode de Gauss

Idée: considérons 2 poinky, P, distribués symétriquement, leur position étant n@@é)ar/].
P, P> sont nommégpoints de GAUSS.

f Af(x)
//F?\\

/ ~ D

) —
A LA |

| < A |
| \ i |
\ Pj‘l_ P‘Z \ X
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Faisons passer par ces 2 points un polynome de 3d:

a+a X +a K +a O

Il vient: f+f, = 20a,+a, A\’ .

1
Donc d'aprés (*), il suffit de posek = L pour obteﬁirf(x)dx de facon approchée sous
la forme: V3 -1

j_lf(x)o|><=fl+f2 = f (%3)”(%3)

8 Matrice de masse d’un élément barre :

| longueurl, sectionS, masse volumiqug J

Q ldx_— — — — — 0

ldx_ _ _ _ _ _ _

La vitesse de la tranclix d’abcisse x s’écrit:

%J = Ny(x) T, (1) + Na(x) U (1)
N, () = 17
avec. 1 )
N(X) =

L'énergie cinétique s’écrit:
L
_1 :
E. = 3 0 (pSDU)
0

En rempla(;angtJ par son expression en fonction esses des noeuds:

pSL | psL
E:l . 3 6 U,
2 B el TR TR Y

6 3 )
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9 Matrice de masse d'un élément poutre :

La vitesse de la tranclox d’abcisse x s’écrit:

ot

avec:

N3(x) =

2

Ny(x) = 1-=5 + =

33X~ | 2X
L3
L L°

L'énergie cinétique s’écrits{ on néglige la contribution de la rotatipn

=, = $ef(oscf o

7 = Nl(x) D‘]I + N2(X) D0| + N3(X) D/'J + N4(X) DQ‘J

v : o _
En remplaca : par son expression en fonction idesses des noeuds:

EC:%[{vlglng‘]}

156 22L 54 -13L
oSl 22L 42 13L -3L.2
420 54 13L 156 221

-13L -3L2 221 412

46



MEF M SUDRE
[ ]

Annales.

Examen 2012

Exercice 1:

(O Soit la structure fig 1 constituée d’'une poutre bi-encastrée de longueur 2L et d’'un
cable non précontraint de longueur a reliant le point B au bati en C.

L'effort F est appliqué dans la section A située au quart de la longueur.

On adopte par symétrie un modele avec un élément ‘beam ' [OB] de caractéristique [3
et un élément 'rod’ [BC] de de caractéristique a.

L'effort F sera remplacé par des efforts équivalents appliqués en O et B conformément
au formulaire joint.

YA xB :]
El

cable
Q
Il
|

fig 1

[] Formuler le probléme comme la superposition d’'un cas symétrique (1) et d’un cas
antisymétrique (2).

] En travaillant sur la demi-structure, pour un effort F <0 puis pour un effort F >0:

Calculer les déplacements de la section B:
-dus au cas (1),
-dus au cas (2),
-dus a la superposition (1) + (2).

Formulaire:

_n
ool
-
o

L/2 ‘ L/2 ‘ L
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(O On considere la poutre de I'exercice 1 sans le cable. On désigne par (2M) la masse
de toute la poutre et par (m) la masse de la chape considérée comme une masse
ponctuelle en B. On cherche la pulsation du 1° mode symétrigue.

On adopte par symétrie un modéle avec 1 élément ‘beam ' [OB] de caractéristique [3.

xB

e

Application Numérique:
E= 210 GPa I= 10 m?
M= 200 Kg m= 10 Kg

fig 2

] Calculer la pulsation puis la fréquence du 1° mode symétrique.

Exercice 3:
(O On considére le treillis (1) soumis fig 3a un chargement équilibré.

ug
X
uz
¥
M3
V3
Ug
\Z

fig 3

] Expliquer pourquoi il convient d'imposer les liaisons proposées fig 4.

3/0/-1/0]0

[ La matrice [K] a été inversée aprés pénalisation: [K] 1= % _(i 3 (1’ (1, (1,
001.0/1.0

01,00 1

Calculer les déplacements u, et us,.

.....

F 1 ESL 2 F
Ke
F \1_{ XX 2 F
==\ = (z)
fig 5 4<>3 fig 6

.....
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Examen 2011

Exercice 1 :

(O Le portique autoroutier défini fig 1 est soumis a un chargement symétrique.

On adopte un modele fig 2 avec 2 éléments | 1] et 2| identiques, de longueur L=5m,
travaillant en traction/compression + flexion. Les DDLs sont précisés ci-dessous:

A | C | B 2 3 u
| : | T °©
; o,
| traction/compression + flexion U,
| V2
| y O,
| u3

o) 1 X Y,
“Hy im i NN O , o
fig 1 fig 2 3

[ 1- Justifier le modele éléments finis proposé fig 2 et montrer que 4 DDLs (sur les 9
présentés ci-dessus) sont inconnus.

Le systeme [K].{u}={F} a résoudre est donc de dimension 4. La matrice inverse de
[K] est donnée ci-dessous:

4.28 E-9 0 1.02 E-9 | -2.55 E-9
K] 0 4.28 -9 0 4.28 £-9 efforts en N
-1.02 £9 0 33168 8.28E8 longueurs en m
-255E9 | 428E9 | 8.28E-8 | 5.54 E-7

1 2- On considere que le poids du panneau se traduit par un effort F = -480 y (daN)
concentré en C. Calculer les déplacements.

[J3-0n con5|dere que le poids du panneau se traduit par un effort distribué d'intensité
p = -48 y (daN/m) appliqué de A & B. Utiliser les efforts équivalents donnés en Td. Cal-
culer les déplacements.

[14- Quelle est dans ce type d'étude la(es) composante(s) de contrainte fournie par la
MEF? Expliquer comment elle est calculée.
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Exercice 2 :

(O Une plaque de dimensions 400mm x 40mm et d'épaisseur 4mm est encastrée sur le
bord latéral gauche et soumise a un effort transverse de 1000N appliqué au milieu du

bord latéral droit.

Le matériau est un alliage Iéger (E=70 000MPa et v=0.3)

Elle a été étudiée par la MEF avec un maillage en quadrangles de 40x4 éléments.

On s'intéresse a la maille N°121 située pres de I'encastrement. Les déplace-
ments des noeuds I1=124 J=125 K=166 L=165 sont donnés en mm dans le tableau ci-

dessous:

165

L élément 121

124

166

125

noeud U(mm) V(mm)
124 0.0 0.0
125 2.39 E-02 -1.30 E-02
166 5.27 E-02 -2.64 E-02
165 0.0 0.0

1000 N

On rappelle que dans une maille quadrangulaire, le déplacement d'un point
P(x,y) est représenté par les fonctions U(x,y) et V(x,y) précisées ci-dessous:

Ux,y)=ax +b.y + cxy +d
V(ixy)=ex +fy+gxy+h

[0 L'origine est supposée en 1.
[J Le pas du maillage est de 10 mm.

] 1- Calculer les coefficients a, b, ¢, d, e, f, get h.

[12- En déduire les variations de €, et €, dans I'€lément.

1 3- Le programme Nastran fournit les contraintes calculées au centre de I'élé-

ment. Calculer Oy au centre.

[ 1 Pouvez-vous retrouver ce résultat par un calcul RdM en considérant la plaque comme
une poutre de section rectangulaire 40mm x 4mm.
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Examen 2009

Exercice 1 :

Soit la structure constituée de barres articulées définie ci-dessous:

On donne la matrice de rigidité [K] en N/m de la demi-structure constituée des barres
[1]2] 3] et relative aux noeuds (1)(2)(3):

80 cm
@ ~ en N/m:
32,08 |-36,88 | -14,40 | 19,20 | -17,68| 17,68
-36,88 | 43,28 | 19,20 | -25,60| 17,68 |-17,68
-14,40 | 19,20 (214,40 |-19,20 |-200,00; 0,00 106
19,20 | -25,60 | -19,20 | 25,60 | 0,00 | 0,00
-17,68| 17,68 |-200,00| 0,00 217,68 |-17,68
17,68 | -17,68| 0,00 | 0,00 |-17,68 | 17,68

[K]=

80 cm

S =2 cm?
E=200 GPa
o= 15 106 °C1

60 cm 20 cm

[J Un effort F vertical de 10 000 N est appliqué en
A.

Calculer les déplacements ainsi que la contrainte
dans la barre .

Que deviennent ces résultats si les barres [ 2],
ont un comportement rigide?

[ Les barres [ 2] et [ 2] sont soumises a une él¢-
vation de température AT=100°.

Calculer les déplacements, la contrainte dans la
barre [ 2] et I'action du bati sur le noeud
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[J Des masses ponctuelles sont installées sur les 2m m=>5Kg
noeuds (1), et (2). La masse des barres est sup-
posée négligeable devant m.

Calculer les 2 pulsations correspondant aux modes
symétriques.

Exercice 2 :

[ Un effort F appliqué sur un élément ‘beam’ [I-]] peut étre remplacé par les efforts
nodaux équivalents Y; M; Y; et M;. Pour cela, on utilise le formulaire suivant :

F
I A 3 efforts nodaux équivalents:
X
] | b | v, f.D/(b+33) Yy F. a’(a+3b)
N (a+b)3 (a+b)3
Y1 \ Y3 M. F. ab? M, _ -F. a’b
(a+b) (a+b)?
\ 5 X
Mp 5 | b My

Expliquer comment sont calculés ces efforts équivalents.

[ La structure suivante est constituée d’une poutre de longueur L, dont la section est
caractérisée par I,, encastrée a l'origine et soumise en A et B a 2 efforts ponctuels
d'intensité F. Le module élastique est désigné par E.

=<

On décide de modéliser la travée OB par un seul élément ‘beam’ en remplacant I'effort
F appliqué en A par les efforts nodaux équivalents.

[] Mettre en place le systeme 2x2 a résoudre.

[1 Résoudre pour trouver Vg et Og.
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