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| — Introduction

1.1 Outil d’aide au dimensionnement

Le but du dimensionnement des structures est de déterminer les formes, dimensions, matériaux
afin de satisfaire la fonction demandée.

On peut distinguer deux grands types de chargement sur une structure :
1. chargement en fonctionnement normal,
2. chargement en situation extréme.

Pour les situations extrémes, 1’étude est souvent dynamique en non-linéaire. Les critéres de

dimensionnement sont souvent liés a la sécurité, par exemple :
— les passagers d’un véhicule automobile sont-ils bien protégés en cas de choc ?
— suite a un seisme et en fonction de son intensité, combien de temps un barrage va t-il tenir ?

Concernant les chargements en fonctionnement normal (étude linéaire le plus souvent), on

peut répertorier les cas suivants :
— Statique :
— Les contraintes sont-elles dans le domaine élastique ?
— Les déplacements sont-ils acceptables ?
— Y-a-t-il un risque de flambage ?
— Dynamique, analyse modale :
— Les fréquences propres sont-elles proches des fréquences d’excitation ?

— Les formes des modes sont-elles acceptables par rapport a I’ utilisation ?
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Figure |.1 —Probleme réel : dimensionnement des pieds d’une table.

— Dynamique, analyse fréquentielle :
— Comment la structure répond a une sollicitation harmonique ?
— Que valent les amortissements ?
— Quelle est la durée de vie de la structure en fatigue ?
— Dynamique, transitoire, domaine temporel :
— Comment la structure répond a un choc ?

La méthode des éléments finis peut étre utilisée dans tous ces cas comme aide au dimension-

nement.

Du réel au modéle mathématique mécanique

Probléme réel
On se place dans le cadre d’un probléme de statique, élastique et linéaire. Le probléme réel fait
intervenir (Fig. [.1) :

— Une structure, comprenant des incertitudes sur sa géométrie et son matériau ;

— Des liaisons avec I’extérieur, souvent assez mal maitrisées ;

— Des efforts appliqués, parfois assez complexes.

Lors de la phase de conception, la solution de ce probleme n’est pas accessible. Une fois la struc-
ture fabriquée et placée dans son environnement, la solution est partiellement accessible par des

mesures (jauges de déformation, photoélasticité,... ).

Modéle mathématique mécanique

Afin de trouver une solution approchée mathématique du probleme réel, on utilise un modele

mathématique du probleme réel. Les modeles généralement utilisés en mécanique sont :
— le modele de poutre,
— le modele de plaque,

— le modele de coque,
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2 variables 3 variables
?I 1 variable < - < _ i
a) poutre b) coque ¢) tridimensionnel

Figure 1.2 —Trois modeles du pied de table.

— le modele plan en contraintes planes,
— le modele plan en déformations planes,
— le modele axisymétrique,
— le modele tri-dimensionnel.
Pour I’exemple précédent d’un pied de table, on peut par exemple choisir :
— Le modele de poutre (Fig. .2 a) :
— hypothese cinématique de poutre
— 1 variable le long de I’axe de la poutre décrit le probleme
— encastrement de type poutre
— torseurs d’efforts équivalents
— Le modele de coque (Fig. 1.2 b) :
— hypothese cinématique de coque
— 2 variables sur la surface moyenne de la coque décrivent le probleme
— encastrement de type coque
— torseurs d’efforts équivalents distribués
— Le modele tri-dimensionnel (Fig. 1.2 ¢) :
— encastrement tri-dimensionnel
— 3 variables dans les 3 directions de 1’espace décrivent le probleme
— forces surfaciques distribuées

Pour les trois modeles proposés, I’encastrement est modélisé de facon parfaite alors que la
liaison réelle est réalisée par une piece intermédiaire souple. Ces modeles ne permettent pas de
dimensionner cette piece intermédiaire. C’est au concepteur de choisir le modele le plus adapté

par rapport aux criteres de dimensionnement qu’il pense étre les plus judicieux.

Espace vectoriel associé au modéele mathématique méca-
nique
Ensemble des champs de déplacements

Quelque-soit le modele mathématique mécanique choisi, on cherche un champ de déplacement U

défini sur le domaine idéalis€ 2. On se place dans la suite dans le cas d’un modele tridimensionnel,
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le champ de déplacement  est défini comme

U “régulier” : Q C R? — R?
M — U (M)

On pose I’ensemble V des champs de déplacement “suffisament réguliers” définis de {2 vers
R3:
v { o “régulier” : Q C R? — R3 }
M (M)
La notion de fonction “suffisament réguliere” n’est pas détaillée ici, cela fait appel a des pro-
priétés mathématiques des fonctions qui permettent de les dériver, de les intégrer, et plus particu-

Lo €6

lierement d’intégrer le carré de leurs dérivées. Ces espaces sont appelés “espace de Sobolev” ou
“espace de Hilbert”, il est nécessaire de se placer dans ces espaces pour que les développements
effectués dans ce cours soient corrects d’un point de vue mathématique. Cependant, ce cours
ayant pour vocation d’expliquer les choses simplement, nous parlerons de fonction “suffisament

réguliere” dans la suite.

Espace vectoriel des champs de déplacements

L’ensemble V muni d’un loi interne, notée +, et d’une loi externe avec R, notée X, est un espace
vectoriel sur R de dimension infinie. Un élément de cet espace vectoriel est un champ de vecteurs
de R3.

L’ opération interne + d’addition dans V est définie comme :
VU, T eV, W=1u+7

ol & €V vaut
VM e Q,W(M)=d(M)+ 7 (M).

L’opération externe x de multiplication avec R est définie comme :
VZeEVet aeR, W=axd

ol & € V vaut
VM € Q, W (M) = ad (M).

L’élément neutre 0y de V est le champ de vecteurs qui a tout point M € € associe le vecteur
nul de R3.
Preuve On vérifie aisement que :
VU, VW€V

etVa,b€e R,ona:

U+T =T+d €V
U+(T+T) = (U+0)+d
U+(—) = ﬁv (= désigne I’opposé de )
T+0y =7
ax (U+¥)=ax d+at x U
(a+b)x U =ax d+bx d
(ab) x T =ax (bx )
Ixd =1
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Définitions et propriétés d’un espace vectoriel
Combinaison linéaire d’une famille de vecteurs

Soit une famille F de n vecteursde V :
F= (W1, Uy, W)
Tous vecteur o € )V s’écrivant sous la forme
a1 X Witag X Wok..4ay X Un
ol ai,as, ..., a, € R estdit combinaison linéaire de la famille F.

Famille libre et famille liée d’un espace vectoriel

Une famille est dite libre si chaque vecteur de la famille ne peut pas s’écrire comme une combi-
naison linéaire des autres vecteurs de la famille. Si une famille n’est pas libre, elle est liée, c’est
a dire que au moins un vecteur de la famille peut s’écrire comme une combinaison linéaire des

autres vecteurs de la famille.

Base et dimension d’'un espace vectoriel
Une base est une famille libre qui permet d’écrire n’importe quel vecteur de 1’espace vectoriel
comme une combinaison linéaire des vecteurs de la base. Il existe une infinité de bases pour un
espace vectoriel, mais elles ont toutes le méme nombre de vecteurs.

La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs d’une base de cet espace vecto-
riel.

Si les bases n’ont pas un nombre fini de vecteurs, 1’espace vectoriel est de dimension infinie.

Exercice .1 Soit I’ensemble M2 2(R) des matrices a coefficients dans R a 2 lignes et 2 colonnes, muni de
I’addition + des matrices et de la multiplication X par un scalaire de R des matrices.

—_

. Justifier que cet espace est un espace vectoriel.

\S}

. Donner une famille libre, puis une famille liée.

(98]

. Donner la base canonique, en déduire la dimension de cet espace vectoriel.

On donne la famille b suivante :
b 1t o] f[o 1] Jo 1] [11
- 0 1 I'1 0 1o 1 ' 0 0

. Ecrire cette famille dans la base canonique.

TN

. Montrer que cette famille est une base.
On donne I’élément de M> 2(R) suivant :
A 1 2
3 4
6. Ecrire A dans la base canonique puis dans la base b.
Solution :

Cet espace est un espace vectoriel car :
VA,B,C € Mz2(R);Va,b e R
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o A+B = B+A ¢ ngz(R)
A+(B+C) = (A+B)+C
A+(—A) = 0 ol —A désigne I’opposé de A et O est I’élément neutre défini par :

o-[4 1]

aXx (A+B)=a X A+a x B

(a+b)x A=ax A+bx A

(ab) x A=ax (bx A)

e IXxXA=A [

Un exemple de famille libre :

Un exemple de famille liée :
1 1 |10 12 1
(Lo o] <[5 5] o[13])
car la troisieme matrice est la somme des deux premieres.
La base canonique est

= ([0 0] (9 0] <[oa] [0 e])

Cette base contient 4 vecteurs, cet espace vectoriel est de dimension 4.
La famille b s’écrit dans la base canonique sous la forme :

1 0 0 1

1 0 1 0
b—

0 1 11 1

0 1 0 0

() (e) (e) (e)
La matrice A s’écrit dans la base canonique comme :

A:1><10+4><00+2><01+3><OO
0 0 0 1 0 0 1 0

soit aussi

Pour écrire A dans la base b, on cherche a écrire A comme une combinaison linéaire des matrices (ou vecteurs)
de labase b :

1 1 0 0 1
4 =1 X L +aig X 0 +aiz X ! +ay X 0
2 o 0 ? 1 3 1 * 1
E (e) v (e) L (e) v (e) v (e)
Soit le systeme linéaire d’équations suivant a résoudre :
1 0 0 1 i 1
1 0 1 0 a2 | | 4
0 1 1 1 as | | 2
0 1 0 O Qg 3
La solution est :
O¢1—3, Q2 = ; 3 = 5 =O¢4——2
Donc A dans la base b s’écrit
3
A= .
1
-2

(b)
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Vers le modéle éléments finis

La démarche de dimensionnement consiste dans un premier temps a construire un modele mathé-
matique (ou idéalisé) du probleme réel possédant un contenu mécanique que le concepteur doit

choisir. Ce modele mathématique englobe des hypotheses sur le probleme réel :
— la géométrie,
— les liaisons,
— le chargement,
— le matériau,

— les équations que doivent satisfaire les variables du probléme (en particulier le champ de

déplacement)

Le champ de déplacement 2 solution de ce probléme mathématique appartient a un espace vec-
toriel noté V' de dimension infinie. Cet espace est trop “grand” pour y trouver la solution exacte
du modele mathématique, sauf dans quelques cas particuliers.

Dans un deuxieme temps, I’'idée de la méthode des éléments finis est de chercher une solution
approchée du modele mathématique dans un sous-espace vectoriel, noté V", de V et de dimension

finie dont on se donne une base :

(B1, P2 B

ou chaque vecteur 71 appartient 2 V. La dimension de V" est le nombre de vecteurs que 1’on se
donne, ici n.

Tout vecteur de V" s’écrit alors comme une combinaison linéaire des vecteurs de la base :

ap X $1+a2 X $2+...+an X ?n

ol a1, as, ...a, € R. La solution du modele éléments finis " est 1a combinaison linéaire qui se

rapproche “au mieux” de la solution exacte du modele mathématique.

Les sources d’erreurs

Erreur entre le probléme réel et le modéle mathématique

L’erreur entre la solution réelle et la solution du modele mathématique est appelée [’erreur de
modele (Fig. 1.3).

Quantifier cette erreur nécessite de connaitre la solution réelle :

— Lorsque la structure est construite, puis placée dans son environnement, cette solution est

partiellement accessible par des mesures (jauges de déformations, matériau photélastique,...) ;
— Lorsque la structure est en phase de conception, la solution réelle est inaccessible.

Dans tous les cas, I’erreur de modele est difficilement quantifiable, elle doit pourtant Etre maitrisée

et justifiée au mieux par le concepteur.
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Pb.
réel

Modele

mécanique

Modele
éléments

mathématique finis

Solution
E.F.

Solution
de
référence

Solution

réelle

. ~_ A

Erreur Erreur
de de
modele discrétisation
Erreur
de mesure

Erreur
observée

Figure 1.3 - Liens entre le réel, le modele mécanique et le modele éléments finis.

1.5.2 Erreur entre le modéle mathématique et le modéle éléments finis

1.6
1.6.1

L’erreur entre la solution du modele mathématique et la solution du modele éléments finis est ap-
pelée lerreur de discrétisation (Fig. 1.3). Dans le cas d’un calcul de statique linéaire, cette erreur
peut étre estimée ; elle doit donc étre parfaitement maitrisée par le concepteur. Les ordinateurs
actuels permettent de faire tendre cette erreur vers une erreur largement inférieure a celle de I’er-
reur de modele. La tendance actuelle des logiciels de conception est d’intégrer un outil de calcul
par éléments finis automatique assurant d’avoir un niveau d’erreur de discrétisation suffisamment

faible pour confondre la solution mathématique et la solution éléments finis.

Elément fini de barre pour le calcul des treillis

Intfroduction a I’élément de barre

On désigne par barre une poutre travaillant seulement en traction-compression. Typiquement, les
treillis de poutres sont souvent approximés dans un premier temps comme un ensemble de barres
rotulées entre elles (Fig. 1.4). Les 2 extrémités sont les nceuds de I’élément.

On présente dans cette partie I’élément barre de fagon simple en utilisant les connaissances de

mécanique d’un éleve de Bac+2 :
— principe fondamental de la statique,
— torseur de cohésion,
— sollicition de traction-compression pour une poutre,
— méthode des nceuds.

Le but est de mettre en ceuvre rapidement la méthode. Cependant, la méthode des éléments finis

ne peut pas se réduire a cette démarche simple dans le cas général d’une piece tridimensionnelle.
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Figure |.4 — Exemple de calcul par éléments finis d’un pylone électrique (€1éments barres).

7

2
Avant déformation : 1 O @
! Uy ! ! (%) |
! | Os: ! |
Aprés déformation : Q : QO
n7 R

Figure |.5 - Elément barre 2 2 noeuds.
Le méme élément de barre est traité de fagon plus cohérente avec le cours dans le chapitre X.

1.6.2 Equilibre de I’'élément barre

Un élément de barre et représenté par un segment de droite reliant les deux extrémités de la barre
(Fig. 1.5). La barre est caractérisée par sa longueur [, par 1’aire de sa section S et par son module
d’Young E. Les extrémités sont appelés les nceuds de la barre, ils ont pour abscisses 1 = 0 et
To = 1.

La barre est en équilibre sous les actions des forces F* 17 et F27 aux nceuds 1 et 2. On note

les déplacements des neeuds 1 et 2 respectivement 7 un .

— Le torseur de cohésion en Oy, peut s’écrire de deux facons :
{Kos} ={eat. w2} = N =P,

ou bien
{Kos}=~{et. 51} = N=-R
On remarque que la barre est bien en équilibre car £} + F, = 0.

— Larelation entre N, u; et ug pour une poutre en traction est

ES ES
— En utilisant les résultats précédents on a alors
ES
F1 = —(u1 — ’LLQ)

l



10 Intfroduction

ES
= T(—m + u2)

— Ces deux dernieres relations s’écrivent sous la forme matricielle suivante :
Fy . ES 1 -1 Uy
Bl L =1 1| u

1]

La matrice

l -1 1

est appellée la matrice de rigidité de I’élément barre.

Exercice .2 On prend une poutre encastrée a gauche (u1 = 0), et on applique un effort F' a I’extrémité droite
(F» = F)). Le systeme matriciel a résoudre est le suivant :

sl 2] [u]-[a]
o alle]-1%]

ou les inconnues sont le déplacement de 1’extrémité droite uz et la force de réaction de I’extrémité gauche F;. Ce

qui devient ici

systeme de 2 équations a 2 inconnues donne la solution

o FL
T ES
et
FL=-F
L’effort normal est déterminé par
ES ES  Fl
N = — — = e —s = — F
(2 mw) == (55=0)

.6.3 Etude de deux barres
Assemblage des matrices de rigidité élémentaires

On suppose deux barres de longueurs, de modules d’ Young et de sections différentes collées bout
a bout et soumises a de la traction (Fig. 1.6). Les barres sont numérotées I et /1, elles sont reliées
a trois nceuds 1, 2 et 3. Ces trois nceuds subissent les forces extérieures F17, Fg? et Fg?.
L’équilibre global s’écrit

1+ F,+ F3=0.
A T’équilibre, I’ensemble des deux barres s’est déformé, les noeuds 1, 2 et 3 se sont déplacés
respectivement de u17, u27 et U37 (u1 < ug < ug siles deux barres sont en traction).

Les équilibres des nceuds s’écrivent :

— équilibre du nceud 1 (méthode des nceuds)
Fi+Ni=0=-N,=F,

— équilibre du neeud 2
Fs — N1+ No=0= Ny — Ny = Iy
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Elusl ) E27S2

— u17 QUQ7 — Ug?

état déformé )

I 3
O) ©) (@)

N, 7 3 BT

Figure |.6 - Deux barres en traction.
— équilibre du nceud 3
F3—No=0= Ny = I3

Pour chaque élément, on peut relier I’effort normal a 1’allongment de la barre :

— élément [ :

ES
le 211(U2_U1)
— élément 1 : B9
N2 = 222(11,3 —UQ)
En remplacant dans les expressions des équilibres des nceuds, on a les trois équations sui-
vantes : BS
- zll(uz—ul) =N
ES E5S.
zll(uz - Ul) - 222(163 - U2) =k
E>S
222(163 —up) = Iy
En notant k1 = F151/L et ky = E2S5/ Lo, on a alors le systéme matriciel suivant :
]{}1 *]{}1 0 Ul F1
—k1 ka4 k1 —ko up | = | Fy
0 *]{}2 ]{52 us F3
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Cette opération est ’opération d’assemblage des matrices de rigidité élémentaires, la matrice
K est appelée matrice de rigidit¢ de la structure, le vecteur () est le vecteur des inconnues de

déplacements et le vecteur I est le vecteur des forces extérieures :
KQ=F

Mise en ceuvre pratique

La premiere étape consiste a écrire les deux matrices de rigidité des deux éléments en repérant les

lignes et les colonnes de chaque matrice par les inconnues de déplacements associées :

Uy U2 U2 us3
kl — ]ﬁ —k’l U1l et k2 — ]fg —k’g U2 .
*]{}1 k?l U2 *k2 k2 us

On range ensuite dans la matrice de rigidité K de la structure chaque terme des deux matrices a

la ligne et la colonne correspondante :

Uy Uo U3
kq —k1 0 Uq

K=1_k ki+hk —ko| ug -
0 —ko ko 1 us

Le systeme a résoudre est alors K} = F.
La deuxieme étape consiste a faire le bilan des déplacements et des forces connus et inconnus.

En prenant un encastrement a I’extrémité gauche et en appliquant une force F' a I’extrémité droite,

ona:
Up = 0, connu Fi inconnu, réaction a I’encastrement
Q=1 uy inconnu F=|F = 0, connu
Us inconnu F3 = F, connu

Si le déplacement est connu en un nceud alors la force est inconnue, si la force est connue alors le
déplacement est inconnu.
La troisieme étape est la résolution du systeme d’équations complet afin de déterminer toutes

les inconnues

k1 —kq 0 0 "
—k1 ko+ ki —ko U = 0
0 *]{}2 k?z us F

Une fois toutes les inconnus trouvées, on peut calculer les efforts normaux dans chaque barre :

ES
Ny = ; 1(“2* U1)
1 ~~~
=0
et s
E
NQ— 2 Z(U3—UQ>
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%

Ux

Figure |.7 — Elément barre dans une base globale.

1.6.4 Elément barre pour le calcul des treillis plans

Les barres composant un treillis plan sont positionnées arbitrairement dans 1’espace et font des
angles différents avec le repere global de la structure (?, 7) (Fig. L7).
On note 0 I’angle entre 1’axe ? du repere global et ’axe 7 du repere local a la barre. Le

vecteur déplacement d’un point de la barre s’écrit dans le repere local
U =u7.
Il s’écrit dans le repere global
U =u¥ } + uy7.
En projetant les deux équations précédentes sur 7 il vient

u=uXcosf+u" sinb.

En notant uy* et u] les déplacements suivant ? et ? du nceud 1 de la barre dans le repere global,

et en appliquant la formule précédente au nceud 1, on a
uy = uy cos® +uj sin 6.
En utilisant les mémes notations pour le nceud 2, on a
X

Uy = us cosf + uy sinf.

Ceci peut s’écrire sous la forme matricielle suivante

up cosf sinf 0 0 uy
U2 B

N 0 0 cosf sinf uy

=T U

soit
1=TQ
ou @ est le vecteur des inconnus de déplacements aux nceuds de I’élément dans le repere global

et T est la matrice de transformation passant du repere global au repere local.
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1l est possible d’écrire les mémes relations pour les forces extérieures agissant aux nceuds de

I’élément :
Fl=R7=FX+FY et Fo=RT=FX+FY

donc
FX=F7 X =Fcosf et FY =7 -Y = F sinf

de méme,
X _ . Y _ oo
st = Fycosf et F, = Fysind

ce qui s’écrit sous forme matricielle

F¥ cosf 0
FY sind 0 Iy
F5* - 0 cosf l Iy 1
FY 0 sind

=TT

La matrice qui apparait pour les forces est la transposée de celle présente dans les relations des

déplacements. Finalement, I’équilibre de la barre écrit en fonction des déplacements et des forces

HEIEIN

devient en fonction des déplacements et des forces dans le repere global

dans le repere local a la barre

FX cosf 0 uit
FY | sin6 0 ES 1 -1 cosf sinf 0 0 uf
F5* 0 cosf l -1 1 0 0 cosf sin6 uy
FY 0 sind uy
Tous calculs faits, I’équilibre de la barre en deux dimensions s’écrit
cos? 0 cosfsind —cos?f  —cosfsind usi Fi¥
ES | cosfsind sin? 6 —cosfsinf  —sin?0 uy || FY
l —cos?f  —cosfsind cos? f cosfsind us F5*
—cosfsinf  —sin?0 cos 0 sin 0 sin? 4 uy FY

=kg

ol la matrice kg4 est la matrice de rigidité de I’élément barre en deux dimensions.

L’ effort normal est déterminé par

F FE
N = Ts(uz —uy) = TS<(U§( —u{()COSHJr (ug - u{)sin@)



I — Probleme de référence

Il.1 Rappel de mécanique des milieux continus

Soit un corps solide déformable €2 ayant pour surface extérieure 02 (Fig. II.1). Ce solide subit
une force volumique ? dans € et une force surfacique donnée ?d sur la surface Op().

Le déplacement ¢ est imposé sur la surface 9,2, complémentaire 2 5. Les deux surfaces

0,2 et OS2 vérifient :
00 = 0,QU0rQ et 0,2N 0N = 0.

Le probléme de mécanique est de déterminer les deux champs inconnus de déplacements o et

de contraintes o symétrique (o = o) sous 1’effet des forces appliquées ?d et 7 qui vérifient :

1. Les conditions cinématiques :
U =u YM e a0
2. Les équations d’équilibre :

(ﬁ/aJr?:B), VM € Q)

auQ 8FQ

e
Tl

o0

Figure .1 - Probleme de référence en statique.
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et

o = F VM e opQ
avec 10 qui est le vecteur normal extérieur a O (2.

3. Larelation de comportement :

o = Ce()

ou C est I’opérateur d’élasticité et € est I’opérateur linéaire des déformations du champ de

déplacement 7 défini par
e() = %(Grad(ﬁ) + Grad” (7)) .

Pour un matériau isotrope, les coefficients d’élasticité se réduisent & deux constantes indépen-
dantes (A, 1) ou (F,v) ot A et i sont Les coefficients de Lamé, E est le module d”Young et v est

le coefficient de Poisson. La relation de comportement devient la loi de Hooke, soit
oc=2ue+\Tr(e) 1

ol 1 désigne la matrice identité. Les coefficients de Lamé (A, i) sont reliés a (E, v) par

3 Ev ) E
= — ™ € = —0— .
A+rv)1—20) & " "2+
La relation de comportement s’écrit aussi
1+v v
€= o— =Tr(o)1
Z 7 Irlo)
Preuve Equations d’équilibre
Un volume quelconque w inclu dans €2 subit :
—

— les efforts surfaciques du vecteur contrainte o 77 sur sa surface extérieure Ow,

— les efforts volumiques 7 dans son volume w

L’équilibre de ce volume se traduit par :

/ aﬁ)dS—&—/?dw:O
Ow w

soit en utilisant le théoréme de la divergence :

/cﬁ/adw+/7dw:0

/w(d-i\>10'+7)dw:0

Comme cela est valable pour une partie quelconque w de €2, on a

ou encore

VM eQ, dvo+ f =0

L’équilibre en moment de w permet de montrer que 1’opérateur des contraintes est symétrique. )
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1.2 Champ de déplacement cinématiquement admissible

I1.2.1 Espace vectoriel des champs de déplacements

On rappelle que I’ensemble V des champs de déplacement “suffisament réguliers” définis de €2
vers R3 est :
v { o “régulier” : @ — R? }
M — U (M)

Par soucis de simplicité, la loi interne est notée + dans la suite, la loi externe est notée sans
symbole ; enfin I’élément neutre est noté 7

On peut utiliser une base de R?, par exemple la base canonique (?1, s, ?3) pour représenter
un élément ¥ de V:

V(M) = v (M) €1 +va(M)€ o+ v3(M) €3

On note v la représentation matricielle de 7 dans cette base comme

v
3( (€1,¢2,¢3)
ou la base est précisée en indice. On utilise la notation indicielle v; pour manipuler les compo-

santes de v. Avec les conventions classiques de notations indicielles, on peut écrire

3
V(M) = Zvi(M)?i

s
Il
—

Oou encore
V(M) =v;(M)€;

avec la convention de sommation implicite.

I1.2.2 Espace des champs de déplacements cinématiquement admissibles
On définie I’ensemble U/ des champs de déplacements cinématiquement admissibles comme :
u={wev/aM=1u"vMea,0}

Cet espace n’est pas un espace vectoriel car il ne contient pas 1I’élément neutre, sauf dans le cas

Lo —
particulier ou ut=10.

On dit que ¥ est cinématiquement admissible si et seulement si @ € U.

II.3 Champ de contrainte statiquement admissible

11.3.1 Espace vectoriel des champs de contraintes

On pose I’ensemble C des champs de contraintes “suffisament réguliers” définis de €2 vers M. ?f%m (R)

(ensemble des matrices réelles 3 x 3 symétriques) :

c o “régulier” : Q — M;3(R)
B M s o(M)
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Cet espace C est un espace vectoriel sur R de dimension infinie.

I Exercice Il.1 Montrer que C est un espace vectoriel sur R.

Par soucis de simplicité, la loi interne est notée + dans la suite, la loi externe est notée sans

symbole.
On peut utiliser une base de M?f%m(R) par exemple la base canonique e;;, pour représenter

un élément o de C. La représentation matricielle de o dans la base canonique de R est

011 012 013
O = | 021 022 023

031 032 033 (21, %2,23)

qui s’écrit dans la base canonique de M;%3™ (R) :

100 0 00 0 00 0 00 0 0 0
o=011| 0 0 0|40 0 1 0 |4033| 0 0 0|40 0 0 1 |+03] 0 0 0
0 00 0 00 0 01 0 00 010
=e11 =e22 =es3 =e23 =eg32
0 01 0 00 010 0 0 0
+0131 0 0 0 |+031| 0 0 0 |4+012|0 0 0 (|4+0o21| 1 0 0
000 1 00 0 00 0 0 0
s e —oi -
Soit aussi en notations indicielles :
O = 0;j€j

L’ opérateur des contraintes étant symétrique, on peut écrire o a partir de seulement 6 compo-

santes :
01 06 05

g = 0 02 04

05 04 03 (@1, 22,¢

ou encore en introduisant la base e :

1 00 0 0 0 0 00
o=01|0 0 0402 0 1 0]|4+0o3|0 0 0
0 00 0 0 0 0 0 1

=ef =e} =e}

—p! —
=€4 =€5

En utilisant les notations indicielles, on a avec ces notations :

g = O’iei
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Finalement, on peut noter & comme

01
02
03
04

05

L7 ep

ol la base est précisée en indice. Cette notation est appelée la notation de Voigt. Dans la suite, un
élément o de C est noté ¢ lorsque 1’on utilise sa représentation dans la base (e}). Autrement dit,

lorsque I’on utilise la notation de Voigt ; on ne précise alors plus la base, elle est implicite :

011 g1
0922 09
033 g3
Q: =
023 04
013 05
L 012 | L 06 |

Exercice Il.2 Ecrire I’opérateur des contraintes en notations de Voigt dans le cas des contraintes planes.
Solution :
Dans le cas des contraintes planes dans le plan (?1, ?2), on a

033 =013 =023 =0

donc,
011 o012 O
o= | o2 o2 0
v v (€1,¢2,¥3)
soit aussi
1 0 0 0 0 O 0 1 0
o =011 0 0 0)+o022(0 1 0 + 012 1 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 0

I Exercice I1.3 Ecrire I’opérateur des contraintes en notations de Voigt dans le cas d’un probléme axisymétrique.m

11.3.2 Espace des champs de contraintes statiquement admissibles

On définie ’ensemble S des champs de contraintes statiquement admissibles comme :
_>
S={oecc/dvo+ [ =0, YMeQet o7t = F', YM € 0pQ}
ou encore en notations indicielles

S={oecC/oy;+fi=0, IMeQ et ayn; = Ff, YM € 0p0}
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On dit que o est statiquement admissible si et seulementsi o € S.

II.4 Ecriture du probléme de référence

Le couple (U, &) solution du probléme est tel que
— W est cinématiquement admissible : wel
— o est statiquement admissible : 0 € S

— W et o vérifient la relation de comportement
o = Ce()

avec

e(T) = %(Grad(ﬁ) + Grad” (1))

La solution du probleme écrit en déplacement devient :

Le champ de déplacement W € U est solution du probléme si et seulement si Ce(ﬁ) €S

Exercice Il.4 Etablir I’ensemble des champs de déplacements cinématiquement admissibles, ainsi que 1’ensemble
des champs d’efforts normaux statiquement admissibles d’une barre en traction (z € [0, L]), encastrée en = = 0,
dont I’équation d’équilibre est

N'(z)+p=0avec N(L)=F
ou IV est I’effort normal, p est une charge linéique et F est une force appliquée en x = L. On rappelle que le
déplacement u(z) est relié a I’effort normal par la relation

ou E est le module d”Young et S est 1’aire de la section.
En déduire I’écriture de la solution du probleme. [



Il — Ecriture variationnelle

I1Il.1 Ecriture variationnelle de I’ensemble des champs de contraintes
admissibles

On souhaite écrire I’ensemble S sous forme variationnelle. L’ensemble S est définie par
S={oeC/oy;+f;i=0YMEeQ et ayn; = F! YM € 0p0}

On introduit I’ensemble U4, des champs de déplacements cinématiquement admissibles a zéro
tel que
Up={ eV /TM)=T VM e 9,0}

%
Prenons un champ de déplacement du € Uy quelconque. Ce champ de déplacement est appelé
champ de déplacement virtuel, il représente une petite variation de U solution du probleme (Fig.

III.1). On a alors o € S équivalent a
0ij.5 5“7, + fz 6%1 =0VMeQ et 045 Ny = Ed VM € 8FQ

Soit
[ o040+ [ fioua0=0 et oyn; = B vM € 00

En intégrant par partie, on a
/Q(O’ij 5U7;)7j dQ) — /Qaij 6ui7j d€) + /Q fidu; Q=0 et Oij Ny = Fid VM € 0pf)
puis, en utilisant le théoréme de Gauss

+/ 045 Ty 5“7, ds — / 0ij (5@61',]' dQ +/ fz 5“7, dQ2=0 et Oij Nj = Fid VM € aFQ
o0 Q Q
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Ud

=1 Probléeme

Solution

Exemples de champs € V

Exemples de champs € U/

A Exemples de champs € Uy

¥

Figure [ll.T — Exemples de champs de déplacements de V, U et Uy

En remarquant que 0$2 = 9r€2 U 0,12, puis en remplacant la deuxi¢me équation dans la premicre

sur le bord 0r(2, et enfin en utilisant le fait que du; = 0 sur le bord 9,2, on a :

Q Q

orQ)

En remarquant que o est symétrique, on a la propriété suivante :
%
0ij 6ui7j = 04 ew(éu)

Preuve

1 1
oij Oui; = B (O'ij 0ui; + 0ij (5ui,j) = B (O'ij 0ui; + 0js (5ui,j)

car o est symétrique (0;; = 0j;),

1
Oij 5um~ = 5 (O’ij 5ui,j + 044 5Uj7i)

car on peut échanger 7 et j dans le deuxiéme produit (indices muets),
1 —
oij Oui; = 0ij 5 (5ui,j + 5“;',1') = 0ij €i;(0u)
Finalement, o € S est équivalent a

Vou € Uy, /aij eij((ﬁ) dQ — Ff du; dS—/ fi du; A2 =0
Q OrQ2 Q

L’ensemble S s’écrit sous forme variationnelle :

S:{U€C|v5_I>L€uO, /O’ijeij(é_&)dg— deéuldS—/fléuldQ:0}
Q Q

Q)
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On peut utiliser les notations de Voigt pour écrire plus simplement la formulation variationnelle

proposée. La notation de Voigt de o est donnée par

011 01
022 02
033 g3
Q: =
023 04
013 05
L 012 | L 06 |

La notation de Voigt € de € est un peu différente car 1’on souhaite que la somme des produits terme
a terme de o par ¢ donne exactement o;; €;;. Autrement dit, on souhaite que ole = 0ij €5 €n
utilisant les notations habituelles de multiplication et de transposition des matrices. En détaillant,
on a

Oij €ij = 011 €11 + 022 €22 + 033 €5 + 20923 €23 + 2013 €13 + 20712 €12

(1.0 0 00 07 e ]
01 0 00O €92
001 00O €33
Uz’jﬁij:[ffu 022 033 023 013 012] 00020 0 €3
000 0 2 0 €13
_0 00 0 O 2_ _612_

La matrice qui intervient ci-dessus représente 1’opérateur “produit doublement contracté” entre o
et €. Afin d’éviter de faire intervenir cette matrice dans la suite, on note I’opérateur des déforma-

tions en notations de Voigt sous la forme :

€11 €1
€22 €2
€33 €3
§: =
2¢€23 71
2613 Yo
| 2¢€12 | L 73

ol 1, Y2 et 3 sont les distorsions angulaires.

On remarque que cette notation est équivalente a changer la base de représentation pour les

déformations :
1 00 00 000 0 0
e=e1 |0 0 0| +e2| 0 1 0|+e3|0 0 0| +203[0 0 1
000 00 0 0 1 : 0
1 1
00 3 0 3
+2e130 0 0 0 | +22| 3 0
1
100 0 0
On a alors :
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L’ensemble S écrit avec la notation de Voigt est

sz{aec,’/v%euo,/g(a_u)ngQ— 6_uTEddS—/6_qudQ:0}
Q IrQ2 Q -
IIl.2 Formulation variationnelle en déplacement

I11.2.1 Loi de comportement en notations de Voigt

A partir de la loi de Hooke
oc=Ce=2pue+ATr(e) 1

on peut écrire 1’opérateur C en notations de Voigt C' tel que

og=Ckt.
Ona ) ) ) o )
11 A+ 24 A A 0 0 0 €11
09 A A+ 2 A 0 0 0 €22
> o33 | _ A A A+2u 0 0 0 €33
- 093 0 0 0 pw 0 0 2€93
013 0 0 0 w O 2€13
| 012 | |0 0 0 0 p || 2€e2 |
=C

sous la forme suivante :

Exercice lll.1 Montrer que dans le cas des contraintes planes, la loi de comportement s’écrit en notations de Voigt
O11 E 0 €11
o= | o2 | = 0 €22 =Ce
1— 2 .
012 3 2¢e12

I11.2.2 Opérateur gradient symétrisé en notations de Voigt

1

1
v
0

(=R AN

On note D I’opérateur différentiel qui relie le déplacement aux déformations tel que € = Du. Les

déformations d’un champ de déplacement W €V s’écrivent
1
() = 5(Grad(m + Grad” (7)) .

Cet opérateur a pour expression dans un repere cartésien

0
€11 oz 0 0
€29 0 8%/ 0
u
€ 0o 0 2 ;

(W) = Bl = 0z u, | = Du
) 2 0o 2 2 v o
€23 0z 0Oy ”

2 2 0 2 :
€13 0z oz
L 2612 i L 8%/ % 0 i

[
v
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Exercice lll.2 Montrer que 1’opérateur différentiel D reliant les déformations au déplacement dans le cas d’un

probléme plan vaut :

€11

)
Il

€22
2€12

o ofle

Hlodle =

Exercice .3 Dans le cas d’un probléme écrit en repere cylindrique, le déplacement ¥ est noté

7=ua>+v€9>+w7.

On rappelle que le gradient du déplacement vaut

Grad(u) =

Ou
or

v
or

dw

or

Montrer que I’opérateur gradient symétrisé vaut :

e}

or

S 1=

S 1=

2
50

1( du ou
F(W_U) EE
1( ov v
:(m+u) 2z
1( 2w dw
r\ 00 Oz
0 0
10
750 0
e
0 5z
Is]
0 or
9 19
Az r 06
1 d
— 4= O

Dans le cas d’un probléeme axisymétrique, les quantités ne dépendent pas de 6 et v est nul. Montrer que 1’écriture de

D se simplifie et devient

d

0

I11.2.3 Formulation variationnelle en déplacement, écriture en notations de Voigt

Finalement, en utilisant la relation de comportement, nous venons d’établir que :

Le champ de déplacement @ € U solution du probleéme vérifie :

W (ﬁL € U
[ (6w C elw) o
Q

ou bien
/ (Dsw)"C Du dQ
Q

Or)

OrQ)

5_uTEddS—/6_qudQ:0
| du'f

5_uTEddS—/6_qudQ:O
| du'f
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Exercice lll.4 Etablir la formulation variationnelle en déplacement d’une barre en traction (z € [0, L]) dont
I’équation d’équilibre est
N'(z)+p=0avec N(L)=F

ou N est I’effort normal, p est une charge linéique et F est une force appliquée en x = L. La barre est encastrée en
x = 0. On rappelle que le déplacement u(x) est relié a I’effort normal par la relation

ou E est le module d’Young et S est 1’aire de la section. [

1.3 Equivalence énergétique

On définie les quantités suivantes :

— Le travail des efforts extérieurs YV dans un champ de déplacement Tev:

W(W)zjvifidm/ v,-F;lds+/ v R, dS
Q

) 0,02
ou R; sont les réactions des liaisons sur le bord 9,,¢2. Pour un champ de déplacement ciné-

matiquement admissible W elona :

W(7)=/u¢ fi dQ + u; F;‘d8+/ u? R; dS
Q O

Or)

., . . . N z %
Pour un champ de déplacement cinématiquement admissible a zéro du € Uy on a :

Wi(s) / Sui [0+ | du Fas

— L’énergie de déformation £p d’un champ de déplacement deV:

= %/Qcijkl em(ﬁ) eij(ﬁ) dQ = %/QET(ﬁ)CQ(ﬁ) 40

— L’énergie potentielle £, d’un champ de déplacement e

&(W) = Ep(W) = W(T)

Théoréme Ill.1 Théoreme de la variation virtuelle d’énergie potentielle

W € U est solution du probleme
=
7 minimise 1’énergie potentielle &,
=
Chercher i € U tel que Vé_&, 0E, =0
=
W ou € Uy

/ T(5u)C e(w) A2 — / 5_uTEddS—/6_qudQ:O
Q o) Q -
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— —
Preuve On suppose que U est solution du probleme. Lorsque U varie de du avec du € Uo, I’énergie de déformation
varie de 0€p :

gp(ﬁ#’(ii) = /Cijkl €ij(7+%) 6191(74»(%)1,) dQ
Q

N = N =

/Cz’jkl € () ert (W) dQ+%/CiW €i;(50) et (W) O
Q

Q

1 1 —
+§ / Cz’jkl 62']'(7) Ekl(éﬁ) dQ + 5 / Cz’jkl eij(éu) Ekl(éﬁ) dQ2
Q Q

négligeable

Le dernier terme est négligeable devant les trois autres termes. Etant donnée la symétrie de la loi de comportement
(Cijkt = Chruij), le deuxieme et le troisieéme terme sont égaux, I’expression de £p (7 + du) devient

gp(ﬁ + (Ei) = % / Cijkl €ij (7) ekl(ﬁ) dQ+/ Cz’jkl 62']'(7) Ekl((ﬁt) dQ
Q

Q

=£p (W) =5€p

Ep(T +6u) = En(TW) + 6€p

d’ou par identification on a
%
55D = / Cijkl €ij (7) ekl(éu) dQ2
Q

. = o . L. .
Lorsque W € U varie de 61 avec du, € Up, le travail des forces extérieures varie de oW :

W(7+§I)=/ uifidQ—f—/ uiFiddS—f—/
Q opQ )

=W() =W

ud R; dS+/ Sui f; dQ+/ Su; FAdS
Q Q apQ

u

W(T + 50) = W(T) + oW

5W:/ Sui Ffds+/ Su; fi dQ
I Q

Or la formulation variationnelle en déplacement implique que

avec

V(5_1>1, S Z/[Q7 / Cijkl €ij (7) Ekl((5_1>1,) dQ) — / ou; Fid ds — / ou; fz dQ =0
Q opQ Q

c’est a dire -
You € Uy, 6Ep — W =0

soit aussi _
Yéu € Uy, 6E, =0

Ill.4 Formes bilinéaire et linéaire, norme en énergie

I1.4.1 Forme linéaire
On définit la forme linéaire L(7') telle que

L: V =R
7 HL(?):/QW-?dQ+/8

Le travail des efforts extérieurs YV dans un champ de déplacement U e Vest égal a la forme

7.?dds+/ 7. B ds

Q2 02

linéaire :



28 Ecriture variationnelle

111.4.2 Forme bilinéaire

On définit la forme bilinéaire a( W, 7') suivante :

a: VxV —R
2,7 o a(W,T) :/J(W)CE(W) do

Q

L’énergie de déformation du champ de déplacement U vaut :
1
Ep(W) = §a(7, )

On peut montrer que a(ﬁ, 7) est un produit scalaire, en effet :

e a(U, V) =a(V, ) car C est symétrique

o alaW, V) =aa(U, V) care(a®) = ()

e a(U+W, V) =a(U, V) +a(W, V) car (U + W) = e(W) + (W)

° a(ﬁ, 7) > 0 car I’énergie de déformation d’un champ de déplacement n’est jamais néga-
tive. On dit que a(7/, ¥) est une forme positive.

° a(ﬁ, 7) = 0 entraine que o est un déplacement de solide rigide (car I’énergie de défor-
mation d’un solide rigide est nulle) ou bien entraine que U est le champ de déplacement

nul. Si tous les déplacements rigides sont bloqués alors a(ﬁ, 7) >0si W #+ 6) on dit que

a(ﬁ, 7) est une forme définie positive, c’est donc un produit scalaire.

I11.4.3 Ecriture du probléme de référence
On rappelle que le probleme de référence écrit en déplacement est :
Trouver @ € U tel que :
v ou €U

/gT(d_{L)Cg(ﬁ)dQ— c%-?‘%S—/dZ-?dQ:O
Q o) Q

Cela peut s’écrire a 1’aide des formes bilinéaire et linéaire introduites comme :

Théoréme Il.2 @ € V est solution du probleme
-

T el et VU €Uy, a(W,T)=L(7V)

IIl.4.4 Norme en énergie
A partir du produit scalaire défini par la forme bilinéaire a(7, 7) qui a 2 champs de déplace-

ments de V associe un scalaire de IR, on construit la norme au sens de I’énergie :

| % = (a(, )

NI

On remarque que

Ep(T) = 5 [ F(TCeT) a0 = 3a(T.T) = 5 1 T I}
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V.2

IV — Espace d’approximation E.F.

Intfroduction

Le probleéme de statique linéaire consiste & chercher la solution en déplacement @ dans un espace
de dimension infinie V. Sauf quelques cas particuliers, la solution exacte, notée U nest pas
accessible.

L’idée de la méthode des éléments finis est de chercher une solution approchée, notée uh (b
fait référence 2 la taille d’un élément fini) dans un espace de dimension finie n noté V"

L’objet de ce chapitre est de présenter la construction de cet espace vectoriel.

Fonction & une variable

On considere I’espace vectoriel sur R des fonctions a une variable définies de [A, B] vers R :

SED A “régulier” : [A,B] — R
B x = o(z)

Plusieurs fonctions de ) sont représentées sur la figure IV.1 ; il en existe une infinité.

L objectif est de construire un sous-espace vectoriel V" de dimension finie n de V. Pour
construire ce sous-espace, on peut se donner n fonctions simples ;(z) € V aveci € [ 1,2,..,n].
Ces n fonctions engendrent un sous-espace vectoriel de V. Si elles sont linéairement indépen-
dantes, elles forment alors une base de V". Elles sont appelées les fonctions de base (ou fonction
de forme) de I’espace d’approximation V*. Pour les construire simplement, on découpe I’inter-
valle [A, B] en n — 1 intervalles appelés éléments. On introduit les n points x; € [A, B] tels que

x1 = Aetx, = B, ces points sont appelés les nceuds.
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/
N c~———— ~—~ 3

Figure V.1 - Fonctions de V a une variable définie sur [A, B].

.231:A

T2 T3 T4 5 =B

Figure [V.2 — Fonctions de base de I’intervalle [A, B].
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®s5

—_() O
1 =A T2 T3 T4 5 =B

Figure [V.3 — Exemple de combinaison linéaire des fonctions de base pour u1 = 1; uz = 0,5; ug =
25 wa=1,5; us =3.

La figure IV.2 présente un intervalle [A, B] découpé en 4 éléments par 5 nceuds. La fonction
©; est associée au nceud 7, elle vaut 1 en ce nceud et O aux autres. Elle s’annule dans les éléments
qui ne sont pas directement adjacents (ou connectés) au nceud . Sur I’exemple proposé, comme
on a choisit 5 nceuds, on construit 5 fonctions ;. Ces 5 fonctions engendrent un sous-espace
vectoriel V" de 1’espace vectoriel V' de dimension infinie. On voit clairement que les fonctions
sont linéairement indépendantes, c’est a dire que I’on ne peut pas en obtenir une a partir des
autres ; ces fonctions forment donc une base de V" qui est alors de dimension 5. Dans le cas plus

général de n points, le sous-espace vectoriel V" peut étre écrit comme :

Vh = vect {()017 Y2, (Pn}

Tout élément (vecteur) de V" s’écrit comme une combinaison linéaire des fonctions ¢; :

u' = Q11 + e + ..appy

En écrivant la valeur de «” au nceud 7, on a (sans sommation implicite)

uh(mz‘) = o p1(x3) g a(x;) +... + o i) +..om on(T3) =
—— —— —— ——
=0 =0 =1 =0

On remarque que le coefficient multiplicatif «; de la fonction de base associée au noeud ¢ vaut la

h

valeur de la fonction u” a ce nceud. En posant u”(x;) = u;, on a

ut = Urpy + U2 + .. UnPn

On donne sur la figure IV.3 un exemple de combinaison linéaire des fonctions de base avec 5

points pour les valeurs suivantes :

up=1; u=0,9; ug=2; us=1,5; us=3
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On peut écrire plus simplement u" dans la base des ¢; comme :

Uy

Un

(04)

Afin de simplifier les écritures, on note U la représentation de u” dans la base des fonctions de

forme ¢, ; la base étant implicite :

En notant la matrice ® contenant les fonctions de forme sous la forme :

D=y 2 - @]

on peut alors écrire

uh = ®U
Exercice IV.1 Dessiner les 6 fonctions de base ¢; construites sur le maillage suivant. Tracer la fonction u” asso-
ciéeaur =1,5; u2=0,5; uz=—-1; ua=1; us =2; us =0.
IR R R E RS
O—>
xr1 = A Te = B

IV.3 Fonction & deux variables

On considere I’ensemble des fonctions a deux variables définies d’un domaine €2 du plan vers R :

{ v “régulier” : Q — R }

V=
(z,y) — v(z,y)

Une fonction de V est représentée sur la figure IV.4.

L objectif est de construire un sous-espace vectoriel V" de dimension finie n de V. Pour
construire ce sous-espace, on peut se donner n fonctions simples ¢;(x,y) € Vaveci € [1,2,..,n].
Ces n fonctions engendrent un sous-espace vectoriel de V. Si elles sont linéairement indépen-
dantes, elles forment alors une base de V". Elles sont appelées les fonctions de base (ou fonction
de forme) de I’espace d’approximation V",

Pour les construire simplement, on découpe le domaine (piece ou structure) en éléments. Ici, on
choisit par exemple un découpage a I’aide de triangles (Fig. IV.5). Ce pavage est appelé maillage,

les triangles en sont les éléments, les sommets des triangles les nceuds. Chaque nceud est en contact
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7 :

Figure |V.4 - Une fonction & deux variables définie sur un domaine 2 du plan.

domaine ) éléments a 3 noeuds

Figure [V.5 —Pavage d’un domaine Q2 du plan avec des triangles a 3 nceuds.

avec plusieurs éléments et chaque élément est construit a partir de plusieurs nceuds (3 pour des
triangles a 3 nceuds).

On associe a chaque nceud du maillage une fonction de base ¢;(x, y). Le nombre de nceuds n
du maillage donne alors la dimension de }". La fonction de base associée  un nceud s’étend sur
tous les éléments en contact avec ce nceud, elle est définie par morceaux. Les regles de construc-
tion des fonctions de base ¢; sont :

— ; vaut 1 aunceud i : p;(z;,y;)=1;
— ¢; vaut 0 pour tous les autres neeuds j # i : p;(x;,y,)=0;
— ; vaut 0 dans tous les éléments non connectés directement au nceud ¢ ;

— (; est continue et dérivable.

Sur I’exemple de la figure IV.6, la fonction de forme du nceud 1 est représentée. Elle vérifie
toutes les régles précédentes.

La fonction de base p;(x, y) est donc construite par morceaux. Pour I’exemple des triangles a
3 nceuds utilisé ici, chaque portion de ;(z, y) est un plan passant par 3 points.

L’espace V" peut alors étre définie comme 1’espace engendré par les fonctions ¢; :

Vi = vect {1, 92, - pn}

Autrement dit, tout élément u" € V" s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire des ¢; :

u = Q11+ Qo + ..o
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AV,

Figure |V.6 — Fonction de forme associée a un nceud.

4 5

En écrivant la valeur de u" au nceud 7, on a

uM (i, yi) = an 1(s, i) + 2 9o (i, yi) o+ @ @i, Yi) o Pn (0, 4i) = i
—_——— —— —— ———
=0 =0 =1 =0
On remarque que le coefficient multiplicatif «; de la fonction de base associée au nceud ¢ vaut la

h

valeur de la fonction u" a ce nceud. En posant uh(xi, Y;) = uj, ona

u" = w11 + uspr + - Unn
On peut écrire plus simplement u" dans la base des ¢; comme :

31

Un

(i)
Afin de simplifier les écritures, on note U la représentation de «” dans la base des fonctions de
forme (; ; la base étant implicite :
Uy
U2
U=
U”n

En notant la matrice ® contenant les fonctions de forme sous la forme :

D=y 2 - @]

on peut alors écrire

u" = ®U.
Exercice IV.2 Pour le pavage suivant constitué de triangles, tracer les 5 fonctions de base ;(x,y). Tracer la
fonction u” associée du1 = 0,5; uz =; uz =0,5; us =2; us =3.
2 4
¥y 1
X
5
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Fonction vectorielle a deux variables

On considere ’ensemble des fonctions vectorielles a deux variables définies d’un domaine €2 du
plan vers R? :
v { T “régulier” : Q@ — R? }
(z,y) ~ V(z,y)

On construit dans un premier temps les fonctions ;(x,y) de la méme fagon que ce qui est
fait pour le cas d’une fonction a deux variables. On construit ensuite I’ensemble V" a partir des
couples de fonctions vectorielles ¢;(z, y)?l, wi(z, y)?z € YV ou i varie de 1 a n. L’espace

vectoriel V" est alors engendré par ces fonctions :

Vh = vecl {(pl(xay)?la (Pl(xa y>€>27 s (pn(xa y>€>17 @n(%y)?ﬂ

La dimension de V" est 2n.

Tout champ de déplacement de V" s’écrit sous la forme :

T2, y) = w1 (2,y) €1+ v191(2,Y) €o+ oo+ U (T, 9) €1+ Vnpn(T,y) o

ou encore
u" = dU
avec
0 0o ... n 0
d — ¥1 2 12
0 ©1 O Y2 ... 0 On

ol ® est appelée la matrice des fonctions de forme et U est la représentation de u"(z, y) dans la

base des fonctions de forme :

Uy

U1

1=
I

Fonction a trois variables

On considere I’ensemble des fonctions a trois variables définies d’un domaine €2 de 1’espace vers
R:
v { v “régulier’ : } — R }
(x,y,2) —v(x,y,2)

Pour construire le sous-espace V", on se donne n fonctions simples o;(z,y,2) € V avec
i €[1,2,..,n]. Ces n fonctions engendrent V" un sous-espace vectoriel de V. Elles forment une
base de V" si elle sont linéairement indépendantes (famille libre).

Pour les construire simplement, on découpe le domaine tri-dimensionnel en éléments. Ici, on
choisit par exemple un découpage a I’aide de tétracdres (Fig. IV.7). Chaque élément est construit

a partir de plusieurs nceuds, 4 pour des tétraedres a 4 nceuds.
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Figure |V./ — Maillage d’un domaine tridimensionnel avec des tétraédres a 4 nceuds.

La fonction @;(z,y, z) est construite par morceaux de facon a valoir 1 au neeud ¢, zéro aux
autres noeuds et zéro dans tous les éléments non connectés au nceud 2. Le détail de ces fonctions

est donné dans la suite du cours.

L’espace V" est alors définie comme 1’espace engendré par les fonctions o;(z,y, 2)

Vh = U@Ct{tpl(l‘,y, 2)7 802(1‘7:% 2)7 c)071(3373/7 Z)}

La dimension de V" est n. Autrement dit, tout élément u" € V" s’écrit sous la forme d’une

combinaison linéaire des ;(z, vy, z) :

uh(xvya Z) = Ul@l(l"ya Z) + u?‘p?(xvya Z) + un@n(xaya Z)

ou Uh(l“ia Yi, 2i) = U

On peut écrire plus simplement «” dans la base des ¢; comme :

Un 1

Afin de simplifier les écritures, on note U la représentation de u" dans la base des fonctions de
forme (; ; la base étant implicite :

Uy

Uz

1=
|

Un
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Fonction vectorielle & trois variables

On considere I’ensemble des fonctions vectorielles a trois variables définies d’un domaine 2 de

I’espace vers R :
v o “régulier” : Q — R?
B (2,y,2) — U(x,y,2)

On construit dans un premier temps les fonctions ¢;(x, 3, z) de la méme fagon que ce qui est
fait pour le cas d’une fonction a trois variables. On construit ensuite 1’ensemble V" a partir des
triplets de fonctions vectorielles ¢;(z, y, z)?l, vi(z,y, z)?g, iz, vy, 2)73 € V ou ¢ varie de 1
a n. L’espace vectoriel V" est alors engendré par ces fonctions :

Vh = UeCt{(pl(xvya 2)?17 901(x7 Y, Z>€>2a <p1(96,y, 2)?37 R
(pn(xayvz)?la(pn(xayvz>€>2790n(x7ya 2)?3}

La dimension de V" est 3n.

Tout champ de déplacement de V" s’écrit sous la forme :

7h(i’9a Yy, 2) = urpr(x,y, 2)71 + vz, y, 2)72 + w1 (2, y, 2)73 + ...

+un§0n(xa Y, Z)?l + vn¢n(xa Y, Z)?Q + wn¢n(xa Y, Z)?l%

ou encore
u' = dU
avec
01 0 0 ... ¢, 0 O
=10 ¢ 0 ... 0 ¢, O
0 0 ¢ ... 0 0 o,

ou & est appelée la matrice des fonctions de forme et U est la représentation de " dans la base

des fonctions de forme :

Uy
U1

wq

1=
I

Unp
Un

Wn,
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V — Construction de la base E.F.

Construction des fonctions de forme dans un élément

Intfroduction

Les fonctions de forme ¢; d’un maillage sont définies par morceaux sur plusieurs éléments. Pour
tous les points M appartenant 2 un élément ), (e est le numéro de 1’élément), les fonctions de V"
ne s’écrivent qu’a partir des fonctions de forme associées aux nceuds connectés a 1’élément (2.

On note V, I’espace vectoriel des fonctions régulieres définies du domaine élémentaire 2. vers R.
v _ v “régulier” : Q. — R
‘ M v(M)

Les fonctions de forme des nceuds connectés a I’élément e forment un sous-espace vectoriel de
V. de dimension finie égale au nombre de nceuds n connectés a 1’élément e. On peut définir cet

espace V" comme étant engendré par les n fonctions ;.

Fonctions de forme dans un élément unidimensionnel

Pour le cas d’une fonction a une variable définie sur I’intervalle [A, B], on peut écrire tout élément

de V" sous la forme
uh(x) = u1p1(z) + ugpa(x) + ... uppn(x)

ou n est le nombre de nceuds du maillage. Les fonctions de forme étant définies par morceaux, on

a par exemple pour le maillage de la figure V.1 :
Y € [z, 2a), u(x) = w11 (@) + ugpa(x)

Va € [1g, 3], u () = uapa () + usips(x)
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r1=A T2 3 T4 rs =B

Figure V.1 —Fonctions de base de I'intervalle [A, B].

Y € [z3, 24], u(x) = ugps(z) + ugps(x)
Y € (x4, 25], u(x) = ugpq(z) + usps(x)
Les fonctions de forme (; sont représentées élément par élément sur la figure V.2. On remarque
que I’on peut représenter de facon générale les fonctions de forme dans un élément générique
allant de ¢ a b comme deux portions de droites comme indiqué sur la figure V.3. Les deux fonctions
de base dans cet élément sont notées p, et y.
On considére le sous-espace vectoriel V" de V" restreint a 1’élément e allant de a a b qui

coincident avec les deux nceuds de I’élément e du maillage initial :

V! = vect {a(), po(x)}
La dimension de V" est 2. Une fonction u” appartenant a V! s’écrit comme une combinaison
linéaire de @, et @y :
Yz € [a,b], u(x) = uqpa(z) + upps(x)
On cherche a écrire les fonctions de forme comme des polyndmes en x. La base canonique poly-

ndmiale contenant 2 termes est [ 1 x| : On peut alors ré-écrire V! comme un espace engendré par
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T, =A Ty X2 T3 T3 T4 X4 rs =B

Figure V.2 — Fonctions de base pour chaque élément.

a b

Figure V.3 — Fonctions de base pour un élément [a, b].
labase [1 = ]:
Vi = vect {1, x}

Finalement, le passage de la base canonique polyndmiale [ 1 x | a la base des fonctions de forme
[ wa(z) @p(x) ] est un changement de base. Il suffit d’écrire la base canonique dans la base des

fonctions de forme pour trouver les expressions de ¢, et @y :
Vo € [a,b),1 = 1pa(x) + 1gy(x)

YV € [a,b],z = ap,(x) + bop(x)

soit le systéme linéaire a deux inconnues suivant a résoudre :

L1 ]| gale) | |1
a b Pv() e
ce qui donne le résultat :
r—b b—=x r—a T—a
valt) =T = el =y =

avec [ = b — a. En faisant un changement d’origine sur I’axe x tel que 2’ = — a,ona:

/ x/

T
pald) =1- T et () =T

Ces 2 fonctions sont tracées sur la figure V.4.

V.1.3 Fonctions de forme dans un élément du plan

Pour le cas d’une fonction a deux variables définie de €2 vers R, on utilise par exemple un pavage
ou maillage de (2 en triangles. On considere le sous-espace vectoriel V" de V" restreint a 1’élément

e (domaine noté €2.) défini par les points a, b et ¢ (Fig. V.5) :

VI = vect {@a(,), ou(7,9), ve(z,y)}
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= :

Figure V.5 - Triangle a 3 nceuds.

La dimension de V" est 3. Une fonction u" appartenant 4 V! s’écrit comme une combinaison

linéaire de o, vy et @, :

V.TL', Yy e Q€7 UZ(.%', y) = Ua@a(l', y) + Ub‘Pb(xa y) + ’LLCQOC(Z', y)

On cherche a écrire les fonctions de forme comme des polyndmes a deux variables = et y. Comme
la dimension de Vf est 3, on cherche une base de Vf ayant trois termes.

Le choix de labase [ 1 z y ] contenant 3 termes conduit & un élément a 3 nceuds, c’est a dire
un triangle a 3 nceuds. La base est symétrique, on peut échanger x et y sans changer la base. Des
bases plus completes sont possibles, ces éléments sont détaillés dans la suite.

Finalement, le passage de la base canonique polyndmiale [ 1 = y ] a la base des fonctions de
forme [ v, ¥» @ | est un changement de base. Il suffit d’écrire la base canonique dans la base

des fonctions de forme pour trouver les expressions de ¢, @p et @, :
Vi, y € Qe, 1= 1¢q + 1gp + e
VI,y € Qe, T = TqPa + Tob + Tepe

an NS Qea Y = YaPa + Yoo + YecPec

ol (Za, Ya), (b, Yp) €t (T, y.) sont les coordonnées des 3 neeuds a, b et ¢ du triangle.
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Pe
1
Pa
1 ©b
C % 1
0
a a 0 a
b b b

Figure V.6 — Fonctions de forme du triangle & 3 nceuds.

Ce systeme de trois équations a trois inconnues s’écrit :

1 1 1 va(z,9)
.Ta 'rb xC (pb(x7y) = €

Yo Yo Yo we(T,y)

On peut résoudre ce systeme par la méthode de Cramer, il faut alors calculer les quantités sui-

vantes :
11 1] (101 1]
2A=det | z, Tp . 24, =det | = xp =,
Ya Yo Yo | Y W Ye |
11 1] 11 1]
24, =det | =z, = =, 2A,=det | z, 7 =
Yo Y Yo | Yo W Y |

ol A est I’aire du triangle passant par les 3 nceuds, A, est ’aire du sous-triangle M bc, Ay, est I’ aire
du sous-triangle Mac et A, est I'aire du sous-triangle Mab (Fig. V.5). La solution du systeme
s’écrit :
A x, Ab xz,
Pa(@,y) = % op(,y) = % el y) = —5—

Les fonctions sont tracées sur la figure V.6.

Exercice V.1 Donner les expressions des fonctions de forme associées au triangle a 3 nceuds (a, b et ¢) suivant.
Tracer ces fonctions.
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Figure V.7 —Elément tétredre 2 4 nceuds

\/.1.4 Fonctions de forme dans un élément tridimensionnel

Dans le cas d’une fonction a trois variables définie de €2 vers R, on utilise par exemple un pa-
vage ou maillage de € en tétragdres. On considere le sous-espace vectoriel V" de V" restreint 4

I’élément e (domaine noté €2.) défini par les points a, b, c et d (Fig. V.7) :

VI = veet {pa(,y,2), oo(2, 1, 2), 0e(2, 9, 2), pal,y, 2) }

La dimension de V" est 4. Une fonction u” appartenant 2 V! s’écrit comme une combinaison

linéaire de ¢g, ©p, ©c €t ©q :

any; PSS Qea ug(xayaz) = ua(pa(xaya Z) + ub‘Pb(fUa%Z) + uc(pc(xayaz) + UdSOd(%ya Z)

On cherche a écrire les fonctions de forme comme des polyndmes a trois variables z, y et z.
Comme la dimension de V" est 4, on cherche une base de V" ayant quatre termes. Le choix de la
base [1 = y z | contenant 4 termes conduit a un élément a 4 nceuds, c’est a dire un tétraédre a
4 nceuds. La base est symétrique, on peut échanger x, y et z sans changer la base. Des bases plus
completes sont possibles, ces éléments sont détaillés dans la suite.

En appliquant la méme méthode que précédemment pour trouver les fonctions de base dans

I’élément, on abouti au systeme suivant qui permet de trouver les fonctions de forme dans un

élément :
1 1 1 1 va(x,y, 2) 1
To Ty Te Td wo(v,y,2) | _ | @
Ya Yo Yo Yd Pe(T,y,2) Y
Za % Ze A ea(r,y, 2) z

La solution de ce systéme est

1
vi(z,y,2) = @(Oﬁ + Bix + viy + 6;2)

avec les coefficients calculés comme les déterminants suivants :

T; T @ 1 1 1

ai= (=" g we w Bi= Dy wk w
Zi 2k A Zj Rk 2l



V.2 Table de connectivité et coordonnées des nosuds 45

i

j il]
a|b

1 p
d Oflc|a

k 1 pili]|j k k 1 pilli|j kK 1 p
c d 1| bla c b d 1jd|ja b ¢ 0

Tableau V.1 - Permutations pour les fonctions de forme de 1’élément tétragdre a 4 nceuds

Figure V.8 — Exemple de maillage.

1 1 1 1 1 1
Y= (1P 2y ay w bi=(1P|z; x m
Zj Rk 2l Yi Yk Ui

ou v est le volume de I’élément et en utilisant la permutation donnée dans le tableau V.1. Le

volume v de I’élément est donné par le déterminant suivant :

1 1 1 1

1l g b T, x4
V==

6l va W Ve Ya
Za Zh Ze Zd

Exercice V.2 Donner les expressions des fonctions de forme associées au tétragdre a 4 nceuds (a, b, ¢ et d) suivant.
A I’aide d’une échelle de couleur, dessiner les 4 fonctions de forme.

s

V.2 Table de connectivité et coordonnées des noeuds

La définition du maillage nécessite 2 tableaux de valeurs : les coordonnées des noeuds et la connec-

tivit€ des éléments.
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L’exemple de la figure V.8 montre un maillage de triangles a 3 nceuds constitués de 5 éléments
et de 7 nceuds. La table de connectivité donne les numéros des nceuds connectés a chaque élément.
Le nombre de lignes de ce tableau est le nombre d’éléments du maillage (5 ici), le nombre de

colonnes est le nombre de nceuds par élément (3 ici) :

Numéro | Neeud Nceeud Neeud
d’élément a b c
1 1 2 4
2 4 5 2
3 6 2 5
4 3 2 6
5 3 6 7

Les coordonnées des noeuds sont données dans un tableau dont le nombre de lignes est le
nombre de nceuds du maillage (7 ici) et le nombre de colonnes est la dimension de I’espace de

modélisation (2 ici, x et y) :

Numéro | Coord. Coord.
du Neeud X y

1 x1 (7

2 T2 Y2

3 T3 Y3

4 T4 Ya

5 Ts5 Ys

6 Tg Ys

7 X7 Y7

Les algorithmes de construction d’un maillage a partir d’une définition géométrique numérique

de la piece (CAO) ne sont pas décrit dans ce cours.

Exercice V.3 Tracer le maillage constitué de triangles associé a ces coordonnées et cette connectivité :

Numéro | Coord. Coord.
Numéro | Neeud Nceeud Noeud — du Neeud X y
d’élément a b c 1 0.0 0.0
1 1 4 3 2 1.0 0.0 [
2 1 2 4 3 0.0 1.0
3 2 5 4 4 1.0 1.0
5 2.0 1.0




VI.1

VI.2
VI.2.1

VI — Probleme discrétisé

Définition de I'erreur de discrétisation

On définie I’erreur de discrétisation en déplacement comme la différence entre la solution de

référence 1 € V et la solution éléments finis 7" € V" :
C

On remarque que 7 eV,

On définie I’erreur en énergie comme la norme énergétique de e
=
e=[l¢llg

Si erreur e est nulle alors ¢ est le champ de déplacement nul (définition d’une norme) : la

solution éléments finis est égale a la solution exacte : uh = e,

Ecriture du probléme discrétisé

Rappel des différents espaces introduits

Une représentation des différents espaces introduits est donnée sur la figure VI.1. Deux cas

peuvent se présenter :
< =d v
— Casou W%+ 0 alorstd NUy =0

— Casou W?= 6), alors U = Uy
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Cas ou W< # N

- Vh oup =uh

Figure VI.1 - Différents espaces introduits

VI.2.2 Solution en déplacement

La solution éléments finis @" € V" minimise ’erreur avec la solution de référence 7* € V.
Autrement dit, ’erreur est la partie de la solution W € V que ©" € V" ne peut pas représenter ;
cela vient du fait que V" est de dimension n et est inclu dans V.

Cela revient a dire que I’erreur @ e Vest orthogonale a tout champ de déplacement oheph

au sens du produit scalaire a(-, -) (Fig. VL.2) :
VUt e Vi a(vh ) =0
Comme U} C V", a fortiori, on a :
vt eul, a(vh,E) =0
c’est a dire
Vo eul, a(Uh, W — W) =0 ouencore a(T", UM = a(Th, W)
Or, la solution exacte vérifie :
VU €Uy, a(V,U) = L(T)
Comme U} C Uy, on aussi
Vot e ul, a(ﬁ, wer) = L(ﬁ)
Finalement, en remplagant dans I’équation précédente, on a :

Vot e ul, a(vh, wh) = L(ﬁ)

La solution éléments finis 7" € " vérifie

Vot el a(vh, UM = L(ﬁ)

Ce qui s’écrit aussi :

La solution éléments finis 7" € " vérifie

vt EL{(})L,/QQT(7}L)C§(7}‘) Q= [ o F d5+/97h7d9:0

orQ)
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>

7}1

Figure VI.2 - Lerreur est orthogonale 2 I’espace V"

V1.2.3 Ecriture matricielle du probléme discrétisé

On sait que " (ou u dans une base donnée) s’écrit 2 partir des fonctions de base comme :
u' =eU

Le calcul de ¢(u") donne :
e(u") = D®U = BU

ou B est appelé I’opérateur gradient (symétrisé) discrétisé et vaut B = D ®. De méme, on a pour

I’écriture du champ virtuel oh

vl = BV et g(gh) = BV

Dans le cas général tridimensionnel, on a :

uM(M)
W(M) = | (M) - U
h
W' (M) | 2, 2,24
avec ~ _
b = ... 0 ©i 0o ... et U= Vi
0 0 ¢ ... W

ou ¢ désigne le nceud ¢. On rappelle que 1’opérateur différentiel D vaut

o Sedleth o o

Skl o o o8l
o o Yo o Jo ©
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Donc I’opérateur B devient

i
ox

0
0
0

0y

Opi
ox

o

S o

Q|® D | D
OaLG_@DLG_S‘

Le probleme discrétisé est alors de trouver U e U", oude facon équivalente U € U" tel que,

vt e Z/{é’, ou de fagon équivalente YV € Z/{é’, on ait

/ VIBTCBU dQ =
Q

OrQ)

VTl dS+/ VIeTfdo =0
5 J

Dans cette derniere expression, on remarque que U et V ne dépendent pas du point M dans le

domaine €2, ni sur le bord 92, on peut donc les sortir des intégrales.

On pose

et

F:

K:/BTCB a0
Q

Or)

@TﬂddS—i—/ &7 fdQ
WL

La matrice K est appelée la matrice de rigidité de la structure. Cette matrice représente 1’appli-

cation bilinéaire (-, -) introduite précédemment pour les champs de déplacements éléments finis

appartenant 2 V", autrement dit :

vuh euh, vt eut, o(u", UM =UTKV = VKU

Le vecteur F' € V" est appelé le vecteur des forces aux nceuds. Ce vecteur est la projection dans

V" des forces extérieures a la structure, il représente 1I’application linéaire L(-) pour les champs

de déplacements éléments finis appartenant 3 V", autrement dit :

Vot eu, L(vh =V'E

On a finalement le probleme discrétisé suivant :

Trouver U € U" (cinématiquement admissible) tel que YV € L{(}f, on ait

V1.3 Résolution du probléme discrétisé

VI.3.1 Séparation des équations

V'KU=V'F

On décompose le vecteur des déplacements en deux parties : les déplacements libres Uy (in-

connus) et les déplacements prescrits U ﬁ)] (connus). Un champ de déplacement UM e U s écrit

alors

|

Uy

|
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Avec ces notations, [/| désigne I’ensemble des degrés de libertés libres, [p] désigne ’ensemble des
degrés de libertés prescrits.

Un champ de déplacement virtuel v e Uy s écrit
_

V= [ +[1]
gy |

De méme, on décompose le vecteur des forces généralisées

ou Eﬁ] correspond aux forces appliquées sur la structure (connues) et £, correspond aux réac-
tions d’appuis (inconnues).

On décompose la matrice de rigidité de la méme fagon :

Kk | BKu K
Ki{p] K[pp]

ot Ky correspond aux lignes et colonnes de K des déplacements libres, K7, correspond aux
lignes et colonnes de K des déplacements bloqués, K7, correspond aux lignes des déplacements

libres et colonnes des déplacements bloqués.

VI.3.2 Résolution en déplacements

Le probleme a résoudre est :

Trouver Uy tel que V Vy;, on ait

Ky Ky,

Ki, Ky

T T
Vg )]

U Fd
=l | T of =]
l - ] Vg 0] [ Py, ]

~[p]

Ce qui revient a trouver U [0 tel que V K[l], on ait

Vi (KuUy + KuyUfy) = Vi

~[p] =

Puisque cette équation est valable quelque soit 1, cela revient a résoudre le systéme suivant :
d d
KUy = £y — Ky Uy,

La solution de ce systeme donne les déplacements inconnus Uy;.

V1.3.3 Réactions aux appuis

Les forces de réactions F’ [p] sont les efforts extérieurs sur le bords 0,2 ot les déplacements sont
imposés. Ces efforts assurent I’équilibre global de la structure, ils sont inconnus.
Pour les calculer, on échange virtuellement les frontieres 0r€) et 0,€2. Le probleme s’écrit de

la méme facon que précédemment a la différence que V devient :

Vi
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2 translations 69 1 translation &3 1 rotation
et 1 rotation et 1 rotation possible mouvement
possibles possibles possible

Figure VI.3 — Exemple de blocage des modes de déplacements de solide rigide en bidimensionnel.

Dans ce nouveau probleme, les forces de réactions £f, sont supposées connues et le déplacement
imposé U ‘[ip] est supposé inconnu. Le probleme a résoudre est :

Trouver U ﬁ,] tel que V K[p], on ait

Ky Ky

K [jfp] K [pp]

T T
0 Vil

U ] F
=) [OT VT] l =] ‘|
d i Lip)
l Ut F

_ T d
Fryp = Ky Upy + Ky Uy

On a alors 1’égalité :

En sachant que le déplacement est completement connu suite a la résolution du probleme en

déplacements, on peut donc calculer les forces de réactions.

VI.3.4 Systéme matriciel complet

En combinant les deux systemes d’équations précédents :
Ky Uy + KUty = Efy

et
T d
K, Upy + Ky Uy = Ey)

d
Uy Fy

ou les inconnues sont Uy, les déplacements libres, et £, les réactions aux appuis. Ce systtme

on peut écrire le systeme matriciel suivant :

[ Ky Ky

K [jfp] K [pp]

est résolu dans la pratique en deux temps : calcul de Uy puis calcul de £7,.

VI.3.5 Blocage des mouvements de solides rigides

On rappelle que dans ce chapitre de cours, le probleme de mécanique que 1’on cherche a résoudre
est un probleme de statique. Le systeme en équilibre ne doit donc pas avoir de mobilité, sinon
cela devient un probleme de dynamique. Autrement dit il est nécessaire que tous les mouvements
de corps rigide soient bloqués. Pour un calcul bidimensionnel, il faut bloquer les 2 translations et
la rotation (Fig. V1.3). Pour un calcul tridimensionnel, il faut bloquer les 3 translations et les 3
rotations.

Une mobilit€ se traduit mathématiquement par une singularit€ de la matrice Ky, alors que si

tous les mouvements de corps rigide sont bloqués, Ky est inversible.
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Table de connectivité Elément I7 :
! 1142 0O 0 00 1 0
7524 o
121513 B = 01 0 0 0 O
0O 0 01 0 O
IV {635 r E
U1
Us U2
U = | uy u=|" U =p"u
Uy
Uy us
_uﬁ_

Figure VI.4 - Exemple d’utilisation de la matrice de localisation dans le cas d’un maillage de triangles a
3 neeuds.

Preuve Les déplacements de solide rigide W € V" de la structure sont ceux pour lesquels 1’énergie de déformation

est nulle, soit

SD(B):%ETKE:O avec W #0.

Cela veut aussi dire que les forces nécessaires pour déplacer la structure sont nulles, donc ' = 0 (probleme de statique,
il n’y a pas d’inertie), et on a aussi :
KW =0 avec W#0.

Les modes de déplacements de solide rigide correspondent alors au vecteurs propres de K associés a des valeurs propres
nulles. °

Construction du probléme discrétisé

Calcul de la matrice de rigidité

Le probleme discrétisé revient a chercher la solution d’un systeme linéaire d’équations faisant

intervenir la matrice de rigidité K telle que :
K = / B"CB d2
Q

Dans la pratique, cette matrice est calculée comme la somme des contributions de chaque élément :

nb. élts
K=Y | B'CBdQ,
— /.

e=1
ol Q. représente le domaine associé a I’élément e. Etant donné que le déplacement discrétisé
uh e VI dun point situé a I'intérieur d’un élément e ne fait intervenir que les fonctions de
forme de cet élément, on peut calculer pour chaque élément sa contribution a K indépendamment
des autres éléments.

On introduit pour chaque élément une matrice de localisation 3¢, créée a partir de la table de

connectivité, qui permet d’extraire les déplacements U des nceuds connectés a 1’élément e des

déplacements U des nceuds de la structure :

Uc=p°U.

La figure V1.4 montre I’exemple de matrices de localisation pour un maillage de triangles a 3

noeuds.
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Le vecteur U° est la représentation du champ de déplacement W™ dans I’élément e, dans la

base des fonctions de forme ®¢ de I’élément :
ug (M) = ®°U*
L’ opérateur gradient discrétisé est défini dans I’élément par :

B¢ = D®°

Pour tout point M de I’élément, cet opérateur élémentaire B® est relié a ’opérateur B par la

matrice de localisation :

B = B°p~.

Preuve En effet, le champ de déformation associé a A" vaut

e=BU
soit aussi dans I’élément e
e=BU*
En remplagant U par 3¢ U,on a:
e=BB°U
donc B = B°3°¢ dans I’élément e. °

Finalement, la matrice de rigidité s’écrit

nb. élts

K = T / BTCB* dQ, B¢
8:21 B 0. B
En posant K€ la matrice de rigidité élémentaire telle que :
Ke = / B°TCB* dQ,
Qe

on a
nb. élts

K = Z ,BETKGIBE.

e=1

Exercice VI.1 Dans le cas d’une fonction vectorielle, définie d’un domaine tridimensionnel  vers R3, et en
utilisant un tétraédre a 4 nceuds (défini par les 4 points a, b, c et d), donner ®¢, U et B dans un élément.

Solution :
On rappelle que les expressions des fonctions de forme de cet élément s’écrivent sous la forme :

1
wa(z,y,2) = go (@a + fa +Yay + daz)

1
ob(z,y,2) = @(ab + Box 4 Yoy + 9b2)

1
we(x,y,2) = @(ac + Bex + Yoy + dc2)

1
va(2,y,2) = ¢ (aa + faz +yay + 8az)
ou les coefficients «;, (;, i et d; sont calculés a partir des coordonnées des 4 nceuds de 1’élément et ot v est le

volume de I’élément.
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Le champ de déplacement W™ s écrit dans 1’élément sous la forme :

VM(x7y7Z) € Q€7 UQ(M) = ud(p‘l(M)?l + Ua(pa(M)?Q + wa(p‘l(M) 3
(M) €1 + voips (M) €2 + weips (M)
+Uc§0c(M)€>l ol Uc‘Pc(M)?Q i wc(pc(M)
(M)

+Ud§0d(M)?1 + Ud‘Pd(M)?Q + wapa(M

+ubpp 3

3

ol al ol af

3

En écrivant 72 dans la base (?1, ?2, ?3) deR3 ona:
u!(M) = @°U*

ot ®¢ est la matrice des fonctions de forme de 1’élément donnée par

wa O 0 ¢ O 0 . O 0 wa O 0
d° = 0 wao 0 0 @ 0 0 9w 0 0 g O
0 0 Yo 0 0 9 0 0 e O 0  a

et U° est le champ de déplacement U™ restreint a I’élément e et écrit dans la base des fonctions de forme :
e T
U’ =[Ua Vo Wa Up Vb Wh Ue Ve We Ud Vi W4 |

La matrice ®° est une matrice 3x 12, et le vecteur U° est une matrice colonne a 12 lignes.
L’ opérateur gradient discrétisé est défini dans un élément comme une matrice 6x 12 :

g o)
g 80 0 . 8"; d ag 0
0 6";“ 60 0 B_yd aO
. . 0 0 g 0 0 2
B =D® = 0 2¢fa o 0 9%d 5
9z dy 9z 9y
9¢a 0 8¢a ¢4 0 9¢4
boe Bea % By 0o O
By o 0 o B S O
En calculant les dérivées des fonctions de forme, on obtient :
Boa O O B O O B O 0 Bga 0 O
0 % 0 0 % 0 O v 0 0 ~ O
B _ 1 0 0 6, O O & O O o6 O 0 b4
o 6v 0 (5(1 a 0 517 Yo 0 50 Ye 0 6d Yd

Y
ba 0 Ba W 0 B 0 0 Be da 0 fBa
Yo Ba O v B 0 v Be 0O w4 Ba O

Dans ce cas particulier du tétragdre a 4 nceuds, étant donné que la matrice B® (/) est constante dans 1’élément,
le calcul de K€ est immédiat (v est le volume de 1’élément) :

K¢ =v BT Cc° B®.

VI1.4.2 Calcul des forces aux noceuds

Le second membre du systeme linéaire a résoudre est le vecteur des forces aux noeuds donné par :

E:/@deQJr &7 Fe s
Q - OrQ

terme A terme B
Le terme A agit sur tous les éléments subissant une force volumique (Fig. VL.5). Le terme B agit
sur les éléments dont une frontieére est soumise a une force imposée (Fig. VL.5).
En utilisant la matrice de localisation précédente, on a :

na np
E —_ ZIBET/Q (peTi dQe + ZﬁeT/a (peTEd ds
e=1 e e=1 F

e
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Terme A Terme B

Figure VI.5 - Forces agissant sur les éléments.

ol n 4 estle nombre d’éléments dans le volume, et n g est le nombre d’éléments touchant la surface
Orf2. Le vecteur des forces aux nceuds est donc calculé comme une somme de contributions de

chaque élément.
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VII.1 Elément de référence

VII.1.1 Nécessité d’un élément de référence

Les éléments étudiés jusqu’a présent (barre a 2 nceuds en 1D, triangle a 3 nceuds en 2D et tétraedre
a 4 nceuds en 3D) sont construit directement dans I’espace physique. Ces trois éléments peuvent
étre construits ainsi, mais la plupart des autres éléments font appel a un élément de référence,
autrement les éléments ne peuvent pas s’assembler les uns aux autres.

Prenons I’exemple d’un quadrangle a 4 nceuds, dont la base d’approximationest [ 1 = y zy ],
construit sur les 4 nceuds suivants : (0,0), (1,0), (1,1 + «) et (0, 1) (Fig. VIL1).

Le systeme a résoudre pour trouver les fonctions de forme est :

11 1 1 Pa(T,y)
01 1 0wy |_|=
0 0 1+a 1 ez, ) Yy
00 I+a 0] ¢az,y) zy
La solution est
pulay) = (1-2)(1-9) 5 @yley) =o(l - 77— ;
X
el y) = 7= ¢ paley) =yl —a)

Les fonctions de forme sont tracées sur la figure VII.1. La fonction ¢, devrait s’annuler sur
les bords opposés au nceud a (bords ¢ — d et b — ¢) afin d’éviter que ce noeud ait une influence

hors de 1’élément, mais ¢, ne vaut pas 0 sur le bord ¢ — d. La méme conclusion apparait pour la
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VII.1.3
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Figure VII. 1 — Elément quadrangle dont les fonctions de forme ne s’ annulent pas sur les bords.

fonction (. Cet élément ne peut pas s’assembler avec d’autres le long du bord c—d : les fonctions
de forme ne seraient pas continues. On construit alors les fonctions de forme dans un élément de
référence de forme géométrique simple, puis une transformation géométrique permet le passage

de I’élément de référence a I’élément physique.

Géométrie de I'élément de référence

Un élément de référence est un élément de forme simple qui permet de construire les fonctions
de forme. Un systeme de coordonnées lui ait attaché, généralement compris entre —1 et +1 dans
chaque direction. Une transformation permet de passer de I’élément de référence a 1’élément
physique.

Plusieurs exemples d’éléments de référence sont décrits sur la figure VIL.2.

Fonctions de forme un élément de référence a 2 variables

On se place dans le cas des fonctions a 2 variables définies de I’élément du plan 2, vers R.
On utilise I’élément quadrangle a 4 nceuds dans la suite pour illustrer le principe (Fig. VIL3).
L’espace vectoriel V" engendré par les 4 fonctions de forme associées aux 4 nceuds a, b, c et d est

de dimension 4.

On définit un systeme de coordonnées de référence (r, s) tel que sur les bords de 1’élément on
aitr = +1ets = +1 . Le carré défini dans le repere (r, s) dont les sommets ont pour coordonnées
(—1,—1) et (1,1) est appelé élément de référence. Les coordonnées d’un nceud ¢ dans 1’élément
de référence sont notées (7;, ;).

La base canonique polynomiale de V", de dimension 4, doit contenir 4 termes. Pour le qua-
drangle a 4 nceuds, on choisit [ 1 7 s rs | dans I’élément de référence. Cette base est symétrique,

on peut échanger r et s sans changer la base. Le passage de la base canonique a la base des
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Elément physique Elément de référence
/ barre - poutre -1 v.r
S
1
Yy quadrangle —1 i "
T =1
< hexaedre
Z Y
S
Y A triangle 1
T T
1
t
Lo 1
Z a tétracdre
1 s
x Y 1

r

Figure VII.2 — Quelques éléments physiques et éléments de références associés.

s=1
(Icﬂyc) (_17 1) (1’ 1)
® L J
r=1 d c
r=-—1
r
r
a b
. O O
(:Z? \ (_17_1) (17_1)
s— 1 (v, Yb)
Elément physique Elément de référence

Figure VII.3 — Passage de 1’élément physique a I’élément de référence pour un quadrangle.
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Figure VI|.5 - Triangle de Pascal.

T3
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fonctions de forme revient a résoudre le systeme suivant :

1 1 1 1 Ca 1 1 1 1 1 Va 1
Tq Ty Te T4 Vb _ r N -1 1 1 -1 Vb _ r
Sq Sp Se Sq Ve S -1 -1 1 1 Ve S

TaSa ThSb TeSe TdSd ©d rs 1 -1 1 -1 ©d TS

La résolution du systeme se fait par des opérations sur les lignes :

(L1) — (La) — (L3) + (Ly) = 4pa =1 -1 —s5+7s
(L) + (La) — (L3) — (Ly) = dpp=1+71—5—7s
(L1) + (L2) + (L3) + (La) = dpe = 1+ 7+ s+ 7s
(L1) — (L) + (L3) — (L) = dpg =1 — 7+ 5 —1s

La solution est
pulrs) = (1= 1)1 = 5), pilrs) = 1 +7)(1—5).
pelr,8) = U4 +5), galr,s) = 70— )1 +5).
Les fonctions ¢; peuvent s’écrire aussi plus simplement :
wi(r,s) = %(1 + i) (1 + s;8).

Ces fonctions de formes sont tracées sur la figure VIL.4

Le triangle de Pascal explicité sur la figure VIL.5 permet de trouver la base canonique poly-
ndmiale a 2 variables associée a d’autres éléments du plan. On écrit 1 sur la ligne du haut, on
complete la ligne du dessous en multipliant par r vers la gauche et par s vers la droite chacun des
termes de la ligne du dessus. Plusieurs éléments classiquement utilisés sont présentés sur cette
figure, avec leurs base canoniques respectives.

Exercice VII.1 Construire les fonctions de forme du triangle 2 6 nceuds dans 1’élément de référence. Tracer ces 6
fonctions.

Elément physique Elément de référence

VIIl.1.4 Passage de I'’élément de référence a I’élément physique
Cas général
Les coordonnées d’un point quelconque situé dans I’élément physique (x,y, z) (ou (x,y) dans le

plan) sont reliées aux coordonnées dans 1’élément de référence par les fonctions de forme et aux

coordonnées des nceuds de 1’élément.
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En notant z¢ les coordonnées physiques d’un point M de I’élément e et X° les coordonnées

physiques des nceuds de 1’élément e, on peut écrire
¢ = P° X°

ou ®° est la matrice des fonctions de forme. Un tel élément est dit isoparamétrique car il fait in-
tervenir la méme approximation pour la géométrie (passage de 1’élément de référence a 1’élément
physique) et pour le déplacement.

On définit le gradient F' de la transformation permettant de passer de 1’élément de référence a

I’élément physique dans le cas général en 3 dimensions comme :

r Or Or Oz 7
(97’ 88 8t 81’ 81’
or 0s
en 3 dimensions : F' = @ @ @ ;en 2 dimensions : F' =
0z 0z 0z or  0s
L or 0ds Ot -
Application au quadrangle a 4 nosuds
Par exemple, pour I’élément quadrangle a 4 nceuds du plan, on a
- . .
Ya
T
e _ | walrs) 0 @p(rs) 0 pelrs) 0 ga(rs) 0 Yo
- 0 ©0a(r, s) 0 op(r, 5) 0 e, 5) 0 wa(r, s) Te
Ye
T4
- yd -
ou encore
d d
z=Y @i(rs)z , y=>_ @ir,s)y .
i=a i=a
Le calcul de g—;‘f et de g—;” s’obtient par :

Tq L ]
x| o] %- -
or = | Par Pbr PLer Pdr . ) Os = | Pa,s Pbs Pcs Pds ,

Zq Tq

Le calcul de g—f et de g—i{ s’obtient par :

Ya Ya
9y _ [ Yo 9y _ [ } Yo
or Par  Por Per Pdr ) " s Pa,s Pbs Pes Pds "

Yd Yd |
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Matrice de rigidité dans I'élément de référence

Expression

Le calcul de la matrice de rigidité K¢ fait intervenir une intégrale dans 1’élément physique. Cette

intégrale est généralement calculée dans I’élément de référence pour deux raisons :
— les fonctions de forme sont connues dans 1’élément de référence,

— I’élément physique a une forme souvent compliquée, ce qui rend I’intégration directe dans

I’élément physique difficile.

L’expression de la matrice de rigidité d’un élément est
K¢ = / B (M) C® B(M) dQ
Qe

ou €2, est I’élément physique. Cette intégrale s’écrit dans 1’élément de référence en faisant in-
tervenir le déterminant du gradient F' de la transformation permettant de passer de 1I’élément de

référence a 1’élément physique :
K° = / BET(T, s) C° B(r,s) det F dQy..s
Qref

ol {2, ¢ est I’élément de référence.

Cas du quadrangle

Afin d’illustrer le principe, on se place dans le cas de 1’élasticité plane et avec une discrétisation

utilisant des quadrangles a 4 nceuds. Le champ de déplacement u” dans un tel élément s’écrit :

ua
Va
Up
ho ©a(r, s) 0 op(r, 5) 0 ©e(r, s) 0 wa(r, s) 0 Uy
0 0a(r, 8) 0 op(T,8) 0 ©e(r, 8) 0 wa(r, s) Ue
Ve
Ug

Vd

ue = ®°(r,s) U°

ol ui€>1 + vi€>2 est le déplacement du nceud .

Le champ de déformation associé a u” vaut :

() = D®°(r,s) U = B®(r,s) U°

avec
2
Ox
0
o
Oy Ox
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L’ opérateur gradient discrétisé vaut alors :

Yo 0 oo 0 Qe 0 @iz 0
B(r,s)=1 0 @ay 0 @y 0 @y 0 ay
Pay Paxz Pby Pbar Pey Pex Pdy Pdao
Or ;(r, s) est une fonction de r et s, dont les dérivées par rapport a « et y valent
dpi _ 3%’& 1 5%@ ot i _ 5%‘@ 1 3%’@
ox or Or  0s Oz oy or 0y  0s Oy

ce qui s’écrit sous forme matricielle,

dpi 1 [ 85[0
ox or Ox or
dp; or  0Os ;i
dy dy Oy Os
—_—
-F T

ou F est le gradient de la transformation passant d’un point (r, s) de 1’élement de référence a son
“image” (z,y) dans 1’élément physique. Les dérivées des fonctions ¢;(r, s) par rapport a r et s

sont facilement calculables de facon analytique. On a pour le quadrangle a 4 nceuds :

1 1 1 1
Wa,r:*Z(lis) ) Qpa,s:*Z(l*T) ) Qpb,T:Z(lis) ) @b,sziz(lJrT) )
1 1 1 1
900,7":1(1"’_5) s (pc,s:Z(l—i_r) ) Sod,r:_Z(l—i_S) s @d,SZZ(l_T)‘

Le calcul de la transformation pour passer de I’élément de référence a I’élément physique ainsi
que le calcul de F' sont détaillés dans le paragraphe précédent pour le quadrangle a 4 nceuds.

L’expression de la matrice de rigidité du quadrangle a 4 nceuds est

1,1

K= [ B (M)C® BS(M)dQ = / / he B (r,s) C¢ B%(r, s) det F dr ds
Qe —-1J-1

ou h€ est I’épaisseur de I’élément e.

Exercice VII.2 Construire les fonctions de forme du cube a 8 nceuds dans 1’élément de référence. Reprendre la
démarche précédente en I’appliquant au cas tridimensionnel de 1’héxaedre a 8 nceuds.

t4\ 8
I /
‘ 7

@ N

3



VIII — Intégration numérique

VIII.1 Intégration numérique de la matrice de rigidité

La matrice de rigidité élémentaire peut toujours s’écrire comme une intégrale dans 1I’élément de

référence ()¢ :

Ke :/ B" C° B det F dQ
Qref.

Ce calcul n’est en général pas réalisable de facon analytique, on calcule alors numériquement une
approximation de cette intégrale. L’idée est de transformer I’intégrale en une somme de termes
évalués en des points précis (points d’intégration) de I’élément de référence, pondérés par des
coefficients (poids). En notant GG le nombre de points d’intégration, 1’approximation de la matrice

de rigidité élémentaire vaut
i T
K° = Z B |, C° B°|, det F|, w,
g=1

ol la notation |, veut dire que la quantité est évaluée au point d’intégration g et w, est le poids
associé a ce point.

L’algorithme de calcul de K par intégration numérique est alors :

1. Initialiser K° a zéro

2. Pour chaque point d’intégration g faire :

(a) Déterminer les coordonnées du point dans I’élément de référence et son poids w,

(b) Calculer les dérivées des fonctions de forme ¢; par rapport aux coordonnées de réfé-

rence au point d’intégration g



66 Intégration numérique

LN

7 ———
3 2 Py x4 x5

JASRETA)

B — O
L1 L2

Figure VIII.T - Polynémes de Lagrange de degrés 4 associés a 5 points.

(c) Calculer F|,, en déduire F~!|, et det F

(d) Calculer les dérivées des fonctions de forme ¢; par rapport aux coordonnées physique

au point d’intégration g
(e) Evaluer B,

(f) Evaluer la contribution k, du point d’intégration a K*
k, = B"|, C B|, det F|, w,
(g) Ajouter k,a K°:
K°=K°+k,

Le calcul des forces extérieures se fait aussi par intégration numérique en utilisant la méme
stratégie d’intégration.

Dans la suite du cours, on examine les positions et les poids d’intégration pour les éléments a
1, 2 et 3 variables.

VIII.2 Intégration des fonctions & une variable
VIIl.2.1 Polyndmes de Lagrange
On considere I’ensemble des fonctions a une variable définies de [A, B] vers R :
SED A “régulier” : [A,B] — R
B x = o(z)

L’ objectif est de construire un sous-espace vectoriel V" de dimension finie n de V. Pour construire

ce sous-espace, on peut se donner n fonctions polyndmiales ¢;(x) € V aveci € [ 1,2,..,n]. Ces
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n fonctions engendrent un sous-espace vectoriel de V. Si elles sont linéairement indépendantes,
elles forment alors une base de V", On introduit les n points z; € [A, B] distincts tels que 71 = A
et z,, = B. On cherche a construire ces fonctions sur [A, B] comme des polyndmes de degré n — 1

en considérant [A, B] comme un seul élément. Ces fonctions sont construites de maniéres a avoir :
— ¢;(z) s’annule en tous les points z; sauf en x;,
— ;(x) vaut en au point x;.

Autrement dit, on cherche des polynomes de degrés n — 1 tels que p;(x;) = d;; ol J;; est le

symbole de Kronecker. On peut définir V" comme

VI = vect {1, z, 2%, .. .x”fl} = vect {¢1(x), p2(x), ..., pn(z)}

Les fonctions ¢; sont alors définie comme des polyndmes de Lagrange (Fig. VIIL.1) puisque I’on

connait leurs zéros :
n .
Hj:l,j;éi(x — ;)
n ¢ — . :
Hj:l,j;éi(l“z ;)

Le numérateur annule ¢, aux points x; avec ¢ # j tandis que le dénominateur permet d’avoir

pi(r) =

@i(x;) = 1 (sans sommation implicite). On note P["1 ce polyndme de Lagrange associé au point
1.

On peut aussi les construire comme la solution du systéme d’équations permettant de passer
de la base canonique polynomiale a la base des polyndomes de Lagrange (voir le cours sur la

construction des fonctions de forme) :

1 1 .1 p1() 1
1 T ... Tp o) T
af 23 v p3(z) | = | a?
|2y i I R € I
=A

La solution de ce systeme donne évidemment les méme polyndmes de Lagrange ¢;, mais la réso-

lution est moins aisée.

Exercice VIII.T Trouver les polyndmes de Lagrange associés aux 2 points 0 et /.

H?:l,j;éi(x — ;)
7y i (@i — x5)

avecn = 2, x1 = 0, xz2 = l et ¢ qui prend les valeurs 1 et 2, on a :

wi(z) =

T — To xz—1 T
= = ===
901(37) 1 — T2 O—l l
(x)_fB*-’m _:va_{

w2 7332—%17[—07[

Exercice VIII.2 Trouver les polyndmes de Lagrange associés aux 3 points —1, 0 et 1. Ces polyndmes sont dessi-
nés sur la figure VIIL.2. [
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~1.0 —0.5

, ‘ —

Figure VIII.2 — Polynomes de Lagrange de degrés 2 associés a 3 points.

f(=1) f(r)
S £(r2) /O
] : : I= /_1 f(r)dr :
—1l=r 1 T +1=r,

Figure VIII.3 — Intégration par la méthode de Newton-Cdtes.

VIIl.2.2 Méthode de Newton-Cotes

On souhaite calculer I’intégrale  d’une fonction f(r) entre —1 et 1 (Fig. VIIL.3) :
1
I= / f(r)dr.
~1
On choisit n points r; régulierement espacés dans I'intervalle [—1,1] avec r; = —1letr, = 1.
On approxime f(r) par un polynéme f(r) de degré n — 1 prenant les valeurs f(r;) aux points r;.

L’expression de f(r) est
Flry =2 fra) PIH(r)
i=1

ol P""!(r) est le polynome de degré n — 1 qui vaut 1 en 7; et O en 7;;. En écrivant P*~'(r)

comme un polyndme de Lagrange, on a

Donc I’approximation I de I vaut

i= [ fmar=yso0 [ mowe

-1 i=1 -1

ou encore

avec
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-1 1

Figure VIII.5 — Méthode de Newton-Cdtes avec 3 points d’intégration - Formule de Simpson

que I’on sait calculer puisque les fonctions Pi"’l(r) sont connues. Les nombres w; sont appelés
poids d’intégration associés aux points d’intégration 7;.

Cette méthode inteégre exactement les polyndmes de degré n — 1 avec n points d’intégration,
puisque f (r) reproduit exactement les polynémes de degré n — 1. Les figures VIIL.4 et VIILS
montrent de facon graphique I’intégration d’une fonction avec 2 puis 3 points d’intégration.

On remarque que la somme des poids d’intégration est toujours égale a la longueur de I’inter-
valle intrégré, soit 2 ici. En effet, si f(r) = 1, alors

n

~ 1
]:I:/ 1dT:2:Zwi
-1 i=1

I Exercice VIII.3 Trouver les poids associés a 3 points d’intégration placés en —1, 0 et 1 (fig. VIIL5). [

Méthode de Gauss

En choisissant judicieusement les emplacements et les poids des points d’intégration, on peut
intégrer exactement les polyndmes d’ordre 2n — 1 avec n points.

Les coordonnées et les poids des points peuvent étre trouvés analytiquement. Pour illustrer la
méthode, on cherche les points et leurs poids qui permettent d’intégrer exactement les polyndmes

d’ordre 3 avec 2 points. La fonction f & intégrer vaut

f(r) = ao + ayr + agr? + asr®

et son intégrale entre —1 et 1 vaut

1 2
Iz/ f(r)dr:2a,o+§a2.

-1
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nb. points | degré d’intégration 5 w;
2 3 £0,5773502692 | 1,0000000000
3 5 £0,7745966692 | 0,5555555556

0,0000000000 | 0,8888888889

4 7 £0,8611363116 | 0,3478548451
£0,3399810436 | 0,6521451549

5 9 £0,9061798459 | 0,2369268850
+0,5384693101 | 0,4786286705
0,0000000000 | 0,5688888889

6 11 £0,9324695142 | 0,1713244924
+0,6612093865 | 0,3607615730
+0,2386191861 | 0,4679139346

7 13 £0,9491079123 | 0,1294849662
+0,7415311856 | 0,2797053915
+0,4058451514 | 0,3818300505

0,0000000000 | 0,4179591837

Tableau VIII.T - Positions et poids des points d’intégration de la méthode de Gauss.

On prend 2 points d’intégration, symétriques par rapporta 0, r; = —R et ro = R ayant les mémes

poids w; = w9 = w. On a alors :

~n

= wf(=R) +wf(R)
soit
I = w(2ag + 2a3R*) = 2w(ag + azR?) .

Pour que f soit intégrée exactement, il faut que I = I, et ce quelques soient ag, a1, as et az donc

- 2 1
I:[<:>2a0+§a2:2w(a0+a2R2)<:>w:1 et R2:§.
Finalement, en prenant comme points d’intégration r; = —% et ry = % avec comme poids
wy = wo = 1, on intégre exactement tous les polyndmes d’ordre 3 dans I’intervalle [—1, 1].

On peut généraliser pour les polyndmes d’ordre 2n — 1, le tableau VIII.1 donne les positions
et les poids des points de Gauss pour n de 2 a 7. Une intégration par points de Gauss nécessite

moins de points que par la méthode de Newton-Cotes, ce qui entraine un gain en temps de calcul.

I Exercice VIII.4 Retrouver les positions et les poids pour 3 points de Gauss donnés dans le tableau VIIL. 1. [

Intégration des fonctions a deux variables

Cas des éléments quadrangles

Dans le cas de I’élasticité plane, la matrice de rigidité élémentaire d’un quadrangle vaut :

11 -
Ke:/ / h¢ B¢ (r,s) C° B®(r,s) det F dr ds .
—1J-1
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Yy s
1
T -1 1"
ly
1
_—
ly

Figure VIII.6 — Elément quadrangle physique de forme rectangulaire et élément de référence quadrangle.

ou h® est I’épaisseur dans 1’élément. Le choix du nombre de points de Gauss se fait en exami-
nant les termes polynomiaux a intégrer. On suppose que I’élément physique a la méme forme
que I’élément de référence, soit un rectangle dans le cas du quadrangle (Fig. VIIL.6). Avec cette
hypothese, le gradient de la transformation F' est constant ainsi que son déterminant. En effet, la

transformation pour passer de I’élément de référence a 1’élément physique s’écrit

T = %r TS %’s
Le gradient de la transformation vaut alors
o o) Lo
or 0Os 2
F — —
9y Oy 0 b
or 0Os 2
Le déterminant vaut 1
zly
det F' = e

Avec cette hypothese, F' est constant et B¢ ne fait intervenir que les dérivées de la base ca-
nonique polynomiale du déplacement. En prenant de plus un matériau homogene dans I’élément,
C est aussi constant. Finalement, les termes de B¢ (r,s) C¢ B¢(r, s) det F' 2 intégrer ne font
intervenir que les termes présents dans B¢ (r, s) multipliés un a un. Les plus haut degrés en r et
s donnent le nombre de points de Gauss a prendre dans chaque direction.

Exercice VIILL5 Trouver les positions et les poids des points de Gauss pour I’élément quadrangle a 4 nceuds.
Solution :
La base canonique polyndmiale d’approximation du déplacement du quadrangle 2 4 nceuds est [1 7 s rs];

en dérivant cette base par rapport a r d’une part et s d’autre part, on obtient les termes présents dans B(r, s) soient
[1 7 s].Les termes a intégrer sont alors :

[1rs]x[lrs]=[17s7" s rs]

Les termes de plus haut degré dans chaque direction sont 2 pour r et 2 pour s dans ce cas. On trouve le nombre de
points de Gauss n en écrivant 2n — 1 > 2 soit n = 2 dans chaque direction.
L’expression du calcul de la matrice de rigidité est alors pour le quadrangle a 4 nceuds

2 2
€ ET € €
K° = E E hw; wj B (ri,s;) C° B(rq,s;) det F(rq,s;)
i=1 j=1

soit aussi

4
K¢ = Z h wg BET (rg,8q) C€ BS(rg,sq) det F(rg,sy)
g=1

ou les 4 points d’intégration sont :
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Q.

0 1

Figure VIII.7 - Elément triangle de référence.

r s poids
0,5773502692  0,5773502692 1
0,5773502692  -0,5773502692 1
-0,5773502692  0,5773502692 1
-0,5773502692  -0,5773502692 1

S
1
1

LA E A R V3
: | r
| T
| I
o o -7

- @ 3

-1
-1 1

V3 V3 u

Exercice VIII.6 Trouver les positions et les poids des points de Gauss pour 1’élément suivant dont la base cano-
nique d’approximationest [1 r 72 ] x [1 5]

élément physique élément de référence
S
£ Cc d f C
d 1
y =1 1 r
-1
a © b l—ﬁ—l
T a e b

VIIl.3.2 Cas des éléments triangles
Dans le cas de I’élasticité plane, la matrice de rigidité élémentaire d’un triangle vaut :
K° = he B¢ (r,s) C° B(r,s) det F dr ds
Qref

ol €,..; est le domaine triangulaire de référence (Fig. VIIL.7); les variables 7 et s sont cou-
plées. Les points d’intégration sont placés dans le triangle suivant des regles particulieres. Le

tableau VIII.2 donnent les positions et poids suivant le degré des polyndmes a intégrer. Il existe
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degré d’intégration | r s | poids
1 1 1
1 33 2
1 1 1
AN
’ O
z 0 5
1 1 _27
3 3 96
3 0,6 02| 22
0,2 06| &
0,2 02| 2

Tableau VIII.2 — Positions et poids des points d’intégration d’un triangle.

ly
4

X
g

Ve

r

Figure VIII.8 - Elément héxaédre physique de forme parallélépipede rectangle et élément de référence
héxaedre.

d’autres regles développées par différents auteurs et pour des degrés supérieurs, on ne donne ici
que quelques exemples de positions et poids.

La somme des poids donne toujours I’aire du triangle de référence, soit 0, 5.

Intégration des fonctions a trois variables

Cas des éléments héxaedres

Dans le cas de I’élasticité tridimensionnelle, la matrice de rigidité élémentaire d’un héxaedre vaut :
1 1 1 -
K :/ / / B (r,5,t) C° B*(r,5,t) det F dr dsdt .
—1J-1J-1

Le choix du nombre de points de Gauss se fait en examinant les termes polynomiaux a intégrer.
On suppose que I’élément physique a la méme forme que 1’élément de référence, soit un parallé-
Iépipede rectangle dans ce cas (Fig. VIILS8).

Avec cette hypothese, F' est constant et B¢ ne fait intervenir que les dérivées de la base ca-

nonique polynomiale du déplacement. En effet la transformation pour passer de 1’élément de
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r

Figure VII.9 - Elément tétraédre de référence.

référence a I’élément physique s’écrit
s ly l,
X B ryy 9 S, Z 9

Le gradient de la transformation vaut alors

l
= 0 0
2 l
F=|0 £ 0
2 )
0o o0 =
2
Le déterminant vaut 17
det F = 4=
8

En prenant de plus un matériau homogene dans 1’élément, C' est aussi constant. Finalement,
les termes de B¢ (r, s,t) C¢ B¢(r, s,t) det F 2 intégrer ne font intervenir que les termes présents
dans BET(r, s,t) multipliés un a un. Les plus haut degrés en r, s et ¢ donnent le nombre de points

de Gauss a prendre dans chaque direction.

VIll.A.2 Cas des éléments tétraedres

Dans le cas de I’élasticité tridimensionnelle, la matrice de rigidité élémentaire d’un tétragdre vaut :
K° = / h¢ BeT(r, s,t) C° B(r,s,t) det F dr ds dt
Q'r‘ef

ol 2,.r est le domaine tétraédrique de référence (Fig. VIIL.9); les variables r, s et ¢ sont cou-
plées. Les points d’intégrations sont placés dans le tétraedre suivant des regles particulieres. Le
tableau VIII.3 donnent les positions et poids suivant le degré des polyndmes a intégrer. Il existe
d’autres regles développées par différents auteurs et pour des degrés supérieurs, on ne donne ici
que quelques exemples de positions et poids.

La somme des poids donne toujours le volume du tétragdre de référence, soit %.

VIIL.5 Critéres de qualité du maillage

Dans la pratique, les éléments ne sont jamais de la méme forme que I’élément de référence, donc

le gradient de la transformation F' n’est pas constant dans 1’élément et dépend des coordonnées
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degré d’intégration r s t poids
1 1 1 1
1 i 1 1 5

0,58541020  0,138119660 0,138119660
2 0,138119660  0,58541020 0,138119660
0,138119660 0,138119660  0,58541020 =
0,138119660 0,138119660 0,138119660 =

Tableau VIII.3 — Positions et poids des points d’intégration d’un tétragdre.

Figure VIII.10 - Taux de distorsion pour le quadrangle.

de référence (r, s, t). L’ opérateur gradient discrétisé, qui est calculé a partir de F~!, contient alors
des fractions polynomiales en (7, s, t). Finalement, le terme "BT C B det F" contient aussi des
fractions polynomiales en (r, s,t), qui ne peut pas s’intégrer exactement par points d’intégration.
Cela engendre des erreurs dans le calcul numérique par points d’intégration de la matrice de
rigidité. Cette erreur est maitrisée en contrdlant la qualité du maillage : les éléments doivent étre
le plus proche possible de la forme de I’élément de référence associé.

Plusieurs criteéres sont utilisés pour garantir la qualité du maillage. Par exemple pour le qua-
drangle, on peut utiliser le taux de distorsion d’un élément (Fig. VIII.10) défini comme le rapport

entre la plus grande longueur % sur le diametre du plus grand cercle inscrit p; le critere est alors :

h
— < valeur donnée (de 3 a 10 généralement)
p

Un autre critere utilisé concerne le respect des angles dans I’élément quadrangle : les angles
de I’élément physique doivent étre les plus proches possibles d’angles droits.
D’autres criteres de qualité de maillage propres a chaque logiciel de maillage et a chaque type

d’élément existent, ils sont détaillés dans les notices d’utilisation.
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IX.1.2

IX — Analyse des résultats E.F.

Post-traitement, lissage des contraintes

Propriétés de la solution éléments finis

On rappelle que le champ de déplacement solution wh e V' du probléme discrétisé est cinéma-
tiquement admissible (W™ € UM) et minimise I’erreur en énergie avec la solution du probléeme de
référence. Le champ de contrainte correspondant ¢ = C g(ﬁh) n’est par contre pas statiquement
admissible et est de plus discontinu d’un élément a I’autre. Afin de rendre ce champ plus proche de
la solution exacte, on peut le rendre continu par “lissage”. Ce nouveau champ de contrainte, noté
g, n’est pas statiquement admissible, mais appartient a I’ensemble C des champs de contraintes

définis précédemment (Fig. IX.1).

Contrainte lissée
Les contraintes obtenues a partir du champ de déplacement W™ solution du probléme éléments
finis s’écrivent :
o' = Ce(Wh) = CBU
ou C est la matrice de comportement et B est I’opérateur gradient discrétisé.
On cherche une approximation des contraintes & basée sur les fonctions de forme de V". On

note ¢ une des composante de g et ol une des composantes de o”. Autrement dit, on cherche &

dans un espace C" défini par

ch = Vect{pi, p2,- -, ¥n}

ol n est le nombre de nceuds du maillage.
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e dara

Contrainte éléments finis o Contrainte lissée &

Figure [X.1 - Contrainte obtenue par éléments finis et contrainte lissée pour les triangles 2 3 nceuds.

La contrainte lissée & s’écrit alors sous la forme :
o1
02
- T T
G=[p1 pa.on]| | | =PE=E¢

On

ou 7 est le nombre de nceuds du maillage et ou X contient les contraintes aux nceuds du maillage

(X est la représentation de ¢ dans la base des fonctions de forme).

L’ objectif est de trouver & ( ou de fagon équivalente ) permettant d’approcher au mieux o™.

Ceci est réalisé par une minimisation par moindres carrés de la fonction "distance" entre & et o

hy2
Q
)= 3 oo

_ %/Q(&—gh)(&—ah) do

z 2/2TT ") (pZ — o) dQ

définie par la fonction J suivante :

soit aussi

ou encore

J(Z):—ET/LpTLdeZ—ZT/LpTJh dQ+1/ah2 dQ
2 Q Q 2 Ja
N————’

A b c

1
J(Z) = EZTAZ ~2Tb+c

En utilisant la notation indicielle on a

J(X) = % ;; $AE; — ; b + ¢
La solution ¥ minimise J(X), ce qui revient a trouver X tel que
0J(2
Vae([l,---,n], %:):0
C’est a dire .
‘9 %ZAGJE + = ZZAm—bazo

i=1
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La matrice A étant symétrique (A;; = Aj;), on a alors :

0J(¥)
0%,

=Y AuiSi —ba =0
i=1

En faisant varier a de 1 a n, on obtient un systéme de n équations a n inconnues que I’on peut

écrire sous la forme matricielle suivante :

AYX =)

IX.1.3 Implémentation et résolution

La matrice A et le vecteur b sont calculés numériquement en utilisant toute la stratégie de calcul
éléments finis (élément de référence, points d’intégration, assemblage ...).

Dans la pratique, la matrice A est rendue diagonale en placant sur la diagonale la somme des
termes de la colonne correspondante.

Dans I’élément e, la matrice A, vaut

Pa
©o
AeZ/Q : [soa Qv pn, | A€

Pre

ol n. est le nombre de nceuds connectés a 1I’élément e. Soit aussi

O PaPb  PaPrn.
2
CaPb  PE T P,
A, — / . b e lan,
Qe : :
PnePa  Pn.Po (P%e

En sommant les colonnes sur la diagonale on a

@a(@a+‘pb+"'+@ne) 0 0
0 op(Pa + b+ + 0n,)
Ae:/ '
Qe . .
0 0 @n(patpt--+¢n)

Or la somme des fonctions de base fait toujours 1, la matrice élémentaire A. devient alors

0e 0 -+ 0
0 ¢ -~ 0
A, = / _ ) dQ.
Qe : :
0 0 ©n,

Apres assemblage, on obtient la matrice A "diagonalisée" par sommation des colonnes sur la

diagonale suivante :
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Dans I’élément e, le second membre b, du systeme vaut

©a
b, = / o ghaa,
Qe :

gpne

et doit €tre calculé pour chaque composante de I’opérateur des contraintes. Apres assemblage, le

second membre devient

Le systeme d’équations étant rendu diagonal, la résolution est immédiate et donne au nceud ¢

et pour chaque composante de I’opérateur des contraintes :

/ ;odQ
Q

Q

G =

IX.1.4 Application au triangle & 3 nceuds

Afin d’illustrer la démarche, on se place dans le cadre de I’élasticité plane avec une discrétisation
par des triangles a 3 nceuds. Les contraintes obtenues a partir du champ de déplacement uh

solution du probleme éléments finis s’écrivent :
ot = = Ce(U") = CBU

ou C est la matrice de comportement et B est I’opérateur gradient discrétisé. Pour le triangle a
3 nceuds, ’opérateur B étant constant dans un élément, les contraintes sont constantes dans un

élément.

La matrice élémentaire A, vaut

Ya 0 0 100

Ae:/ 0 ¢ 0 [d%=2101 0
Qe 3

0 0 ¢ 00 1

ol a, est I'aire de I’élément triangle.

Dans I’élément e, le second membre b, du systeéme pour la contrainte o, vaut

Pa a 1

— h __h e
ng - /Qe ¥ | O(e)zz dQde = U(e)a:a:? 1
Pe 1
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ou o?e)m est la valeur de la contrainte calculée a partir de la solution en déplacements " dans

I’élément e. De méme, on a pour les contraintes oy, €t 0y, :

1 1
_h Qe oy _ _h Qe
b =0y | 1| e b =0my
1 1

En notant &; I’ensemble des éléments connectés au nceud ¢, on obtient que les contraintes lissées

au nceud ¢ du maillage valent :

h
~ Zee& aeo(e)xaz
O(i)ex =

Zee& Qe
h
~ _ Dece, Qe (e)yy
O(i)yy = Z e a )
ece; ¢
h
~ . Zee& aeo(e)xy
Oy = Z e a :
eceE; e

Estimateur d’erreur

Rappel sur I'erreur en déplacement

L erreur en déplacement ¢ est définie comme la différence entre la solution de référence W € V

et la solution éléments finis 7" € V" :
2 =72
L’erreur en énergie e est donnée par la norme énergétique de e
e=| 7 |lr

On définit I’erreur relative globale £ comme

_>
A
|2 ||
donc N
R el R sl -
| e |3, | e |3,

Estimateur a priori

On peut montrer que 1’erreur relative globale est de 1’ordre de h” :
E~ch?

ol ¢, h et p sont définis ainsi :
— c est une constante qui dépend du probleme ;

— h est la longueur relative des éléments : c’est le rapport de la longueur des éléments sur la

longueur caractéristique du domaine discrétisé, donc h < 1;
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p=1
p=2 1 p=20
p=3 x Yy p=1
Ny p="2
AN N i p=3
33‘23/2

Figure [X.2 — Complétude de la base d’approximation pour les polyndmes 4 2 variables.

log(€)

Erreur
plus p r

faible

log(h)

-
Plus d’éléments

Figure |X.3 - Diagramme log — log de I’erreur relative en fonction de h.

— p est I’'ordre maximal de la base polynomiale compléte de 1’espace d’approximation V" :
pour les polyndmes a 2 variables, p est tel que tous les termes 2%y” avec a 4+ 3 = p soient

présents dans la base d’approximation du déplacement (Fig. X.2).
Deux stratégies sont possibles afin de diminuer I’erreur £ :

— diminuer h, c’est a dire augmenter le nombre d’éléments, on parle de méthode h ou h-

method : on augmente la taille du probléme sans changer de type d’élément,

— augmenter p, c’est a dire augmenter 1’ordre d’approximation de la base, on parle de méthode
p ou p-method : on change de type d’élément et on augmente indirectement la taille du

probléme puisque les éléments possedent alors plus de nceuds.

De facon graphique, I’erreur £ peut étre représentée en fonction de i dans un diagramme
log — log, en effet :
& =~ ch? = log(&) ~ log(c) + plog(h)
Dans ce diagramme, I’erreur suit une droite de pente p (Fig. IX.3). Lorsque p augmente, la droite
devient plus pentue et la convergence vers la solution exacte est plus rapide. Le taux de conver-
gence caractérise la pente de la droite log(c) + plog(h), il vaut donc p. Par exemple pour un
triangle a 6 nceuds (p = 2), ’erreur en énergie est divisée par 100 si ’on multiplie par 10 le

nombre d’éléments.

IX.2.3 Estimateur a posteriori

Dans le cas général, la solution exacte n’est pas connue. On peut cependant calculer une estimation

de 'erreur. Plusieurs estimateurs existent, on présente ici un estimateur simple a mettre en ceuvre
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appelé ZZ1. Cet estimateur est fréquemment utilisée par les codes de calculs. Il a par contre
I’inconvénient de ne pas assurer de donner une estimation de I’erreur a coup siir supérieure a
I’erreur vraie, autrement dit, il peut sous-estimer 1’erreur vraie.

On rappelle que I’erreur relative globale £ vaut

g=to L= =

Le dénominateur vaut

La relation entre la contrainte exacte et le champ de déformations du déplacement exact U est:
gem — Cg(uel’)

ou encore

g(uem) —_ C—lgez
Donc en remplacant dans I’expression de a(u®", u®*), ona:
a(gem’gex> — / gexTC—lgeac do
Q

Le numérateur vaut

soit aussi

a(ueac _ uh’ueac _ Qh) _ / (ET(M%) _ ET(Mh)) C (E(ueac) _ E(ﬂh>) d0
Q
En suivant la méme démarche que pour le dénominateur, on a :

A — o u” — ) = /Q <gezT B _hT) c-! (gez B gh) 10

Finalement, I’erreur relative globale & vaut

/Q (gexT B ghT) c-! (gex B gh) 40

/gexchlgew dQ
Q

& =

La contrainte exacte g°” n’est pas connue, mais I’'idée est de la remplacer par la contrainte
lissée 7. La contrainte lissée est en effet plus réguliere que la contrainte o(u"), elle approche
mieux la réalité que o (u”).

En remplacant o°* par & on obtient une estimation de 1’erreur relative &£, on note cette estima-

. /Q (a7 (a2 - ") a0

/ 5TC5 dO
Q

tion 6 :

En notant 6, la quantité définie pour I’élément e telle que

/Q (e -2")o (a-o") a0

/ 5TC5 A0
Q

0 =

e
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maillage initial

résolution de KU = F

calcul de la contrainte lissée &

calcul de la contribution 6, de chaque élément a I’erreur globale 6
calcul de I’estimation de I’erreur globale 6% = > 62

rafinage des zones maillage optimisé :
contribuant le plus - chaque €élément contribue de la méme fagon a I’erreur
a l’erreur globale - I’erreur globale est inférieure a I’ objectif ©

I

Figure [X.4 - Processus itératif de maillage adaptatif.

ou (), est le domaine de I’élément ¢, on a

nb. elts

0= 02
e=1
La quantité 6, est la contribution de I’élément e a I’erreur relative globale.

IX.2.4 Maillage adaptatif

On peut faire des itérations sur la construction du maillage a partir du résultat d’un calcul, no-
tamment en calculant I’estimateur d’erreur globale ainsi que les contributions 6. des éléments a
I’erreur relative globale 6. Le maillage est alors rafiné dans les zones qui contribuent le plus a
I’erreur globale. La stratégie de maillage adaptatif peut alors étre automatisée afin que chaque
élément contribue de la mé&me facon a I’erreur globale tout en ayant une erreur globale relative
inférieure a une valeur objectif fixée par utilisateur et notée ©. Ce processus itératif est détaillé

sur la figure 1X.4.
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X.1 Modéle de poutre

X.1.1 Modéle géométrique

La figure X.1 montre un assemblage de poutres permettant de construire une charpente métallique.

Une poutre est un solide dont une dimension est plus grande que les 2 autres.

HaLTY

Figure X.1 — Charpente constituée d’un assemblage de poutres

Dans le cadre de ce cours, on ne s’intéresse qu’aux poutres droites. De plus, on suppose que
les poutres ont des sections constantes.

On étudie un élément fini de poutre connecté a 2 nceuds a et b (Fig. X.2). Un repere local
(?, 7, 7) est attaché 2 I’élément, I’axe @ coincide avec la ligne moyenne de la poutre. L’é1é-
ment a pour longueur L suivant Zeta pour section constante S. Le domaine tridimensionnel €2

associé a la poutre est alors
Q=1[0,L] xS
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Figure X.2 —Elément de poutre

X.1.2 Hypothéses cinématiques

On note M (x,y, z) un point de 2 et m(z) sa projection sur sa ligne moyenne. On se restreint dans
ce cours a des mouvements dans le plan (z,y) d’une section S de la poutre. On fait I’hypothése

qu’une section S reste plane aprés déformation, et qu’elle a un mouvement de solide rigide :
— translation suivant 2’ (notée u(z)) et translation suivant 3/ (notée v(z)),
— rotation autour de 7 d’un angle § = —f qui ne dépend que de x.
On note o o(m) = u(z) @ +v(z) Y le déplacement de m. En supposant que les déplacements
et les rotations sont petits, le déplacement de M s’écrit :
— =
U(M)=Uo(m) + MmA ¢ =u(@)T +v(2)Y — (YT +27) A (~B(2)7)
donc
U(M) =u(@)T +v(@) Y +yBa)T
soit
v(@) (@7

On pose alors I’ensemble V des champs de fonctions “suffisament régulieres” définis de [0, ]

vers R :
v f “réguliers” : [0, L] — R
- v = ()

Le champ de déplacement de la poutre est alors 7(]\/[ ) tel que
Vo0, ; V(y2) €S,
T (w,y,2) = (u(z) + yB()) T + v(x) Y

avec u, v, 3 € V.

X.1.3 Ecriture de la relation déformations-déplacement

Les déformations associées a un champ de déplacement o dela poutre sont calculées a partir de :
1
e() =3 (Grad(W) + Grad” (7))

soient : 3
€y = %(u + y/B) =Uyg + y/B,ac
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0 0
2€acy = 8_y(u+yﬁ)+%v :B"i_v,ac

€yy = €22 = €z = €y, = 0.

Seules les déformations ¢, et €., ne sont pas nulles. On note alors les déformations sous la forme
GII
€= .
264y

— la déformation de membrane e = u ; ,

En notant

— la courbure x = 3, ,
— et la déformation transverse v = v, + 3,

on a les relations suivantes reliant €, et 2¢,, avec e, y ety :

€ox =€+ YX, €t 2€p =7.

X.1.4 Relation de comportement

Une poutre étant un milieu mince dans les deux directions 7 et 7, et étant sollicitée seulement
dans le plan (x,y) on suppose que les seules contraintes non nulles sont la contrainte axiale o,

et la contrainte de cisaillement transverse o,,. On note les contraintes sous la forme

La loi de Hooke
1
€= ;VO' — %TT(O’)I
donne alors :
1+v v 1 1+v
€xx = E Ozx Eamm Eozz et €xy = E Ozy
soit
E 0 E 0
c- 0] [ ]
0w 0
X.1.5 Energie de déformation
Avec les hypotheses précédentes, 1’énergie de déformation vaut :
1 T 1 L e+ yx
ED:—/gng:—/ /[(6+yx)7]0 dS dx
2 Ja 2Jo Js vy

1 L 1 L
ED:—/ /(e+yX)E(e+yX)dex+—/ /wwdex
2 Jo S 2Jo Js

soit aussi en développant les expressions

1 L 9 1 L 9 9 1 L 1 L 9
Ep = —/ /Ee dez+—/ /y Ex dez+—/ /QyEededx+—/ /pw dS dz
2o Js 2Jo Js 2Jo Js 2Jo Js
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K

0 X

Figure X.3 — Hypothése d’Euler-Bernoulli pour une poutre en flexion.

En remarquant que F, e, ¥, i et vy ne varient pas dans S, on a

Lt Lt 2 Lk Lk,
Ep = —/ Ee / de:L“Jr—/ Ex /y de:L“Jr—/ Eex/ 2dedx+—/ Wy / dSdz
2 Jo S 2 Jo S 2 Jo S 2.Jo S

On remarque que :

/ dS = S, aire de la section;

s

/ y dS =0, par définition du centre de section;
s

/s y*>dS = I, moment quadratique de la section autour de Z.
En remplacant dans I’expression de 1’énergie de déformation, on a alors :
Ep =Ep + &L+ &5
avec

2
L’énergie de déformation peut s’écrire sous forme de trois contributions :

1 /L 1 /L 1 L
575:—/ ESe?dz; Sf:—/ EI y?dz; SCt:—/ wS 42 dx
2 Jo 2 Jo 0

— & : énergie de déformation de traction-compression (membrane),
— & {) : énergie de déformation de flexion,

— &5 : énergie de déformation de cisaillement transverse.

X.1.6 Hypothéses sur les déformations transverses
Hypothése d’Euler-Bernoulli

L’hypothese d’Euler-Bernoulli suppose que la déformation transverse ¢, est nulle. Ce modele est
valable pour les poutres dites "minces". On note § = —f. La relation qui relie 6 et v pour que
€xy = O est:

V=2€y=0+v,=0
ce qui entraine que f = —wv, et donc que § = v,. Autrement dit, une section initialement
perpendiculaire a la ligne moyenne reste perpendiculaire a la ligne moyenne déformée (Fig. X.3).

L’énergie de déformation en fonction de u et v vaut :

1 L
575:—/ ESu? dx
2 Jo ’

1k 1k 1 [k
gf:—/ Elxzdx:—/ Elezxdx:—/ EI v, dx
2 Jo 2 Jo ’ 2 Jo ’

EL =0
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Hypothése de Timoshenko

L’hypothese de Timoshenko prend en compte la déformation transverse €,,,. Ce modele est valable

pour les poutres dites "épaisses”.

Elément fini de traction-compression : élément barre
On ne s’intéresse dans ce paragraphe qu’a la partie traction-compression de 1’énergie de déforma-
tion, soit

1 L
5’5:—/ ES ¢ du.
2 Jo

Espace discrétisé

On construit I’espace V," correspondant au déplacement axial u () dans un élément & partir de 2

fonctions de forme telles que le déplacement axial discrétisé u”(z) € vuﬁ s’écrive sous la forme
h
u"(2) = o (x)uq + 0p(2)uq

A partir de la base canonique polynomiale [1 x|, on montre que les fonctions de forme ¢, et v,

ont pour expressions .
X

et vp = —

(pazl_ I

T
L
On a alors dans I’élément :

u"(x) = [¢a @] l Z‘; ] =®.U,

Opérateur gradient discrétisé

La partie membrane des déformations e s’écrit en fonction du déplacement v comme e = u ; Soit

aussi

Uq
e=[Qaz Poz]
Up
En posant B,,, I’opérateur gradient discrétisé pour la partie traction-compression tel que

11

Bm:[()@a,w (Pb,x]: |:_Z E:|

on a
€= Bmge

Matrice de rigidité

En remplacant dans I’énergie de déformation, il vient :
1 [k 1 [k
e — 5/ ES ¢ d = 5/ ESUTBLB,U, d.
0 0

Soit aussi .
Ep = 5Q’;f/o ES B! B,, dzU,.



X.24

90 Eléments finis de barre et poutre

Q. : barre e

Figure X.4 — Structure de type treillis de barres

En posant la matrice de rigidité de traction-compression
L
KC — / ES BT B,, dz
0

ona

1
& = SUTK; U,

En remplacant B,,, par son expression, on a :

11 -1
BI'B,, = —

En intégrant de 0 a L, on a alors la matrice de rigidité de la partie traction-compression qui vaut

1 -1
Ko 8
L | -1 1

Calcul de treillis de barres

Un treillis est une structure composée de poutres que 1’on suppose rotulées entre elles (Fig. X.4).
Les barres sont connectées entre elles par des nceuds, centres des liaisons rotules. Les articula-
tions sont supposées parfaites. Cette simplification permet de résoudre relativement facilement le
probleme. Méme si les liaisons ne sont pas réellement des rotules mais des liaisons boulonnées,
on peut considérer dans une premiere approche la structure comme un treillis de barres rotulées.

Cela permet de trouver une bonne approximation des efforts normaux dans les barres.

Une barre rotulée a ses deux extrémités ne subit que de la traction-compression. Chaque barre
reste un segment de droite apres déformation, la figure X.4 montre la déformée globale d’un
treillis (barres en tirets).

Dans le cadre de ce cours, on se place dans le cas des treillis plans afin de simplifier les
développements.

Un élément e est caractérisé par ses 2 nceuds a et b, par sa longueur [, et par I’angle a. qu’il

i st R — a
fait avec ¢ 1. On attache a I’élément un repere local £ . = ﬁi
| ab ||



X.2 Elément fini de traction-compression : élément barre 91

L’énergie de déformation d’une barre ne dépend que des composantes axiales des déplace-
ments des nceuds : .
&p = JUIKLU..

avec

et

Or en notant
ona
U (neeud a) -

De méme, ona:

Sous forme matricielle, on a :

Ua
7(noeud a) - ?e | cosa. sinae 0 0 V.,
7(n03ud b) - ?e 0 0 COS e SIN Qv Uy
Vb

En posant la matrice de passage T; permettant de passer des déplacements des nceuds écrits dans

le repere global aux déplacements des nceuds écrits dans le repere local :

COS (Ye SN (ve 0 0
T, =
0 0 COS (e SIN Qe
etennotant U, = [U, V, U, V, ]T les déplacements des nceuds dans le repere global, on a

U (neeud a) - E}e _TU
W (noeud b) - ?e S

En remplacant dans I’énergie de déformation, on a :

1
€ = U T K TLU..
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ou K¢, estla matrice de rigidité de la partie axiale de la poutre développée précédemment :

K;:ES 1 -1
le | =1 1

Le calcul de T K¢, T, donne la matrice de rigidité de 1’élément barre dans le plan (z,y) :

2 2

COS” Qe COS (O SIN Qv — COS” (e — COS (¢ SiN (g
Ko ES COS (¥ SIN (e sin? oy, — COS Qe Sin @ —sin? a,
barre — l 2 . 2 .
e — COS” Qe — COS Qe SiN @ COs” Qg COS Q¢ SiN Qv
. = i 2 . - G2
— COS Qe SiN Qe —sin” a, COS Q¥ SIN Qe sin” ay,e

L’énergie de déformation de I’élément barre vaut alors

1
ggb = §QZK§arreQe :

X.3 Elément fini de flexion de type Euler-Bernoulli

On ne s’intéresse dans ce paragraphe qu’a la partie flexion de 1’énergie de déformation avec

I’hypothese d’Euler-Bernoulli, soit

PR 1L
ED:—/ ET x dxz—/ Elv’mdx.
2 Jo 2 Jo

X.3.1 Espace discrétisé

On construit I’espace VVZ dans un élément a partir de 4 fonctions de forme 1, @9, @3 et @, telles

que toute fonction v" et V" s*écrive sous la forme :
V() = 01(2)va + ©2(2)04 + p3(z)vy + pa()0s

ol v, et v, sont les déplacements suivant 7 des deux nceuds et 6, et 6, sont les rotations des

sections aux deux nceuds. On a alors dans un élément :
vh(x) =®.V,

avec
@, = [p1(7) pa(x) @3(x) @a(z)]

et
Ke:[ Vq 9(1 (% 91) ]T-

On définit V comme
VI = vect {1,2,2%, 2%} = vect {p1(2), ¢a(x), ¢3(x), pa()}

En prenant successivement les 4 termes de la base canonique polynomiale de V", on a :
— pour u(z) = 1;u"(2) = 0
ul(0) = 1,u"(L) =1
o1(x) + @3(z) =1



X.3 Elément fini de flexion de type Euler-Bernoulli 93

1.0 A 1 1.0 1
0.5 - 0.5 -
Y2
— ‘ - N —
! 0.5 1.0 ! 0.5 1.0
1.0 1
0.5 -
: 4
_— L — —_— L —
' 0.5 1.0 r e ——"1.0

Figure X.5—Fonctions de forme d’Hermite de 1’élément poutre d’Euler-Bernoulli pour L = 1.

— pour u(z) =z ul(z) =1
u(0) =0,u(L) =L

2(z) + p3(x) L + p4(z) = x

— pour u(z) = 22 : u" () = 22
u"(0) = 0, u"'(0) = 0, (L) = L2, u'(L) = 2L

@3(2)L* + p4(2)2L = 2*

— pour uP(z) = 23 : u" () = 322
u(0) = 0, u" (0) = 0, u"(L) = L3, uM'(L) = 3L2

©3(x) L + p4(2)3L% = 2°

Ces 4 équations s’écrivent sous forme d’un systéme a 4 inconnues :

10 1 0 1(z) 1
01 L 1 pa(z) | | =
0 0 L? 2L 3(z) x?
0 0 L3 3L? w4(x) 3
La solution de ce systéme est
3 9, 2 3. 2 9, 1 3
wl(x)zl—ﬁx —l-ﬁx ; 902(:6)::6—595 +ﬁx
3 o 2 3. Lo, 1 3
p3(x) = P L w4(z) = 77 + 727

Les fonctions ¢; sont des polyndmes de degrés 3, ce sont des polyndmes de type Hermite (Fig.
X.5).
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Opérateur gradient discrétisé

La courbure y s’exprime en fonction du déplacement transversal v comme

9
X = T o2
soit pour un champ de déplacement discrétisé v :
62
T TP

En posant B I’opérateur gradient discrétisé pour la partie flexion tel que

0? " " " "
By = 55%. = [¢{(2) &5(2) &) ¥i(@)],

ona
x=-B;V,.

Les dérivées secondes des fonctions de forme valent :

)= 2(3 Do) 5 )= 2(~1+4 2a)

Matrice de rigidité
Le calcul de la matrice de rigidité pour la partie flexion se fait en calculant I’énergie de déforma-

tion de flexion associée & un champ de déplacement discrétisé v :

1 L
&l = 5 vr E[/O BIBydz V..

=K§
L'expression de K% est :
p1(@)el(x)  ei(e)es(x) @i (e)es(e) @i (x)el(z)
Ky= it [*| AOAE A A A |,
! o | w3(@)ei(x) (r)ea(e) ¢5(@)es(e)  e5(2)ei(z)
Pi(@)ei(x) ei(e)es(e) i(r)es(r)  ei()ei(e)

La matrice de rigidité de I’élément vaut pour la partie flexion :

6 3L -6 3L

. 2FEI| 3L 2L* -3L IL?
Ky=—5

L -6 —-3L 6 —3L

3L L[> 3L 2L?
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Xl.1 Modéele de plaque

X1.1.1 Modéle géométrique

Une plaque est un domaine dont une dimension, I’épaisseur notée h, est plus petite que les deux
autres (Fig. XI.1). Le plan moyen (noté S) de la plaque a pour repere (7, 7) La troisieme
direction 7 est celle de I’épaisseur. Le domaine €2 de la plaque peut étre défini comme :

h h

D=5 |—%,=
23
ol un point M € (2 a pour coordonnées (z,y, z) avec (z,y) € S et z € [—%, 2]. La projection de

M sur le plan moyen S est notée m(z, y).

S : plan moyen

Figure Xl|.1 - Structure de type plaque.
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=4 Nﬂy > Nyﬂ
T e | T s
Yk x [

[
B xjx x
S v | T

Figure Xl|.2 — Cinématique de plaque.

X1.1.2 Hypothése cinématique

On appelle "segment" un segment de droite initialement perpendiculaire a la surface moyenne de
la plaque en un point m. On fait I’hypotheése que ce segment reste droit apres déformation, mais
pas nécessairement perpendiculaire a la surface moyenne. Autrement dit, chaque segment a une

cinématique de corps rigide qui peut étre décomposée en 2 effets (Fig. X1.2) :
— déplacement suivant T et 7 (effet membrane),
— rotation des segments autour du plan moyen et déplacement suivant 7 (effet flexion).

Le déplacement de m est noté  (m) :
o (m) = ulz,y) T + v(z,y) ¥ +wlz,y) 7.

La rotation d’un segment autour de 7 est notée — By, la rotation autour de 7 est notée 3, soit la
) -
rotation €} = —,By? + ,8x7.

En supposant que les déplacements et les rotations sont petits, le déplacement de M s’écrit
— =
U(M) =0 (m)+MmAS = u(z,y) 7 +o(z,y) Y +w(z,y) 2 —2 2 AN=By(x,9) T +5:(2,9)F)

Le champ de déplacement de la plaque est alors Y(M ) tel que

h h
V(z,y) €S ; Vze [5,5},

U(z,y,2) = (u(z,y) + 2B (z, y))? + (v(z,y) + 26y (z, y))? +w(z,y) 7

ou encore

u(z,y) + 2B (z,y)
U(M) = v(z,y) + 20y (x,y)
w(w,y) (@,7,7)

avec u, v, w, 3, 3y, € V. Ce dernier ensemble V est I’ensemble des champs de fonctions “suffisa-

ment régulieres” définis de S vers R :

v { f “réguliers” : S — R }
z,y = f(x,y)
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X1.1.3 Ecriture de la relation déformations-déplacements

On remarque que I’hypothese cinématique précédente conduit a €,, = 0, on note alors les défor-

mations sous la forme

eII

Cyy

€= 263:3/

€5,

26y,

On sépare les déformations en 2 parties :
— partie plane des déformations :
€xx U, ﬁ:t,:l)
Cyy | = Uy +z Byy
26432/ u,y + v,x ﬁaﬂ,y + ﬁy,x
— =x

ou e caractérise les effets membrane et y caractérise les effets flexion (courbures),

— partie hors plan des déformations : déformations transverses
2€ |
2¢€y.

X1.1.4 Relation de comportement entre les déformations et les contraintes

B + W,z

By +wy
—_——
=

Une plaque étant un milieu mince, on suppose que la contrainte o, est nulle dans toute la plaque.
Ceci est en contradiction avec I’hypothése cinématique qui donne €., = 0, mais le modele ainsi

défini donne malgres tout de bons résultats. A partir de la loi de Hooke

1+v 1%
€= o — —Tr(o)1
E El ( ) )
les déformations s’écrivent en fonction des contraintes comme :
1+v v
€xx = E Ogx — E(O-a:a: + Uyy)
14+v v
Cyy = T%y - E(Um + oyy)
1% 1+v 1+v 1+v
€2z — _E(wa + Uyy) y  Cxy = Tgxy y Cxz = E Ozz 5 Cyz = Tgyz-
En inversant ces relations, on a
[ 0w | [1 v 0 0 0 | [ €s |
Oyy B v 1 0 0 0 €yy
_ _ 1—v _
= | Ogy —m 0 0 5= 0 0 26$y =Cet.
Oz 00 0 L o0 2642
| oy | L0 0 0 0 12 ][ 2]

On sépare les contraintes en deux parties comme pour les déformations :
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— contraintes dans le plan :

Avec ces notations, les relations entre les contraintes et les déformations s’écrivent :

Oga B 1 v 0 €ra
Oyy | = =2 v 1 0 €yy
Oy 00 L% 2y
c
et
[om]: sy 0 [2%]
Oyz 0 2(1€u) 2¢y:
Cs

XI.1.5 Energie de déformation

Avec les hypotheses précédentes, 1’énergie de déformation vaut :

_1 T _l T T Cl 0
ED—Q/Qgng—Q/Q[(ngzx) gl ][ e dQ2

L’intégrale dans (2 est décomposée en une intégrale sur la surface moyenne S et une intégrale
dans I’épaisseur suivant z :

e+ zx
J

h
1 3
Ep = > / / X {QTC1Q + 22T C1x + 2x"Cre + ze" Cix + VTcz’Y} dzdS
S 75 - - - - - -
Dans le cas homogene isotrope, les matrices de comportement C et C'; sont constantes dans
I’épaisseur et ne dépendent donc pas de z, ce qui n’est pas le cas pour les matériaux composites.
Les intégrales dans 1’épaisseur valent :

h

3 3 5 h3
hdz=h; / zdz=0 ; / 22dz =

L’énergie de déformation vaut alors

NIy

Ep = 1/ {heTC'e + h—3XTC’1X + thCw} ds

2/ 7122 = = T

On remarque que les termes de couplage entre x et e disparaissent dans le cas d’un matériau
homogene et isotrope, contrairement a un matériau composite pour lequel il y a un couplage.

Finalement, en posant les matrices de comportement suivantes intégrées dans I’épaisseur :

=h 1 v O
C’m:hC’lz—2 v 1 0 ,
1—v
0 0 iz



2 “
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T

Figure XI|.3 - Différences entres les modeles cinématiques de Kirchoff-Love et Reissner-Mindlin

B3 i 1 v 0
Cf:E(;H:m v 1 0 5
00 1
Eh 1 0
C.=hCy = —— .
20+v) |0 1

I’énergie de déformation s’écrit sous la forme :
1 1 1
Ep == / el'CedS + = / X 'CrxdS + = / ~TC.y ds.
2Js 2 Js= = 2Js— -
L’énergie de déformation peut étre séparée en 3 contributions :

1
Ep = 3 / QTCmQ dS', énergie de déformation de membrane,
s

1
55 =3 /s XTC x dS', énergie de déformation de flexion,

1
gt = 5 / 7T C,~ dS, énergie de déformation de cisaillement transverse.
oL el

On a alors :
Ep=ER+ &L+ &8

X1.1.6 Hypothéses sur les déformations transverses

Deux hypothéses sont classiquement utilisées pour les plaques ; Kirchoff-Love ou Reissner-Mindlin
(Fig. X1.3).
L’ hypothese de Kirchoff-Love est I’équivalent de celle d’Euler-Bernoulli pour les poutres, on

suppose que les déformations transverses sont nulles :
€rz = €y, = 0.

Ceci entraine que
. _ ct
Br=—wy ; By =—wy, et &y =0.

D’un point de vue cinématique cela veut dire qu’un segment initialement droit et perpendiculaire
a la surface moyenne le reste aprés déformation. D’un point de vue éléments finis, il faut alors
qu’il y ait compatibilité entre w et les rotations /3, et 3,. L’espace d’approximation de w est géné-
ralement construit avec des polyndomes de degré 3 et les fonctions de forme sont des polyndmes

d’Hermite. Ce modele est adapté aux plaques élancées et minces.
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L’hypothese de Reissner-Mindlin est I’équivalent de celle de Timoshenko pour les poutres, on
prend en compte le cisaillement transverse. Ce modele est adapté aux plaques peu élancées et

plutdt épaisses.

Elément fini de type Reissner-Mindlin

Espace discrétisé

On défini I’espace V" comme I’espace des fonctions 4 2 variables engendré par les fonctions de

forme ; ou ¢ varie de 1 au nombre de nceuds n du maillage :

V= Vect {o1, 02, on}

Le champ de déplacements éléments finis o est alors écrit comme :
V(z,y) €S ; Vze [—— —} )

Ty, 2) = (W(,y) + 2802, 9) T + (" (2, y) + 2B (2,9)) Y + w(2,9) 7

avec u, o™, wh, B;j, ﬁ;} € V" Autrement dit, les déplacements et les rotations sont approximés

par les mémes fonctions de forme. En introduisant la matrice des fonctions de forme ® suivante :

D =[p,02,,¢n]

on a alors :

n

Uh(l/”y) = Z¢l(x7y)ul =®U ; Uh(xvy) = ngi(gjay)vi = oV

wh(xay) = Z%(%y)wz =®W ; 52(1.7:9) = Z(pl(.’,ﬂ,y>ﬁf = (I)&

Shwu) = 3 il u) 3 = B,

oulU,V,W, & et 3, sont respectivement les déplacements et rotations aux nceuds du maillage. Le
calcul au niveau élémentaire utilise toute la stratégie du calcul par éléments finis détaillée dans les
chapitres précédents. Aucune forme d’élément n’est imposée, ceci est valable pour les triangles

et les quadrangles.

Opérateur gradient discrétisé
La partie plane e des déformations vaut pour un champ de déplacement Uhde V!

o) o)

uh 90 2 9
,T oz h oz
, , ® 0 U
e(@y = o =0 2 ||" =0 2 =
ho L o h o v o B 0 @ Vv
Uy T Vg 9y O 9y O
Soit f
2% 0
@ U
e(vh) = 0 £& —
d o 4
2e Lo
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En posant B,,, I’opérateur gradient discrétisé pour la partie membrane tel que

9

2% 0
B,, = 0 8%@

o) 0

2o Lo

U
g(ﬁh):Bm[K].

La partie courbure x des déformations vaut pour un champ de déplacement U de V!

h 2 9 9
 ,x oz h oz P 0 ﬁ
(V" = h =l o 2 vl g 2 Er
X Yy Jy h Ay 0 & Ii; ’
ho4ogh 8 0 y 8 a Py
T,y Y,x dy Oz dy Oz
Soit
o)
=® 0 5
€T
x=| 0 Z£@ l 5 ] .
il d -y
@4) 5. P
En posant B I’opérateur gradient discrétisé€ pour la partie courbure tel que
0
7P ,O
Bi=| 0 4o
o) 9
8—y(I> 5. P

on a

X(Wb):Bf[%]-

La partie déformations transverses 7 des déformations vaut pour un champ de déplacement
T de VP

B+ wh 2 o] o]0
z T Wy oz o
AT") = 8" 4+ wh [%””Ol] h =[f§”01 0 @ 0 || B
; y By
Y Y Y LL Yy 0O 0 & .,
Soit
) W
52 @ 0
b= Y B
- 5® 0 @ || F
By
En posant B, I’opérateur gradient discrétisé pour la partie déformations transverses tel que
2% & 0
B t = i
‘ 2% 0 @
0y
on a
w

1(7h) = Bct &
By
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Figure Xl|.4 - Forces extérieures appliquées sur la plaque.

X1.2.3 Matrice de rigidité

En remplacant dans I’énergie de déformation, il vient

1 €T
&p = —/ {[QT VIBlCwBn | | +18:." B, 1B} CyBy Be
2 S —_— — &
w
HW" 5" 5, |BiCaBu | B | }dS
By
| BL.C.B,, | 0
1
Ep==-Q" / B1C,B, s Q
2— Js 0 . ., =
avec @ =[U" V" W' 8" p,"]".
La matrice de rigidité de I’élément plaque de Reissner-Mindlin vaut donc :
| BLC.B,, | 0
K* :/ Bg;Cctht ds.
S 0 .
+B}C;B; |

X1.2.4 Forces extérieures généralisées

Les forces extérieures sont appliquées sur le contour de la plaque ainsi que sur la surface moyenne
(fig. XI.4). Sur le contour, les forces surfaciques sont notées | f, f, f. ]. On suppose que la
force surfacique appliquée sur la surface moyenne n’est portée que par 7 et vaut F,. On note

s I’abscisse curviligne sur la ligne moyenne £ du contour de la plaque. Le travail des efforts
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Figure XI.5—Elément de plaque de type triangle 2 3 nceuds dans 1’espace.

extérieurs dans un champ de déplacement o de la plaque vaut

u(z,y) + 2f3:(z,y)

W = [ fy L] v+ 2o |+ [ )

’ w(,y)

h h h

-/ U fdzatey)+ 7 g,z v+ [ f de wiey)
contour, ligne=L — % — % — %
— —— N——
=tz (s) =ty(s) =t=(s)

h h
+/2h zfe dz ﬁ“"+/2h z2fy dz ﬁy}der/sz(:r,y)
-3 -3 S

=ma(s) =my(s)
ol t5(s), ty(s) et t,(s) sont respectivement les efforts linéiques sur le contour de la plaque suivant
T, et 7, et ol m,(s) et m,(s) sont les moments linéiques sur le contour suivant i/ et 7. Le
travail des forces extérieures dans un champ de déplacement 7 éléments finis de la plaque vaut

W(T") = UT / £ ()BT ds + V7 /

L L
+8.° / m,(s)®Tds + 3,7 / my(s)®Tds + W7 / E.®7ds
_ L - L S

t,(s)®@Tds + WT / t.(s)®Tds
L

En posant le vecteur des forces généralisées suivant :

[ ta(s)@Tds
[ ty(s)®@Tds
[oto(s)®Tds + [ F.®TdS |,
[ ma(s)®Tds
Jemy(s)®"ds

=
|

ona

W(vh) = Q"F.

X1.3 Assemblage de plaques dans I'espace

Les éléments de plaques peuvent étre utilisés pour calculer des structures composées de plaques
dans I’espace. Ils peuvent aussi étre utilisés pour modéliser des coques.
L’élément triangle est utilisé pour illustrer la démarche (Fig. XI.5). Cet élément est placé dans

I’espace associé au repere global (?, 7, ?) Pour chaque élément on définit un repere local plan

(7,9, 7):
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— laxe @ est porté par le vecteur ﬁ reliant le nceud 1 au nceud 2 :

12
7=
[B1)

— le vecteur 7 est construit de facon a étre perpendiculaire au triangle :

7 ATS

7:H?Aﬁw

— on en déduit I’axe 7 =ZANT.

Le déplacement et la rotation d’un segment dans le repére global (X, Y, Z) sont notés :
T =UxX+ Uy Y 4+ U, Z et G =0xX +0yY +0,2
Le déplacement et la rotation d’un segment dans le repere local (7, 7/, Z) sont notés :
T =uT +0) +w? et = B, 7 + By

Avec ces notations, on obtient les relations suivantes :
w=T7" (UXX2+UY7+UZ7) Cu=7- (UX7+UY7+UZ7)
w=7" (UXY+UY?+UZ?) B, =7 (exﬁwy?wz?)

By=—-7- (GXY oY + 927)

Ces relations écrites sous forme de matrice deviennent

uw] [7X 7Y T-Z 0 0 o 1%
v 7 X 7Y 7-Z 0 0 0 Uy
wl=|2.X 2.¥Y 2.-Z 0 0 0 Uz
Be 0 0 o v-X 7Y T-Z Ox
5] L o 0 0o -7-X -%-Y -7-2 ZY

ou la matrice T' de taille 5 x 6 est appelée matrice de transformation. L’énergie de déformation
vaut alors
€p = %diKSdQZd = %di TTKzedT Usq
=K3,
ou K, est la matrice de rigidité de I’élément de plaque dans son plan vue dans la section précé-
dente.

La matrice de rigidité de I’élément plaque dans I’espace vaut donc

K, =TT'KS,T.
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XII.T Objectifs

Les objectifs de la décomposition de domaine sont multiples :

— utiliser un ordinateur a architecture parallele, ou plusieurs ordinateurs connectés en réseau

(cluster),
— coupler des structures constituant une syst¢eme mécanique,
— coupler des formulations différentes (ex : couplage fluide-structure)

L’idée est de séparer le "gros" probleme initial en plusieurs "petits" problémes a résoudre séparé-
ment.

La méthode de Schur " primale porte son nom du fait que les inconnues nodales de I’interface
séparant les domaines sont des variables de déplacements, c’est a dire les mémes que celles des
sous-domaines. La méthode de Schur duale introduit pour sa part la variable duale du déplacement

a I'interface, soit le vecteur contrainte.

Xll.2 Méthode de Schur primale
XI1.2.1 Principe

Un probleme classique a résoudre en statique linéaire par la méthode des éléments finis abouti a
la résolution du systeme

KU=F

(1) mathématicien russe, 1875-1941
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interface

Ensemble des d.d.1. de U Us

sous-structure 1 sous-structure 2

7

Figure Xll.T - Décomposition en deux sous-structures.

ou K est la matrice de rigidité, U est le vecteur des inconnues de déplacements nodaux et £ est le
vecteur des forces nodales. Afin de simplifer les notations, le vecteur U ne contient que les degrés
de liberté non bloqués. Le probleme mécanique associé est représenté sur la figure XII.1.

Par soucis de simplicité, la structure est décomposée en seulement deux sous-structures (nu-
mérotées 1 et 2). Elles ne sont pas connectées entre elles mais elles sont en contact avec 1’in-
terface (numérotée 3). L’ensemble des nceuds de la structure est renuméroté de facon a avoir les
inconnues nodales appartenant a la sous-structure 1 dans le vecteur U;. On fait de méme pour la
sous-structure 2 et I'interface 3 pour les vecteurs U, et U. En utilisant ces notations, le systeme

a résoudre devient

K, 0 Ki; U, Fy
0 K, Kby Uy, | = | Ly
K{, Kj; K; || U Ey

On remarque que dans ce systéme, il n’y a pas de couplage entre les sous-structures puisqu’elles

sont choisies de facon a étre déconnectées.

Exercice XII.1 Proposer une numérotation des nceuds du maillage de la figure XIL.1 afin d’obtenir la séparation
entre les sous-domaines 1, 2 et 3. [ ]

La premiere étape est la résolution du probleme sans liaison pour chaque sous-structure. Cela
revient a résoudre indépendamment les deux systémes suivants :

K\Ujg=1F et KyUsyy=1F,.

Les deux vecteurs U, ; et U,,; obtenus sont complétés par les solutions avec liaison en introdui-
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sant les vecteurs U ,; et U, tels que
U=Uig+Uy, et U=Usq+Usy-

On remarque que cette premiere étape dite "sans liaison" revient a résoudre pour chaque sous-
structure un probleme pour lequel I’interface est encastrée (Fig. XII.1).

En remplacant dans le systeme initial, il vient

K, 0 Ki; Uig +Usu I
0 K, Kby Ugg +Usy | = | Eo
Ki; Kj; Kj Us s

Les deux premiers systemes donnent
K\Ujg+ KU+ Ki3Us = Fy,

et
KyUyg + KoUyy + KosUs = Fy.

En remarquant que K U, ; = F; et KoU,, = F,, il vient
KU, + Ki3U3=0, et KUy, + Ko3U3=0.
Le troisieme systeme d’équations donne

K EQle + K E),sz + Kg;’)QQSl + KgBQQal + K3Us = Iy

soit
KUy + KaUsy + KsUs = Fs — K3U g — KoyUsy
En notant
B=F3— KU1y — KyUsy
on a alors

KLU+ KLUy + K3Us = B

Finalement, le systeme a résoudre pour trouver U,;, Us,; €t Us est

K, 0 Ki3 Ui 0
0 K, Ko Usa 0
K% K2T3 K; Us B

Les deux premicres lignes du systeme donnent
Uy = —K{ ' K13Us et Upy = —K; ' KyUs
soit en remplacant dans la derniere ligne
~K{,K{'K3U; — Kl K5 ' KosUs + K3Uy = B

En notant
S=K; - KLK 'K;3 - KLK;' 'K
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=~ interface U,

Figure XI|.2 — Décomposition en n — 1 sous-structures avec n = 4.

on a alors le systeme suivant a résoudre :
SQ?) — B

La matrice S est appelée le complément de Schur.
Une fois que la solution U est calculée, il suffit de remplacer dans les expressions de U ,; et

U, écrites en fonction de U 5 pour avoir toutes les inconnues.

Xl1.2.2 Stratégie de résolution globale
Les différentes étapes sont donc :

1. Résolution sur 2 processeurs des problémes sans liaison :
K\Ujg=FE,, et KUpy=1I).
2. Calcul du complément de Schur :
S=K; - KLK 'K ;3 - KLK;' 'K
3. Résolution de I'interface :
SU; = Fy — Ki3U g — K33Usq
4. Calcul du probleme avec liaison
Ui = —K; 'Ki3Us, et Upy = —K; 'KasUs,.
5. Construction de la solution compléte :
U=Ujq+Uy, et U=Usq+Usu-

X11.2.3 Généralisation & plusieurs sous-structures

L’extension a plusieurs sous-structures se fait de facon naturelle. Avec un découpage en n—1 sous-
structures (Fig. XII.2) et en notant n I’interface entre les sous-structures, on a alors I’algorithme

suivant :



Xll.2 Méthode de Schur primale 109

1. Résolution sur n — 1 processeurs des problémes sans liaison :

KzU Ei?

Yist —
pouri=1an—1

2. Calcul du complément de Schur :
n—1
S=K,->Y KK 'K,
i=1

3. Résolution de I'interface :

n—1
SQn =r, - Z Kij;zgisl
i=1
4. Calcul du probléeme avec liaison

U

Yial — 7Ki_1KinQn
pouri=1an—1

5. Construction de la solution compléte :
Ui =Uig +Uia
pouri=1an—1

Exercice XlIl.2 Reprendre la démarche de résolution pour 3 sous-structures et une interface comme indiqué sur la
figure XII.2 [

Xl11.2.4 Calcul du complément de Schur

Le complément de Schur dans le cas de deux sous-structures s’écrit
S=K; - KLK 'K;3 - KLK, 'Ky

Ce calcul fait intervenir I’inverse des matrices de rigidité K; et K. Ces matrices étant en général
trés importantes, il n’est pas réaliste d’en calculer directement I’inverse. De plus K; ' est multi-
pliée a droite par K3 et & gauche par K, ce qui donne finalement une matrice dont la taille est
réduite a celle de I'interface en général tres faible.

Une facon de calculer directement le produit K K 13 sans calculer I'inverse de K est de
résoudre une succession de problemes en imposant les déplacements des nceuds de 1’interface a

0 ou 1 (Fig. XIL.3) : la ieme colonne de K L K5 est exactement la solution X ;, du probleme

K, Ki; Xy | |0
KL K; || L] |Y,

ou I; est le déplacement unitaire imposé a I’interface défini par

suivant :

L=[0...010...07 (eI estenieme ligne)
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-
- 1 - - -0

1

~
—
I
o O O O =
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X, =colonne 1 de —K; ' K3 X, =colonne 2 de —K; ' K13

Figure XI|.3 — Déplacement unitaire imposé a I’interface pour la calcul du complément de Schur.

interface
A
U, U,
s i’ %
probléme complet sous-structure 1, sous-structure 2,
domaine domaine )9

Figure Xl|.4 — Décomposition en 2 sous-structures par méthode Schur duale.

et ol Y, sont les efforts de réaction inconnus du probléme associé. En effet, le premier groupe

d’équations s’écrit

K.\ X, +Ki3l;,=0
ce qui donne la solution

X, =K/ 'Kl

soit la ieme colonne de —KflKlg.

En notant m le nombre de degré de liberté de I’interface, il suffit de résoudre successivement

le probleme avec

0 0
0 1 0

11: 12— im:
0 0 1

pour avoir toutes les m colonnes de — K; ' K3.
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Méthode de Schur duale

Principe

La méthode de Schur duale fait intervenir les inconnues d’efforts a I’interface. Par soucis de
simplicité on fait le développement pour deux sous-structures, leurs domaines sont notés {2, et {25
(Fig. X1II.4) et on néglige les forces volumiques. Les nceuds de I’interface sont cette fois compris
dans chacune des sous-structures. Ils sont aussi compris dans le maillage de I’interface.

On ajoute aux équations locales des domaines €2 et {25 la condition de continuité du déplace-

ment a I’'interface I’

71 :72 sur I’

ainsi que la continuité du vecteur contrainte a 1’interface
0'1%)1 = —0’272 sur I’

ol 71 et 72 sont respectivement les normales unitaires sortantes de €2y et {2o. En notant A le

vecteur contrainte a 1’interface on a
— —
0'171 =X sur [ et 0'272 =—X sur I

L’idée est d’ajouter ce vecteur contrainte aux inconnues du probleme. Avec cette convention, Y
est I’action de €29 sur 2; a travers ’interface I'. L’interface est une frontiere des domaines §2; et
Q5 sur laquelle les efforts extérieurs valent respectivement Y et —Y. Le vecteur contrainte Y est
souvent appelé multiplicateur de Lagrange.

La formulation variationnelle dans le domaine €2; est alors :
0

. . .. = = .
Trouver 71 cinématiquement admissible, tel que Vdu; avec du; = 0 sur 9,2, on ait

87 Crey dQ — Eﬁfﬁfdsf/%deszo
Q1 O I

La formulation variationnelle dans le domaine €2, est :

— —
Trouver 1 » cinématiquement admissible, tel que Vdus avec dug = ﬁ sur 0,2, on ait
— — ——>
5T Coey 0 — [ SulFeds + / 5uINdS = 0
Qo OFQa T

Enfin, la condition de continuité de déplacement est assurée en multipliant 1’équation Uy =

s par le vecteur contrainte virtuel (T/{ et en intégrant le long de I, ce qui s’écrit
—
VoA
/(T,(Tm ds - / STy dS = 0
r r

Discrétisation

La discrétisation dans les domaines €2 et {25 se fait de fagon classique :
71 =®,U, et 72 =®U,

ou ¥, et ¥, sont les matrices des fonctions de forme des sous-structures 1 et 2 et U; et U, sont

les déplacements nodaux associés. Le long de I'interface le vecteur contrainte est discrétisé par
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Figure XII.5 - Couplage de deux maillages incompatibles.

des fonctions de forme. En tridimensionnel et en supposant que 1’interface contient m nceuds, on

peut écrire

Ao é1 oo m O ... 0 0 ... 0

%

X=X |=]0 ... 0 ¢ ... ¢w 0 ... 0 |[A=®\A
A, 0 ... 0 0 ... 0 ¢ ... oém

avec A = [ g1 oo Aam Ayt o Agm Aot oo Ao |7
En remplacant dans la formulation variationnelle, on trouve de facon standard les matrices
de rigidité K, et K, des deux sous-structures, les efforts extérieurs £'; et F', sur les deux sous-

structures ainsi que les matrices de couplages Cy et Co), telles que

/ SuTNdS = sUT / &7®,dS A = —5UTCLA
T I

/F SuI NS = sUT /F B7®,dS A — SUTCyA

Finalement, la formulation variationnelle discrétisée s’écrit :
SUT K U +0U] CiaA = SUT Fy 5 U3 KoUy+0Us ConA = 6UL Fy ;s SATCT U, +6ATCL U, =0

ce qui donne le systeéme suivant a résoudre :

Kl 0 Cl/\ Q1 E1
0 K2 CZA QQ = EQ
cl, ¢t o A 0

Ce systéme peut étre résolu en suivant la démarche de la méthode de Schur primale (avec K3 =
0).

XlI1.3.3 Couplage de maillages incompatibles

L’avantage dans cette seconde approche est qu’il n’y a a priori pas besoin que les maillages des
sous-structures soient compatibles a I’interface (Fig. XIL.5). Ceci permet donc de raccorder des
maillages incompatibles provenant par exemples de bureaux d’études différents maillant les pieces
d’un mé&me assemblage.

Le choix du maillage de I’interface dans ce cas peut étre effectué de différentes fagons, ceci

n’est pas détaillé dans ce cours.
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Xlll.T Langage de programmation

Un langage de programmation est une interface entre ’homme et I’ordinateur qui permet de don-
ner des successions d’ordres a celui-ci. Les ordres sont écrits dans un fichier texte sans mise en
forme, appelé fichier source, a I’aide d’un éditeur de texte (a ne pas confondre avec un traitement
de texte). Ce fichier source est ensuite lu, puis transformé en langage machine par I’ordinateur qui

peut alors I’exécuter.

Les langages ont beaucoup évolué depuis le premier langage de programmation (assembleur)
qui était tres difficile & comprendre. Les langages modernes permettent d’utiliser des fonctions

(ou sous-routines), et sont, pour certains, orientés objet.

Les langages peuvent étre interprétés ou compilés :

— langage interprété : les instructions du programme sont lues, interprétées en langage ma-
chine puis exécutées au fur et a mesure. L’avantage réside dans la facilité de lecture et de

modification du programme, 1’inconvénient est la lenteur d’exécution.

— langage compilé : le programme est lu puis transformé en langage machine par un compi-
lateur pour créer un fichier exécutable. Ce fichier est ensuite exécuté. Les avantages sont
d’abord d’avoir une vitesse d’exécution du programme trés importante, ensuite de pouvoir
donner le fichier exécutable a une personne tierce afin qu’il puisse I’utiliser sans lui dévoiler
le fichier source. L’inconvénient est que apres chaque modification du fichier source, il faut

le re-compiler, ce qui rend la programmation plus lourde.
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# librairie de calcul scientifique
import scipy

print("Premier_programme_en,_Python")

a=3.14
b=2.78
i=3
w=1+1.0j

print("a_est_un_reel_: . ",a)
print("b_est_un_reel_:.",b)
print("i_est_un_entier_:_",i)

print("w_est_un,_complexe_: " ,w)
c=ax*b
print("axb_=_:.",c)
c=scipy.sqrt(a)
print("racine_carree_de_a_=_:_",c)
i=i+1
print("on_ajoute_1_a_i_:_",1)
i=i+1
print("on_rajoute_encore 1 _a_i_:",1)
Figure XlII. T — Premier programme en Python

Xlll.2 Le langage Python

Xll.2.1 Les bases du langage Python et son installation

Le langage Python est un langage interprété, orienté objet. Des librairies de calcul scientifique
sont utilisables. Ces librairies sont compilées, ce qui rend malgrés tout le langage performant

pour le calcul par éléments finis.

Un premier programme en Python (version 3.4) est proposé sur la figure XIII.1. L’indentation
des programmes est tre¢s importante, dans cet exemple qui est une suite d’actions sans boucles ni
conditions, toutes les lignes commencent a la premi¢re colonne. Tout ce qui suit le caractere #
n’est pas interpré par Python, c’est du commentaire. La librairie de calcul scientifique scipy est
d’abord chargée en mémoire. On écrit un message a I’écran, puis on affecte ensuite aux variables
a et b des valeurs réelles (type float). L’affectation mémoire et la déclaration du type de variable
sont automatiquement effectuées par Python, ce qui rend la programmation plus facile mais qui
ralenti I’exécution en contrepartie. On affecte a la variable i la valeur entiere 3 (type int). Si on
lui avait affecté 3.0 alors la variable i aurait été de type £1oat. On affecte a la variable w la valeur
complexe 1 + j (type complex). On affiche a I’écran les contenus de ces 3 variables, puis on
effectue quelques calculs en appelant la fonction racine carrée sqrt de la librairie scipy. Enfin,

on incrémente i de 1 deux fois de suite. Le signe = dans un programme est interprété comme une
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Premier programme en Python

a est un reel : 3.14

b est un reel : 2.78

i est un entier : 3

w est un complexe : (1+13j)

axb = : 8.7292

racine carree de a = : 1.77200451467
on ajoute 1 a i : 4

on rajoute encore 1 a i : 5

Figure XlII.2 — Résultat de Iaffiche 4 I’écran du premier programme en Python

affectation de variable, c’est a dire que I’instruction i=i+1 ajoute 1 a i : ce n’est pas une équation
a une inconnue a résoudre. Le résultat de I’affichage de ce programme est donné sur la figure
XII1.2.

L’installation de Python est relativement simple :

— Sous Ubuntu : via synaptic, installer : python3.4, idle-python3.4, python-scipy, python-numpy

et peut-€tre d’autres paquets si besoin...

— Sous Windows et Mac OS : installer la suite Anaconda qui contient Python, les librairies

de calcul scientifique et un éditeur de texte intégré.

Pour programmer, le plus pratique est d’utiliser un IDE (en anglais pour “integrated development
environment”, ¢’est a dire environnement de développement intégré) : par exemple idle-python
mais il en existe d’autres. Une fenetre d’exécution s’ ouvre, on peut éditer les fichiers en les ouvrant

dans un éditeur de texte intégré (file/open) puis les éxécuter avec run.

Exercice XlII.1 Ecrire un programme en Python qui calcule la fldche d’une poutre encastrée-libre a partir de sa
longueur L, de son module d’Young E, de son moment quadratique de section [ et de I’effort appliqué F'.

F

E T N Fre
__ | 3FEI

Xlll.2.2 Les conditions et boucles en Python

Le programme présenté sur la figure XIII.3 est un jeu de devinette tres simple. On cache un chiffre
i (ici 6) au joueur qu’il doit deviner. A chaque essai on lui dit si sa proposition est plus grande
ou plus petite que le chiffre caché. Il a droit a 3 essais. Ce programme fait appel & une boucle
conditionnée par la valeur de la variable j qui compte le nombre d’essais. On remarque qu’il y
a un premier niveau d’indentation qui correspond aux instructions de la boucle while, puis un
deuxie¢me niveau qui correspond aux tests de conditions if. Il n’y a pas de end en Python, la fin
d’une boucle ou d’une condition est marquée par la disparition de I’indentation. Cette obligation

d’indentation rend les programmes écrits en Python tres lisibles.
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print("Devinez_mon,_chiffre ,_vous_avez 3 _essais.")

L

# Chiffre a deviner

# Compteur des essais

while (j <= 3):

print("Essai_",j)
print("Entrez_votre_proposition:")
k = int(input())

if (k==i):
print("Bravo")
=99

if (k<i):
print("Mon_chiffre_est_plus_grand")

if (k>i):
print("Mon_chiffre_est_plus_petit")

io= j+l

if (j==4):
print("Vous n’avez_pas,_trouve

L

Figure XlII.3 - Jeu de devinette en Python

import random

print("Revision_de_la_table_de_multiplication.")
k=0 # Compteur des bons resultats

for i in range(20):
a=int (random.uniform (2,10))
b=int (random.uniform (2,10))

print(a,"x" ,b," _=")

¢ = int(input(’?’))

if c==(axb):
print("Oui")
k=k+1

else:

print("Non")

print("Note_sur_20:" ,k)

Figure XlII.4 — Révision de la table de multiplication en Python

mon_ chiffre_,etait_",i)




Xlll.2 Le langage Python 117

fla)>0
f(e)
a c = atb T b

Figure XIII.5 - Recherche du zéro d’une fonction par dichotomie

Le programme de la figure XIII.4 permet de réviser la table de multiplication et d’afficher une
note sur 20. Grace a la librairire random, on choisit deux 2 entiers au hasard entre 1 et 10 : la
fonction int transforme le réel tiré au hasard entre 2 et 10 avec random.uniform en un entier.
On affiche ces 2 entiers a et b a I’écran. On demande a I’utilisateur le résultat de la multication
que I’on stocke dans la variable c, puis on compare a la bonne réponse. Si la réponse est bonne,
on affiche oui et on incrémente le compteur k des bonnes réponses, sinon on affiche non. Ce

compteur doit étre initialisé a zéro au début du programme. On affiche enfin la note sur 20.

Exercice XlIl.2 Ecrire un programme en Python qui calcule la suite de Syracuse a partir d’un entier donné par
I’utilisateur. Le principe est de partir d’'un nombre entier plus grand que zéro; s’il est pair, on le divise par 2 ; s’il
est impair, on le multiplie par 3 et on ajoute 1. En répétant I’opération, on obtient une suite d’entiers positifs dont
chacun ne dépend que de son prédécesseur. La conjucture de Syracuse est que cette suite calculée depuis n’importe
quel entier strictement positif atteint 1. On peut utiliser la commande python x%y qui renvoie le reste de la division
de x par y. [

Xll1.2.3 Les fonctions en Python

Une fonction posséde un nom, des entrées, des sorties, des instructions et des variables propres, et
fait des appels éventuels a d’autres fonctions. Afin d’illustrer le principe de fonction en Python, on
écrit un programme qui calcule le zéro d’une fonction a une variable par dichotomie. L’algorithme

est le suivant (voir illustration sur la figure XIIL.5) :
Initialisation de a et b
Tant que b — a >tolérance faire
_ atb
c=5"
Si f(a) x f(c) >0 alors a < ¢ sinon b« ¢
Afficher ¢
Afficher le nombre d’itérations
Ce programme est donné sur la figure XIII.6. La fonction mathématique pour laquelle on

souhaite connaitre le zéro est entrée dans la fonction Python que I’on nomme mafonction. L'en-

trée est x, la sortie est valeur. Ici, on a choisit de chercher le zéro de la fonction cosinus. Le
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def mafonction(x):
import scipy
value = scipy.cos(x)
return value

print("Zero_de_la,  fonction _cosinus_entre_0_et 3.")
a=0.0
b=3.0
j=1  # Compteur des iterations
while ((abs(a—b))>1le—38):
j=j+1
ya=mafonction(a)
c=0.5x(a+b)
yc=mafonction(c)
if ((yaxyc)>0.0):

a=c
else:
b=c
print("nombre _d’iterations:",j)
print("Zero_de_la_fonction:" , c)

Figure XllI.6 - Calcul du zéro par dichotomie en Python

programme principal applique 1’algorithme de recherche de zéro par dichotomie, il appelle la
fonction mafonction plusieurs fois. Pour changer de fonction mathématique, il suffit de changer
son expression dans mafonction.

Exercice XlII.3 Programmer en Python le calcul de I’intégrale d’une fonction f(z), par exemple cos z, entre a et
b par la formule des rectangles avec n intervalles a définir. [

Le calcul matriciel en Python

La librairie scipy permet de faire du calcul matriciel. Pour les petites matrices comme les ma-
trices de rigidité élémentaires (jusqu’a 100x 100), elles sont stockées completement en utilisant
le type array. La figure XIII.7 présente un exemple de multiplication de matrices. Les matrices
sont écrites ligne par ligne. La fonction dot permet de faire une multiplication de matrices, toutes
les autres opérations classiques sur les matrices sont possibles.

Lorsque les matrices sont de grandes tailles, comme les matrices de rigidité de structures
(jusqu’a 1000 000x 1000 000), elles sont stockées comme des matrices creuses. Le principe est
de stocker chaque terme non nul en lui associant son emplacement en ligne et colonne dans la

matrice. Par exemple, on souhaite stocker au format creux la matrice suivante :

(46 69 0 0 0
15 1 38 92 0
30 2 0 0
7
8

5.5

7
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import scipy

A=scipy.array ([[1.1 , 0.0],
[ 8.7 , 0.07,
[ 0.0 , 2.6]1])

B=scipy.array ([[6.1 , 4.5 , 0.0 , 0.0],
[0.O , 5.5 , 3.7 , 1.91])

C=scipy .dot(A,B)

print C

Figure XllI.7 — Déclaration de matrices et calculs matriciels en Python

import scipy
import scipy.sparse

V=scipy .array ([4.6,1.0,2.0,5.5,8.0,6.9,1.5

,3.8,3.0,9.2,9.0,7.0,7.0])
,2,1,3,3,47)
1 1

I=scipy.array ([0,1,2,3,4,0,1, 1
3.4,1 ,3,1,4.3])

1,1
J=scipy.array ([0,1,2,3,4,1,0,2,
A=scipy .sparse.csc_matrix ( (V,(I,J)), shape=(5,5) )

print A.todense ()

Figure XIII.8 — Déclaration de matrices au format creux

On stocke les valeurs des termes de la matrice dans le tableau V' de réels, les indices des ligne et

colonne correspondant a chaque terme sont stockés dans deux tableaux de pointeurs I et J. Les

pointeurs en Python commencent a 0, ¢’est a dire que la premiere ligne d’une matrice est la ligne

0. On peut commencer par stocker les termes de la diagonale, puis les autres ensuite, mais I’ordre

n’a pas d’importance :

V=[] 46 1 2 55 8 69 15 38 30 92 9 7 7]
I=[ 0 1 2 3 4 0 1 1 2 1 3 3 4]
J 2 3 4 1 0 2 1 3 1 4 3]

Le programme Python correspondant a cet exemple est donné sur la figure XIII.8.

L’avantage du stockage creux des matrices est que 1’on peut répéter plusieurs fois les mémes

indices de lignes et colonnes avec des valeurs différentes, les valeurs s’additionnent automatique-

ment. Par exemple, on veut assembler les deux matrices suivantes 2 x2 dans une matrice 3x3 :

10 —-10
—-10 10
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import scipy
import scipy.sparse

V=scipy .array([10,-10,—-10,10,20,—20,—-20,20])
I=scipy.array ([0,0,1,1,1,1,2,2])
J=scipy.array ([0,1,0,1,1,2,1,2])

A=scipy.sparse.csc_matrix ( (V,(I,J)), shape=(3,3) )

print A.todense ()

Figure XlII.9 — Assemblage de matrices au format creux

20 =20
—-20 20

sur les lignes et colonnes [ 1,2 ]. Le résultat attendu est :

sur les lignes et colonnes [ 0,1 ], et

10 —10 0 10 —-10 O
—-10 10+20 —-20 | =| —-10 30 =20
0 —20 20 0 =20 20

Le stockage peut se faire avec les 3 tableaux suivants :

V=[ 10 —10 —10 10 20 —20 —20 20 |
I=[ 0 0 1 1 1 1 2 2]
J=[ 0 1 0 1 1 2 1 2]

ou 10 et 20 sont stockés séparément en [1,1]. Le programme Python correspondant est donné en
figure XIII.9.

Exercice XlIl.4 Ecrire un programme qui assemble automatiquement la matrice
10 —10
—10 10
dans une matrice 5x5 en assemblant sur les lignes et colonnes [0,1],[1,2],[2,3],[0,3],[3,4]. On pourra avantageuse-

ment utiliser un tableau de connectivité element tel que
elements=scipy.array([[0,1],[1,2],[2,3],[0,3],[3,4]11). u

Xlll.3 Le langage Fortran

Xlll.3.1 Les bases du langage Fortran et son installation
Le langage Fortran est un langage compilé. C’est un langage relativement ancien qui est utilisé
depuis longtemps par les scientifiques : la majorité des codes de calcul par éléments finis est écrit
en Fortran.
Un exemple de programme écrit en Fortran est donné sur la figure XIII.10. Les lignes du

programme écrit en Fortran commencent a la 7¢éme colonne, elles ne doivent pas dépasser la
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PROGRAM Bonjour

C commentaires: Declaration des variables

real a,b,c
integer i
complex w

C Corps du programme principal
C En fortran, on commence en 7eme colonne
c on arrete en 72eme:
C23456
printx, ’Programme_qui_dit_bonjour’
a=3.14
b=2.78
i=3

w=cmplx (1,1)

printx, ’a_est_un_reel_:_,
printx, ’b_est_un_reel_:_ ,b
printx, ’i_est_un_entier: ,i

)

printx, ’w_est_un_complexe_:_ ,w

c=axb

printx, axb_=_:." ,c
c=sqrt(a)

printx, ’racine_carree_de_a_=:_".c

LT

—

i=i+1
printx, ’on_ajoute_l_a_i_: . ,i
i=i+1
9

printx, ’on_rajoute_encore_l_a_i, : " ,i
END

Figure XIII.10 - Premier programme en Fortran
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72¢me colonne. Ce programme exécute les mémes actions que son équivalent en Python de la
figure XIII.1. La premiere ligne du programme commence par la commande PROGRAM En langage
Fortran, il faut déclarer les variables avant de les utiliser, c’est a dire préciser leurs types et leurs
tailles. Ici, a et b sont des réels déclarés de type real ; la variable i est un entier déclaré de type
integer.

L’installation de Fortran est relativement simple :
— Sous Ubuntu : via synaptic, installer : gfortran

— Sous Windows : télécharger gfortran depuis le site
http://gcc.gnu.org/wiki/GFortranBinaries#Windows,

puis suivre les instructions.

Pour exécuter le programme, il faut le compiler pour en faire un programme exécutable. Il
suffit de taper la commande suivante dans un terminal (en supposant que le fichier s’appelle
bonjour.f):
gfortran bonjour.f
Cela a pour effet de créer un fichier exécutable a. out que 1’on peut lancer en tapant a. out dans

le terminal.

Exercice XIII.5 Ecrire un programme en Fortran qui calcule la fleche d’une poutre encastrée-libre 2 partir de sa
longueur L, de son module d’Young F, de son moment quadratique de section [ et de I’effort appliqué F'.

F

BT FL3
N }m
N

Xl11.3.2 Les conditions et boucles en Fortran

L’exemple de la figure XIII.11 reprend I’exemple du jeu de devinette précédent afin de montrer
les équivalences des boucles et conditions en Fortran.
L’exemple de la figure XIII.12 reprend I’exemple du jeu de révision de la table de multiplica-

tion.

Exercice XlIl.6 Ecrire un programme en Fortran qui calcule la suite de Syracuse a partir d’un entier donné par
I’utilisateur. Le principe est de partir d’'un nombre entier plus grand que zéro; s’il est pair, on le divise par 2 ; s’il
est impair, on le multiplie par 3 et on ajoute 1. En répétant I’opération, on obtient une suite d’entiers positifs dont
chacun ne dépend que de son prédécesseur. La conjucture de Syracuse est que cette suite calculée depuis n’importe
quel entier strictement positif atteint 1. [

Xll1.3.3 Les fonctions en Foriran

L’exemple de la figure XIII.13 reprend I’exemple de recherche du zéro d’une fonction par dycho-

tomie afin de montrer les équivalences des déclarations de fonctions en Fortran.


http://gcc.gnu.org/wiki/GFortranBinaries#Windows
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PROGRAM Jeu
integer 1i,j

do while (j
printsx,
printx,
read * ,k

if (k.eq

endif

if (k.1t

endif

if (k.gt

endif

=g+l
enddo

END

printx, ’— Devinez_mon_chiffre
i=4 ! Chiffre a deviner
j=1 I Compteur des essais

printx, ’Vous_n’’avez pas, trouve

,k

L

.le .3)
"Essai_,’,j
"Entrez_,votre_proposition:

.1) then

printx, ’Bravo’
return /! Termine le programme

.1) then
printx, ’Mon_chiffre_est,_plus_grand’

.1) then
printx, ’Mon_chiffre_est,_plus_petit’

L]

vous_avez, 3 essais.

b}

mon_chiffre_etait_’,i

Figure XllIl. 11 —Jeu de devinette en Fortran
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PROGRAM Jeu
implicit none
integer i,k,a,b,c

rea

pri
k=0
do

enddo

pri
END

1 rand

ntx, '— Revision_de_la_table_de_multiplication.’
! Compteur des bons resultats

i=1,20

a=floor (8«rand (0))+2
b=floor (8«rand (0))+2
printx, a,’x’,b,’ =7’
readx,c
if (c.eq.(axb)) then
printx, ’Oui’
printsx,
k=k+1
else
printx, ’Non’
printsx,
endif

ntx, ’Note_sur_20:_ " .k

Figure XIII.12 — Révision de la table de multiplication en Fortran
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PROGRAM Dichotomie
integer i,j,k
double precision a,b,c,ya,yc,mafonction
printx, ’Zero_de_la_fonction_cosinus_entre_0_et_3.’
a=0.0
b=3.0
j=1 ! Compteur des iterations
do while ((abs(a—b)).ge.le—06)
j=j+1
ya=mafonction(a)
c=0.5x(a+b)
yc=mafonction(c)
if ((yaxyc).ge.(0.0)) then

a=c

else

b=c

endif
enddo
printx, ’nombre_d’’iterations:’,j
printx, ’Zero_de_la_fonction:’,c
END

double precision function mafonction(x)
double precision x
mafonction = cos(X)

RETURN

END

Figure XIII.13 - Calcul du zéro par dichotomie en Fortran
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PROGRAM Produit de matrices

double precision A(3,2),B(2.,4),C(3,4)
integer i,j .,k

A(l,1)=1.1 : A(1,2)=0.0
A(2,1)=8.7 : A(2,2)=0.0
A(3,1)=0.0 ; A(3,2)=2.6

B(1,1)=6.1 ; B(1,2)=4.5 ; B(1,3)=0.0 ; B(1,4)=0.0
B(2,1)=0.0 ; B(2,2)=5.5 ; B(2,3)=3.7 ; B(2,4)=1.9

do i=1,3
do j=1.,4
C(i,j)=0.0
do k=1,2
C(i,j)=C(i,)+A(i,k)*B(k,j)
enddo
enddo
enddo

do i=1,3
printx, (C(i, j), j=1.,4)
enddo

END

Figure XllI. 14 — Déclaration de matrices et calculs matriciels en Fortran

Exercice XlIl.7 Programmer en Fortran le calcul de I’intégrale d’une fonction f(z), par exemple cos z, entre a
et b par la formule des rectangles avec n intervalles a définir. [

XII1.3.4 Le calcul matriciel en Foriran

Xlll.4

Bien qu’il existe des librairies de calcul matriciel en Fortran, on peut programmer les multiplica-
tions de matrices en imbriquant 3 boucles comme dans I’exemple de la figure XIII.14. Le langage

Fortran ne permet pas a priori d’utiliser des matrices au format creux (sparse).

Utilisation de routines Fortran dans un programme en Python

On peut facilement utiliser des routines écrites en Fortran dans un programme écrit en Python. On
peut alors combiner les avantages des deux langages : vitesse d’exécution du Fortran (notamment
pour les boucles) et souplesse de programmation de Python (notamment pour la manipulation des
matrices sparses).

Par exemple, on peut écrire en Fortran une routine qui calcule le produit de deux matrices.
Cette routine, donnée sur la figure XIII.15, est sauvegardée sous le nom

1lib_multiplication.f. On construit une librairie Python a partir de cette routine Fortran en
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SUBROUTINE prodmat(A,B,C,1 ,m,n)
integer 1,m,n,i,j,k
real*8 A(l,m),B(m,n),C(1,n)

C entrees/sorties pour Python
Cf2py intent(in) A
Cf2py intent(in) B
Cf2py intent(out) C

do i=1,1
do j=1,n
C(i,j)=0.0
do k=1,m
C(i,j)=C(i,j)+A(i,k)*B(k,j)
enddo
enddo
enddo
return
END

Figure XIII. 15 — Routine Fortran de calcul de produit de deux matrices

tapant dans le terminal :
f2py3 -c¢ -m lib_multiplication 1lib_multiplication.f
Les commandes suivantes (qui sont des commentaires pour Fortran) dans la routine promat :
Cf2py intent(in) A
Cf2py intent(in) B
Cf2py intent(out) C
sont interprétées par £2py afin de construire les entrées et les sorties de la fonction prodmat de la
librairie Python ainsi créee 1ib_multiplication.cpython-34m.so. Cette librairie peut alors
étre utilisée dans un programme Python comme dans I’exemple de la figure XIII.16. Dans cet
exemple, les tailles des matrices paramétrées par les entiers 1, m et n sont automatiquement gérées
par £2py et n’ont pas besoin d’étre précisées lors de ’appel de la routine depuis le programme
Python. La commande Python suivante :
print(lib_multiplication.__doc__)
permet de connaitre toutes les fonctions de la librairie 1ib_multiplication. La commande
Python suivante :
print(lib_multiplication.prodmat.__doc__)
permet de connaitre les entrées et les sorties attendues de la fonction prodmat.

Le résultat de I’affichage du programme Python de la figure XIII.16 qui fait appel a une librai-

rie Fortran est donné sur la figure XIII.17.
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import scipy
import 1lib_multiplication

A=scipy.array ([[1.1 , 0.0],
[ 8.7 , 0.07,
[ 0.0 , 2.6]1])

B=scipy.array ([[6.1 , 4.5 , 0.0 , 0.0],
[0.O , 5.5 , 3.7 , 1.91])

print(lib_multiplication.__doc__)
print(lib_multiplication .prodmat.__doc__)

C=lib_multiplication .prodmat(A,B)

print (C)

Figure XlII. 16 - Utilisation d’une libraire écrite en Fortran dans un programme en Python

This module ’lib_multiplication’ is auto-generated with f2py (version:2).
Functions:
¢ = prodmat(a,b,l=shape(a,0) ,m=shape(a,1) ,n=shape(b,1))

¢ = prodmat(a,b, [1,m,n])

¢

Wrapper for ‘‘prodmat‘‘.

Parameters

a : input rank-2 array(’d’) with bounds (1,m)
b : input rank-2 array(’d’) with bounds (m,n)

Other Parameters

1 : input int, optional
Default: shape(a,0)

m : input int, optional
Default: shape(a,l)

n : input int, optional
Default: shape(b,1)

Returns

¢ : rank-2 array(’d’) with bounds (1,n)

[[ 6.71 4.95 0. 0. 1
[ 63.07 39.15 0. 0. 1
[ o. 14.3 9.62 4.94]]

Figure XIII.17 —Résultat de I’affichage de I’ utilisation d’une libraire écrite en Fortran dans un programme

en Python



XIV — Code SILEX

SImuLation par Eléments finiX
A. Legay - Cnam Paris

XIV.1 Présentation

SILEX est un code de calcul par éléments finis écrit en Python et en Fortran. La figure XIV.1
montre les articulations entre les langages ainsi que les liens avec le logiciel Gmsh.

SILEX est articulé de la fagon suivante :

Programme principal Maillage
-
Coeur
Fortran
v
Python Résultats

Figure XIV.1 - Articulation du code SILEX
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— Le langage Python est utilisé pour :
— définir les parametres du calcul,
— lire le maillage,
— résoudre le systeme,
— écrire les résultats.

— Le langage Fortran est utilisé pour effectuer les calculs au niveau local et construire la ma-
trice de rigidité. Le langage python peut aussi étre utilisé pour cette partie, I’avantage étant
que SILEX fonctionne alors entierement en Python, I’inconvénient est que les temps de
calculs sont plus longs.

— Le logiciel libre Gmsh est utilisé pour faire les maillages et visualiser les résultats.

Le lien suivant donne une partie du code :
http://antoinelegay.free.fr/silex/silex.html.

Seules les routines pour le tétracdre a 4 nceuds dans le cas de statique linéaire sont disponibles
pour I’instant en téléchargement libre. Un premier exemple est traité sous forme de tutoriel sur ce

méme lien.

Coeur écrit en Fortran de SILEX pour le tétraédre ¢ 4 noceuds

Matrice de rigidité élémentaire
On rappelle que les fonctions de forme de I'un élément tétracdre a 4 nceuds sont solutions du

systeme d’équations suivant :

1 1 1 1 alT,y,2) 1
Lg Tp T g @b(xayaz) _ z
Yo Y Ye Yd e(®,y,2) Yy
Za Rb Rc Rd ¢d(I,y,2) <

En résolvant le systeme par la méthode de Cramer, on obtient les expressions suivantes :

1
iz, y,2) = @(ai + Bix + Yy + 6;2)
avec
T; T @ 1 1 1
ai =DMy owe ow Bi=D"y; we w
Zi 2k A Zj Rk 2l
1 1 1 1 1 1
Vo= (=1 2y ay w b= (=P z; zp x
Zj Rk 2l Yi Ye Ui

ou v est le volume de I’élément et en utilisant la permutation donnée dans le tableau suivant :
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a

b
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Le volume v de I’élément est le déterminant de la matrice suivante :
1 1 1 1
r1 X2 I3 T4

Y Y2 Ys Ya
21 22 23 24

v =

L’ opérateur gradient discrétisé de 1’élément tétraedre a 4 noeuds s’écrit :

[Ba 0 0 B 0 0 B 0 0 Bz 0 0]
0O % 0 0 % 0 0 7% 0 0 v O
ge_ L0 0 &% 0 0 & 0 S 0 0 04
v 0 da % 0 % W 0 0 7% 0 0q 74

da 0 Ba &% 0 B 0 0 Be dg 0 Py

L% Ba 0 % B 0 % B 0 v Ba 0 ]

L’expression de la matrice de rigidité élémentaire est

K= / B°TCB° dQ,
Qe
Etant donné que B¢ est constant, cette expression devient
K¢ =vB*"CB°*

La loi de comportement C' vaut

[ A +2u A A0 00
A A+2 X 0 0 0
c_ A A A+20 0 0 0
0 0 0 u 00

0 0 0 p 0
0 0 00 u|

Le calcul de v fait intervenir le déterminant d’une matrice 4 x 4 avec des 1 sur la pre-
miere ligne, on calcule de facon analytique ce déterminant puis on en crée une fonction Fortran
det44_ligne_de_un.

Les calculs des coefficients (3;, «y; et §; font intervenir le déterminant d’une matrice 3 X 3 avec
des 1 sur la premiere ligne, on calcule de facon analytique ce déterminant puis on en crée une

fonction Fortran det33_ligne_de_un.

XIV.2.2 Matrice de rigidité globale
La routine StiffnessMatrix effectue une boucle sur les éléments tétraedres a 4 nceuds afin de

calculer leurs matrices de rigidité et de les assembler. Les entrées de cette routine sont :
— les coordonnées des nceuds dans le tableau nodes de taille nb. neudsx3,
— la table de connectivité dans le tableau elements de taille nb. éléments x4,

— les propriétés matériau dans le tableau material (module d’ Young E et coefficient de Pois-

son v).
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La sortie de la routine est la matrice de rigidité globale sous forme sparse dans les 2 tableaux Ik
et Jk de pointeurs et le tableau Vk contenant les valeurs des matrices de rigidité élémentaires.

On calcule dans un premier temps la loi de comportement du matériau C' en fonction de F et
v. Dans un second temps, pour chaque élément e, on extrait les coordonnées des nceuds puis on
calcule la matrice de rigidité élémentaire ke de taille 12x12..

La routine StiffnessMatrix écrite en Python est aussi donnée dans la suite.
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Routines Fortran du cceur de SILEX :

RRRRRRRRRRR

double precision function det44_ligne_de_un(a)

implicit none

double precision a(3.,4)

det44_ligne_de_un=

end

a(l,2)*xa(2,3)*xa(3,4)+a(3,1)xa(1,3)xa(2,2)

—a(l,2)xa(2,4)xa(3,3)—a(2,2)«xa(l,3)*xa(3.,4)
+a(2,2)xa(l1,4)xa(3,3)+a(3,2)xa(l1,3)xa(2,4)
—a(3,2)xa(l,4)xa(2,3)—a(l,1)*xa(2,3)*xa(3,4)
+a(l,1)xa(2,4)xa(3,3)+a(l,1)xa(2,2)xa(3,4)
—a(l,l)xa(2,2)xa(3,3)—a(l,1)*xa(3,2)*xa(2.,4)
+a(l,1)*xa(3,2)xa(2,3)+a(2,1)xa(1,3)xa(3,4)
—a(2,l)xa(l,4)xa(3,3)—a(2,1)xa(l,2)*xa(3.,4)
+a(2,1)xa(1,2)xa(3,3)+a(2,1)xa(3,2)xa(l,4)
—a(2,1)xa(3,2)xa(l1,3)—a(3,1)xa(l,3)*xa(2,4)
+a(3,1)*xa(l1,4)xa(2,3)+a(3,1)xa(l1,2)xa(2,4)
—a(3,1)xa(l,2)xa(2,3)—a(3,1)*xa(2,2)*xa(l.,4)

¢ccceeeececcecceccececceccecececcecceccecceccecceccecceccecceccccecccceccceccccccccccccccccccccccccccccccccccccccce

Cf2py
Cf2py
Cf2py
Cf2py
Cf2py
Cf2py
Cf2py
Cf2py

&
&

&

double precision function det33_ligne_de_un(a)

implicit none

double precision a(2,3)

det33_ligne_de_un=

a(l,2)*xa(2,3)—a(l,3)*xa(2,2)

—a(1,1)*a(2,3)+a(1,1)*a(2,2)
+a(2,1)xa(1,3)—a(2,1)xa(1,2)

end

subroutine StiffnessMatrix (nbnodes ,nodes ,nbelem ,elements ,

implicit none

material ,Ik ,Jk,Vk)

integer nbnodes ,nbelem

double precision nodes(nbnodes ,3)

integer eclements (nbelem ,4)

double precision CC(6,6),Vk(12x12xnbelem)
integer Ik(12x12xnbelem),Jk(12x12%nbelem)

double precision m

intent(in) nbnodes
intent(in) nodes
intent(in) nbelem
intent(in) elements
intent(in) material
intent(out) Ik
intent (out) Jk
intent(out) Vk

aterial (2),young ,nu,lambda ,mu

double precision ke(12,12),X(4),Y(4),Z(4)

integer idnodes (4),

dofx (4),dofy (4),dofz (4),dofelem(12),p,e,i,]

double precision det_of_sys ,Vol,a34(3.,4),a23(2,3)
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double precision beta(4),gamm(4),delt(4),detd44_ligne_de_un

double precision det33_ligne_de_un ,BB(6,12)

young = material (1)

nu material (2)
do i=1,6
do j=1,6
CC(i,j)=0.0d0
enddo
do j=1,12
BB(i,j)=0.0d0
enddo
enddo
lambda = nusxyoung/((1+nu)*(1—2%nu))
mu = young/(2+(1l+nu))
do i=1,3
CC(i,1i)=lambda+2+mu
CC(i+3,i+3)=mu
enddo
CC(1,2)=1ambda;CC(2,1)=1lambda
CC(1,3)=1lambda;CC(3,1)=1lambda
CC(2,3)=1lambda ;CC(3,2)=1lambda

p=1
do e=1,nbelem
do i=1,4
idnodes (i) = elements (e, i)
python indexing
dofx (i) = (idnodes (i)—1)*3
dofy (i) = (idnodes (i)—1)*3+1
dofz (i) = (idnodes (i)—1)*3+2
enddo
do i=1,4
dofelem (1+3%(i—1)) = dofx (i)
dofelem (2+3*(i—1)) = dofy (i)
dofelem (3+3*(i—1)) = dofz (i)
enddo
do i=1,4

X(i)=nodes (idnodes(i),1)

Y(i)=nodes (idnodes (i) ,2)

Z(i)=nodes (idnodes (i),3)
enddo

a34(1,1)=X(1);a34(1,2)=X(2);a34(1,3)=X(3):a34(1,4)=X(4)
a34(2,1)=Y(1);2a34(2,2)=Y(2);a34(2.,3)=Y(3):a34(2,4)=Y(4)
a34(3,1)=Z(1):a34(3,2)=Z(2):a34(3,3)=27(3):a34(3,4)=27(4)

det_of_sys = det44_ligne_de_un(a34)
Vol = abs(det_of_sys/6)

a23(1,1) = Y(2);a23(1,2) Y(3);a23(1,3)
a23(2,1) = Z(2);a23(2,2) = Z(3);a23(2,3)
beta(l)=—det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = X(2);a23(1,2) = X(3):a23(1,3)
a23(2,1) = Z(2):a23(2,2) = Z(3);a23(2,3)

Y(4)
Z(4)

X(4)
Z(4)
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gamm(1)=+det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = X(2);a23(1,2) = X(3);a23(1,3) = X(4)

a23(2,1) = Y(2);a23(2,2) = Y(3);a23(2,3) = Y(4)

delt(l)=—det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = Y(1);a23(1,2) = Y(3);a23(1,3) = Y(4)

a23(2,1) = Z(1);a23(2,2) = Z(3);a23(2,3) = Z(4)

beta(2)=+det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = X(1);a23(1,2) = X(3);a23(1,3) = X(4)

a23(2,1) = Z(1);a23(2,2) = Z(3);a23(2,3) = Z(4)

gamm(2)=—det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = X(1);a23(1,2) = X(3);a23(1,3) = X(4)

a23(2,1) = Y(1);a23(2,2) = Y(3);a23(2,3) = Y(4)

delt(2)=+det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = Y(1);a23(1,2) = Y(2);a23(1,3) = Y(4)

a23(2,1) = Z(1);a23(2,2) = Z(2);a23(2,3) = Z(4)

beta(3)=—det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = X(1);a23(1,2) = X(2);a23(1,3) = X(4)

a23(2,1) = Z(1);a23(2,2) = Z(2);a23(2,3) = Z(4)

gamm(3)=+det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = X(1);a23(1,2) = X(2);a23(1,3) = X(4)

a23(2,1) = Y(1);a23(2,2) = Y(2);a23(2,3) = Y(4)

delt(3)=—det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = Y(1);a23(1,2) = Y(2);a23(1,3) = Y(3)

a23(2,1) = Z(1);a23(2,2) = Z(2);a23(2,3) = Z(3)

beta(4)=+det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = X(1);a23(1,2) = X(2);a23(1,3) = X(3)

a23(2,1) = Z(1);a23(2,2) = Z(2);a23(2,3) = Z(3)

gamm(4)=—det33_ligne_de_un(a23)

a23(1,1) = X(1);a23(1,2) = X(2);a23(1,3) = X(3)

a23(2,1) = Y(1);a23(2,2) = Y(2);a23(2,3) = Y(3)

delt(4)=+det33_ligne_de_un(a23)

do j=1.,4
BB(1,1+3%(j —1)) = beta(j)/(6.0d0xVol)
BB(2,2+3%(j —1)) = gamm(j)/(6.0d0*Vol)
BB(3,343%(j—1)) = delt(j)/(6.0d0xVol)
BB(4,243x(j—1)) = delt(j)/(6.0d0xVol)
BB(4,3+3%(j —1)) = gamm(j)/(6.0d0*Vol)
BB(5,1+3%(j —1)) = delt(j)/(6.0d0*Vol)
BB(5.,343%(j—1)) = beta(j)/(6.0d0xVol)
BB(6,1+3%(j —1)) = gamm(j)/(6.0d0*Vol)
BB(6,2+3%(j —1)) = beta(j)/(6.0d0*Vol)

enddo

ke = matmul(transpose (BB),matmul (CC,BB))* Vol

do i=1,12
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do j=1,12
Ik (p)=dofelem (i)
Jk (p)=dofelem(j)
Vk(p)=ke(i,j)
p=p+l
enddo
enddo

enddo
return
end

Routine Python du coeur de SILEX permettant de calculer la matrice de rigidité :

def stiffnessmatrix (nodes ,elements , material):

nelem = elements .shape[0]

1k = scipy.zeros(12%12%nelem,dtype=int)

Jk = scipy.zeros(12%12%nelem,dtype=int)

Vk = scipy.zeros(12x12xnelem,dtype=float)

beta = scipy.zeros ((4),dtype=float)

gamm = scipy.zeros ((4),dtype=float)

delt = scipy.zeros ((4),dtype=float)

A34 = scipy.zeros ((3,4),dtype=float)

A23 = scipy.zeros ((3,4),dtype=float)

B = scipy.zeros ((6,12),dtype=float)

dofelem = scipy.zeros(12,dtype=int)

dofx = scipy.zeros (4,dtype=int)

dofy = scipy.zeros(4,dtype=int)

dofz = scipy.zeros(4,dtype=int)

idnodes = scipy.zeros(4,dtype=int)

young = material [0]

nu = material [1]

lamb = nuxyoung/((l+nu)*(l1—2%nu))

mu = young/(2*(1+nu))

C = scipy.array ([[lamb+2+mu, lamb ,lamb ,0.0,0.0,0.0],
[lamb , lamb+2*mu,lamb ,0.0,0.0,0.0],
[lamb ,lamb ,lamb+2+«mu,0.0,0.0,0.0],
[0.0,0.0,0.0,mu,0.0,0.0],
[0.0,0.0,0.0,0.0,mu,0.0],
[0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,mu]])

p=0

for e in range(nelem):

idnodes [:] = elements[e,:] —1

dofx [:] = (idnodes)*3

dofy [:] = (idnodes)*3+1

dofz [:] = (idnodes)*3+2

dofelem [0] = dofx[0]; dofelem[1] = dofy[0]; dofelem[2] = dofz[0]
dofelem[3] = dofx[1]; dofelem[4] = dofy[l]; dofelem[5] = dofz[1]
dofelem [6] = dofx[2]; dofelem[7] = dofy[2]; dofelem[8] = dofz[2]

dofelem [9] dofx [3]; dofelem[10] = dofy[3]; dofelem[11] = dofz[3]
X=nodes [idnodes ,0]; Y=nodes[idnodes ,1]; Z=nodes[idnodes ,2]

A3410,:] = X; A34[1,:] =Y; A34[2,:] = Z

det_of_sys = det44_ligne_de_un(A34)

Vol = abs(det_of_sys/6)
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A23[0,0] = Y[1]; A23[0,1] Y[2]; A23[0,2] = Y[3]
A23[1,0] = Z[1]; A23[1,1] = Z[2]; A23[1,2] = Z[3]
beta[0]=—det33_ligne_de_un(A23)
A23[0,0] = X[1]; A23[0,1] = X[2]; A23[0,2] = X[3]
gamm|[0]= det33_ligne_de_un(A23)
A23[1,0] = Y[1]; A23[1,1] = Y[2]; A23[1,2] = Y[3]
delt[0]=—det33_ligne_de_un(A23)

A23[0,0] = Y[O]; A23[0,1] = Y[2]; A23[0,2] = Y[3]
A23[1,0] = Z[0]; A23[1,1] = Z[2]; A23[1,2] = Z[3]
beta[l]= det33_ligne_de_un(A23)
A23[0,0] = X[0]; A23[0,1] = X[2]; A23[0,2] = X[3]
gamm[1]=—det33_ligne_de_un(A23)
A23[1,0] = Y[O0]; A23[1,1] = Y[2]; A23[1,2] = Y[3]
delt[1]= det33_ligne_de_un(A23)

A23[0,0] = Y[O]; A23[0,1] = Y[1]; A23[0,2] = Y[3]
A23[1,0] = Z[0]; A23[1,1] = Z[1]; A23[1,2] = Z[3]
beta[2]=—det33 _ligne_de_un(A23)
A23[0,0] = X[0]; A23[0,1] = X[1]; A23[0,2] = X[3]
gamm|[2]= det33_ligne_de_un(A23)
A23[1,0] = Y[O]; A23[1,1] = Y[1]; A23[1,2] = Y[3]
delt[2]=—det33_ligne_de_un(A23)

A23[0,0] = Y[O]; A23[0,1] = Y[1]; A23[0,2] = Y[2]
A23[1,0] = Z[0]; A23[1,1] = Z[1]; A23[1,2] = Z[2]
beta[3]= det33_ligne_de_un(A23)
A23[0,0] = X[0]; A23[0,1] = X[1]; A23[0,2] = X[2]
gamm[3]=—det33_ligne_de_un(A23)
A23[1,0] = Y[O]; A23[1,1] = Y[1]; A23[1,2] = Y[2]
delt[3]= det33_ligne_de_un(A23)

B[0,0] = beta[O0]; B[0,3] = beta[l]; B[0,6] = beta[2]; B[0,9] = beta[3]
B[1,1] = gamm[O]; B[1,4] = gamm[1]; B[1,7] = gamm[2]; B[1,10] = gamm[3]
B[2,2] = delt[0]; B[2,5] = delt[1]; B[2,8] = delt[2]; B[2,11] = delt[3]
B[3.,2] = gamm[O0]; B[3,5] = gamm[1]; B[3,8] = gamm[2]; B[3,11] = gamm[3]
B[3,1] = delt[0]; B[3,4] = delt[1]; B[3,7] = delt[2]; B[3,10] = delt[3]
B[4,0] = delt[0]; B[4,3] = delt[1]; B[4,6] = delt[2]; B[4,9] = delt[3]

B[4,2] = beta[0]; B[4,5] = beta[l]; B[4,8] = beta[2]; B[4,11] = beta[3]
B[5.0] = gamm[O]; B[5,3] = gamm[1]; B[5,6] = gamm[2]; B[5,9] = gamm|[3]
B[5,1] = beta[0]; B[5,4] = beta[l]; B[5,7] = beta[2]; B[5,10] = beta[3]

ke=scipy.dot(B.T, scipy.dot(C,B))*Vol/(det_of_sysxdet_of_sys)

for i in range(12):
Ik[p:(p+12)]=dofelem[i]
Jk[p:(p+12)]=dofelem [:]
Vk[p:(p+12)]=ke[i,:]
p=p+12

return Ik ,Jk,Vk
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XIV.3 Programme principal en Python

Le listing du programme principal est dans la suite. Le programme principal écrit en Python pilote

les calculs. Le détail des parties est le suivant :
— Partie Import libraries :
— Cette premiere partie indique a python les librairies spécifiques que 1’on va utiliser.

— En déplagant le # du commentaire, on peut choisir la librairie de calcul au niveau élé-

mentaire :

— Pour une version Python (typiquement pour Windows) :
#import silex_lib_tet4_fortran as silex_lib_elt

import silex_lib_tet4_python as silex_lib_elt

— Pour une version avec une librairie Fortran compilée :
import silex_lib_tet4_fortran as silex_lib_elt

#import silex_lib_tet4 _python as silex_lib_elt
— Partie USER PART : partie a modifier pour un nouveau calcul

— Lavariable MeshFileName indique le nom du fichier maillage provenant de gmsh (sans

I’extension .msh).

— La variable ResultsFileName indique le nom du fichier dans lequel les résultats sont

écrits (sans I’extension .msh).

— Lavariable eltype indique le type d’éléments que I’on utilise : 4 pour les tétracdres a 4

nceuds. Les autres types d’éléments sont détaillés dans la librairie silex_1ib_gmsh.py.
— La variable ndim indique la dimension de la géométrie : 2 pour 2D, 3 pour 3D.

— La variable flag_write_fields indique le type de résultats que 1’on souhaite écrire
dans le fichier résultat : 1 pour tous les champs, 0 pour une sortie courte. D’ autres

valeurs peuvent étre définies a la fin du fichier Main. py.

— Laroutine ReadGmshNodes de la librairie silex_lib_gmsh permet d’importer les co-

ordonnées des noeuds depuis le fichier de maillage dans le tableau nodes.

— Utilisation :

nodes=silex_lib_gmsh.ReadGmshNodes (’monmaillage.msh’, 2 ou 3)

— La routine ReadGmshElements de la librairie silex_lib_gmsh permet d’importer
la table de connectivité des éléments depuis le fichier de maillage dans le tableau

elements, les numéros des nceuds correspondants sont stockés dans le tableau Idnodes.

— Utilisation :
elements, Idnodes=silex_lib_gmsh.ReadGmshElements

(*monmaillage.msh’,element_type,physical_group)

— Une fois le maillage volume importé, on utilise la routine ReadGmshElements pour
importer les maillages surfaciques (type d’élément 2 pour les triangles a 3 nceuds ) des

surfaces fonctionnelles du calcul : elementsS1 ... et IdnodeS1 ...
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— Afin de vérifier si les maillages sont bien importés, on peut les écrire dans un fichier au

format gmsh a I’aide de la routine WriteResults de la librairie silex_lib_gmsh.

— Utilisation :
silex_lib_gmsh.WriteResults

(’maillage lu.msh’,nodes,elements,element_type)
— La variable Young indique le module d’ Young.
— La variable nu indique le coefficient de Poisson.

— Les nceuds bloqués dans la direction Z sont indiqués dans le tableau IdNodesFixed_x
, ceux bloqués dans la direction 7 dans le tableau IdNodesFixed_y, enfin ceux blo-

qués dans la direction 7 dans le tableau IdNodesFixed_z.

— Laroutine forceonsurface de la librairie silex 1ib_tet4 (renomée en
silex_1lib_elt) permet de calculer les forces aux nceuds dues a une force surfacique
de norme press dans la direction direction :

— Utilisation :
F =silex_lib_elt.forceonsurface(nodes,

surfacic_elements_where_the_load_is_applied,press,direction)

Si la direction vaut [0.0,0.0,0.0], alors c’est la normale locale a la surface qui est
utilisée, c’est le cas pour une force surfacique due a une pression. Dans ce cas la direc-
tion de la normale étant calculée a partir de la numérotation locale des nceuds, elle peut
étre en sens opposé, il suffit de changer le signe de press pour obtenir une force dans

la bonne direction.

— Partie EXPERT : partie inchangée lors d’un nouveau calcul
— La variable nnodes indique le nombre de nceuds.
— La variable ndof indique nombre de degrés de liberté.
— La variable nelem indique nombre d’éléments.
— La variable Fixed_Dofs contient les ddl bloqués.
— Le tableau SolvedDofs indique les ddl libres a calculer.
— Le tableau Q contient les déplacements des noeuds.

— Calcul de la matrice de rigidité et assemblage au format sparse :
Ik,Jk,Vk=silex_lib_elt.stiffnessmatrix(nodes,elements, [Young,nu])

K=scipy.sparse.csc_matrix( (Vk, (Ik,Jk)), shape=(ndof,ndof) ,dtype=float)

— Résolution du systéme en déplacement (on suppose que les déplacements imposés sont
nuls, a modifier dans le cas contraire) :
Q[SolvedDofs] = scipy.sparse.linalg.spsolve
(K[SolvedDofs,:][:,SolvedDofs] ,F[SolvedDofs])

— Calcul des contraintes (dans les éléments et lissées aux noeuds), des déformations (dans
les éléments et lissées aux nceuds), des contributions des éléments a 1’erreur, et enfin

de 'erreur en énergie ZZ1 :
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SigmaElem, SigmaNodes, EpsilonElem, EpsilonNodes, ErrorElem, ErrorGlobal
= silex_lib_elt.compute_stress_strain_error(nodes,elements, [Young,nul,Q)
— Le tableau disp contient les déplacements des nceuds écrit sur 3 colonnes (ou 2 en 2D)
pour la sortie au format gmsh.
— Le tableau load contient les efforts imposés aux nceuds écrit sur 3 colonnes (ou 2 en
2D) pour la sortie au format gmsh.

— La liste fields_to_write contient les champs a écrire dans le fichier résultat. La

routine WriteResults de la librairie silex_lib_gmsh donne plus de détails.
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# Python Main program

HAHTARRRH ARG A ARG ARG ARG G AR ARG ARG ARG ARG ARG RARR ARG GARRGARR ARG
# Import libraries

HAAAHRBHHARRA ARG AARG ARG AARGHARRH AR RGARRGARRGARRG ARG ARRRARRRAARR AR AR
import string; import time; import scipy;

import scipy.sparse; import scipy.sparse.linalg

import sys
sys.path.append(’../../ librairies ’)

## Choose between the Fortran or the Python librairie:

#import silex_lib_tet4_fortran as silex_lib_elt
import silex_lib_tet4_python as silex_lib_elt

import silex_lib_gmsh

HAHARRYH ARG A ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG G RRAARR A ARHG A
print ("SILEX_CODE_— ,calcul_avec _des_tetd")
b E s daaddaaddaaddaadddadddadddadddadddaaddaadddaddaaddsaddsaddsaddsa

HUHHHHHHHHHHAAAARRRG G HHARRRR BB HAAHRRRRG G HAA AR RRB G HHAHRRR RS G HAAH ARG GG H A
# USER PART: Import mesh, boundary conditions and material
HUHHHHHHHHHHAAARRRRR G RRARRRRBRHRARARRRRG AR RRRRA G RRARRRRRA G AR A ARG A A
# Input mesh: define the name of the mesh file (*.msh)

MeshFileName="MyMesh’

# Output result file: define the name of the result file (*.msh)
ResultsFileName="MyResults’

# choose the element type
eltype=4

# choose geometry dimension
ndim=3

# choose the results in the results file:
# 0 for short output
# 1 for long output
flag_write_fields=0

# read the mesh from gmsh
nodes=silex_lib_gmsh . ReadGmshNodes (MeshFileName+’ .msh’ ,ndim)
elements , [dnodes=silex_lib_gmsh . ReadGmshElements (MeshFileName+’.msh’ ,eltype ,5)

# read surfaces where to impose boundary conditions
elementsS1,IdnodeSl=silex_lib_gmsh .ReadGmshElements (MeshFileName+’.msh’ ,2,1)
elementsS2 ,IdnodeS2=silex_lib_gmsh .ReadGmshElements (MeshFileName+’.msh’ ,2,2)

# write the surface mesh in a gmsh—format file to verify if its correct
silex_lib_gmsh . WriteResults (ResultsFileName+’Volum’ ,nodes , elements ,4)
silex_lib_gmsh . WriteResults (ResultsFileName+’surfl’ ,nodes,elementsS1,2)

# Define material
Young = 200000.0
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nu = 0.3

# Boundary conditions , for instance:
IdNodesFixed_x=IdnodeS3
IdNodesFixed_y=IdnodeS1
IdNodesFixed_z=IdnodeS2

# compute external forces from pressure
press = 10 #MPa
# give the direction of the surfacic load:

# if [0.0,0.0,0.0] then the local normal to the surface is used
# otherwise , the direction is normalized to 1

direction = [0.0,0.0,0.0]

F = silex_lib_elt.forceonsurface (nodes,elementsS3 ,press ,direction)

b Eddad st daaddaaddaadddadddadddadddadddadddaadddaddaaddsaddsaddsaddsid
# EXPERT PART

HAHARRYH ARG A ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG GARR A AAR A ARH A
# initialisations

VEddad s daaddaaddaaddaadddadidadddadddadddadddaadddaddaaddsaddsaddsaddsad
# get number of nodes, dof and elements from the mesh

nnodes = nodes.shape[0]
ndof = nnodes*ndim
nelem = elements.shape[0]

# define fixed dof

Fixed_Dofs = scipy.hstack ([(IdNodesFixed_x —1)%3,
(IdNodesFixed_y —1)x3+1,
(IdNodesFixed_z —1)x3+2])

# define free dof
SolvedDofs = scipy.setdiffld (range(ndof),Fixed_Dofs)

# initialize displacement vector
Q=scipy . zeros (ndof)

RARBHIARBHRRR R GHBRRBHRRRBRRGRBRRGHRRR IR RRB AR RRB AR BHB ARG RHB R RRB R H
# compute stiffness matrix

Vet dd i ddddadddadaddaddadaddaddddadddladiadaddatiddadaddadsddadsad
Ik ,Jk,Vk=silex_lib_elt.stiffnessmatrix (nodes ,elements ,[ Young,nu])

K=scipy .sparse.csc_matrix ( (Vk,(Ik,Jk)), shape=(ndof,ndof) ,dtype=float)

HUHHHHHHHHHHAAA AR RRG G HHARRRR BB HAARRRRRG G HAA AR RRB G HH AR AR ARG H B AAH ARG S G H A
# Solve the problem
HUHHHHHHHHHHAAAARRRG G HHARRRRRRG HAARRRRRG GG HAA AR RRRH BB AR AR ARG G B AAH ARG S G H A
Q[ SolvedDofs] = scipy.sparse.linalg.spsolve(

K[ SolvedDofs ,:][:, SolvedDofs],F[SolvedDofs])

RAHAHAG AR AR AR AR AR RAR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR A AR RAR AR AG AR AR ARG AG AR AR

# compute smooth stress and error in elements

Vit dadadadadaddadadadaddadadadaddddadaiaddidddadadaddadadadaddddadatsiad

SigmaFElem , SigmaNodes, EpsilonElem , EpsilonNodes , ErrorElem , ErrorGlobal=
silex_lib_elt.compute_stress_strain_error (nodes ,elements ,[ Young,nu],Q)

print ("The_global_error_is:" ,ErrorGlobal)

HARBHRRHARHRRARRRRHRR AR RRARBRRARBRRARR ARG AR RRB AR ARBARARRARARBARBRBHRBRRHRRAH
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# Write results to gmsh format

Vit dadadadadaddadadadaddadadadaddddadaiaddidddadadaddadadadaddddadataiad
# displacement written on 3 columns:

disp=scipy.zeros ((nnodes ,ndim))

disp[range (nnodes),0]=Q[list (range (0,ndof ,3))]

disp[range(nnodes),1]=Q[list (range(1,ndof ,3))]

disp[range(nnodes),2]=Q[ list (range(2,ndof ,3))]

# external load written on 3 columns:
load=scipy . zeros ((nnodes ,ndim))

load [range (nnodes ),0]=F[list (range (0,ndof ,3))]
load [range (nnodes ),1]=F[list (range(1,ndof,3))]
load [range(nnodes),2]=F[list (range(2,ndof ,3))]

if flag_write_fields==0:
fields_to_write=[ [disp, nodal’ ,ndim,  displacement’],
[SigmaElem [range (nelem) ,[6]], elemental ’,1,’ Sigma_ V.M.’ ],
[SigmaNodes [ range (nnodes ) ,[6]], 'nodal’ ,1,’Smooth_Sigma V.M. ’],
[ErrorElem , elemental > ,1,  error’],

]

if flag_write_fields==1:
fields_to_write=[ [disp, ’nodal’ ,ndim,’displacement’],

[load , nodal’ ,ndim, ’Force’],

[SigmaElem [range (nelem ) ,[0]], ’elemental > ,1,’Sigma_11°],
[SigmaElem [range (nelem ) ,[1]],  elemental ’,1,’Sigma_22"],
[SigmaElem [range (nelem ) ,[2]],  elemental > ,1,’Sigma_33"],
[SigmaElem [range (nelem ) ,[3]], elemental ’,1,’Sigma_23"],
[SigmaElem [range (nelem ) ,[4]], "elemental * ,1,

.1,
.1,

[SigmaElem [range (nelem ) ,[5]],  elemental’

’Sigma 137 ],

>Sigma_ 12717,
[SigmaElem [range (nelem ) ,[6]], elemental’ >Sigma, V.M.’ ],
[SigmaNodes[range(nnodes ) ,[0]], 'nodal’,1,’Smooth_Sigma_11"],
[SigmaNodes[range(nnodes ) ,[1]], 'nodal’,1,’Smooth_Sigma_22"],
[SigmaNodes[range(nnodes ) ,[2]], 'nodal’,1,’Smooth_Sigma_33"],
[SigmaNodes[range(nnodes ) ,[3]], 'nodal’,1,’Smooth_Sigma_23"],
[SigmaNodes[range(nnodes ) ,[4]], 'nodal’ ,1,’Smooth_Sigma_13°],
[SigmaNodes[range(nnodes ) ,[5]], 'nodal’,1,’Smooth_Sigma_12°],
[SigmaNodes[range(nnodes ) ,[6]], 'nodal’,1,’Smooth_Sigma V.M. "],
[EpsilonElem [range (nelem ) ,[0]], "elemental ’ ,1,’ Epsilon_11"],
[EpsilonElem [range (nelem ) ,[1]], elemental ’,1,’ Epsilon_22°],
[EpsilonElem [range (nelem) ,[2]], elemental ’,1,’ Epsilon_33°],
[EpsilonElem [range (nelem ) ,[3]]/2.0, elemental ’,1,  Epsilon_23°],
[EpsilonElem [range (nelem ) ,[4]]/2.0, elemental ’,1,’  Epsilon_13°],
[EpsilonElem [range (nelem ) ,[5]]/2.0, elemental ’ ,1,’ Epsilon_12°],
[EpsilonNodes [range (nnodes ) ,[0]], nodal”’,1,’Smooth_Epsilon_11"],
[EpsilonNodes [range (nnodes ) ,[1]], ’nodal”’,1,’Smooth_Epsilon_22"],
[EpsilonNodes [range (nnodes ) ,[2]], nodal’,1,’Smooth_Epsilon_33°],
[EpsilonNodes [range (nnodes ) ,[3]]/2.0, "nodal’,1,’Smooth_Epsilon_23"],
[EpsilonNodes [range (nnodes ) ,[4]]/2.0, "nodal’,1,’Smooth_Epsilon_13°],
[EpsilonNodes [range (nnodes ) ,[5]]/2.0, "nodal’,1,’Smooth_Epsilon_12°7],
[ErrorElem , elemental ’ ,1,  error’],

]

1
1

# write the mesh and the results in a gmsh—format file
silex_lib_gmsh . WriteResults (ResultsFileName ,nodes ,elements ,eltype ,fields_to_write)
print (" END ")

[, (]
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Gmsh : un logiciel libre de maillage et de visualisation

Le logiciel de maillage et de visualisation utilisé par SILEX est Gmsh, c’est un logiciel libre et

multi-plateforme. Ce logiciel est tres complet, les quelques fonctions que 1’on utilise sont :
— créer des géométries,
— lire des fichiers CAO (au format step) provenant d’autres logiciels de CAO,
— réaliser un maillage,
— visualiser des résultats sur un maillage.

L’installation se fait via synaptic pour Ubuntu, et en téléchargement via le site web officiel
pour windows et Mac OS : http://geuz.org/gmsh/. Le site web contient des tutoriaux, des

documentations et d’autres informations utiles.

Exercice XIV.1 Créer le fichier texte plaque-trouee.geo suivant, puis effectuer un maillage de triangles a 3
neeuds (h est la taille des éléments).

h = 10;
Point (1) = {0, 50, 0, h};

Point(2) = {0, 200, 0, h};
Point(3) = {50, 0, O, h};
Point(4) = {100, 0, O, h};

Point(5) = {100, 200, O, h};

Point(6) = {0, 0, 0};
Line(1) = {1, 2};
Line(2) = {3, 4};

Line(3) = {4, 5};

Line(4) = {5, 2};

Circle(5) = {3, 6, 1};

Line Loop(6) = {3, 4, -1, -5, 2};

Un exemple de calcul mené avec SILEX

Géométrie et conditions aux limites

La géométrie du piston est donnée sur la figure XIV.2 ainsi que les conditions aux limites per-
mettant de tenir compte des deux symétries. Le matériau a pour module d’Young 200000 MPa
et pour coefficient de Poisson 0,3. La face supérieure est soumise a une pression de 10 MPa. La
géométrie au format step est disponible sur le lien suivant :
http://antoinelegay.free.fr/silex/silex.html.

Les tests ont été effectués sur une machine de 16 Go avec un processeur possédant 4 coeurs

cadencés chacun a 3.4 GHz mais un seul processeur a été utilisé.

Analyse des résultats

Le deux types d’éléments tétracdres a 4 et 10 nceuds sont testés. Les différents maillages utilisés
pour les tétraedres a 4 nceuds sont présentés sur la figure XIV.3.
La figure XIV.4 montre 1’évolution du champ de déplacements pour les tétra¢dres a 4 nceuds.

Les figures XIV.5 et XIV.6 présentent I’évolution des contraintes de Von Mises dans les éléments


http://geuz.org/gmsh/
http://antoinelegay.free.fr/silex/silex.html
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pression appliquée

blocage dans la direction 7

blocage dans la direction z

/ blocage dans la direction e

115 mm

Figure XIV.2 — Géométrie et conditions aux limites pour le calcul du piston

et lissées aux nceuds du maillage pour les tétraedres a 4 nceuds. Les contributions des éléments a
I’erreur globale sont montrées sur la figure XIV.7 pour les tétraedres a 4 nceuds.

Le déplacement convergence vers une valeur maximale de 0,0245 mm (figure XIV.8(a)). Des
oscillations sont observées dans 1’étude de convergence de la contrainte maximale de Von Mises
dans les éléments (figure XIV.8(b)) : les contraintes étant constantes dans les éléments tétracdres a
4 nceuds, elles sont sensibles a la qualité locale du maillage. La contrainte maximale de Von Mises
lissée converge vers une valeur comprise entre 80 MPa et 85 MPa (figure XIV.8(b)). L’évolution

de I’erreur globale est présentée sur la figure XIV.9(a) :

— pour les tétraedres a 4 nceuds, la pente est de 0,56 alors que la pente théorique optimale est
de1;

— pour les tétraedres a 10 nceuds, la pente est de 1,2 alors que la pente théorique optimale est
de2;

La figure XIV.9(b) montre 1’évolution du temps de calcul en fonction du nombre de nceuds du
maillage pour les deux types d’éléments. Ce temps est limité ici au temps de résolution du systéme
pour trouver la solution en déplacement : le temps réel est plus grand en prenant en compte la
construction du maillage, les étapes de lecture et d’écriture ainsi que le calcul des contraintes et
de I’erreur. A nombre de nceuds égal, le temps de calcul est sensiblement le méme pour les deux
types d’éléments. L’évolution de ce temps est une droite en fonction du nombre de nceuds dans un

diagramme log-log, il évolue donc selon une loi puissance avec le nombre d’inconnues a résoudre.

Conclusions de I’'étude

Ce probleme assez sévere en terme de concentration de contrainte montre la difficulté des éléments
tétragdres a 4 nceuds a converger rapidement vers la solution. Les tétracdres a 10 nceuds convergent
plus rapidement avec des temps de calculs équivalents.

Cette étude montre les possibilités du code SILEX qui peut traiter des problemes relativement

important en terme de nombre de degrés de liberté, en fonction de 1’ordinateur a disposition.
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(a) 1011 nceuds, 3622 éléments (b) 3065 nceuds, 11891 élé- (c) 35021 nceuds, 154526 élé- (d) 161639 nceuds, 865338 élé-
ments ments ments

Figure XIV.3 — Maillages de tétragdres & 4 nceuds utilisés

displacement displacement displacement
0.00219 00115 0.0207 0.00251 0.0124 0.0224 0.00294 00135 0.0241

displacement

0.00302 0.0137 0.0244
[ A [ . [ T -_— - m

(a) Maillage a, Déplacement (b) Maillage b, Déplacement (c) Maillage ¢, Déplacement (d) Maillage d, Déplacement
maximal de 0,0207 mm maximal de 0,0224 mm maximal de 0,0241 mm maximal de 0,0244 mm

Figure XIV.4 - Evolution du champ de déplacement (tétraddres 2 4 nceuds)
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Sigma V.M. Sigma V.M. Sigma V.M. Sigma V.M.
0.74 438 86.8 0448 4 81.5 0.021 53.7 107 0012 629 126
[ - e [ - m | . [ . -

(a) Maillage a, Contrainte (b) Maillage b, Contrainte (¢) Maillage ¢, Contrainte (d) Maillage d, Contrainte
maximale de 86,8 MPa maximale de 81,5 MPa maximale de 107 MPa maximale de 126 MPa

Figure XIV.5 - Evolution de la contrainte de Von Mises dans les éléments (tétraddres 2 4 nceuds)

cEk

Smooth Sigma V.M. Smooth Sigma V.M. Smooth Sigma V.M.
1.08 275 53.9 0529 287 56.0 0.0309 38.3 76.7

Smooth Sigma V.M.

0.0176 M7 83.3
[ . [ . | . - . - B

(a) Maillage a, Contrainte lis- (b) Maillage b, Contrainte lis- (c) Maillage ¢, Contrainte lis- (d) Maillage d, Contrainte lis-
sée maximale de 53,9 MPa sée maximale de 56,9 MPa sée maximale de 76,7 MPa sée maximale de 83,3 MPa

Figure XIV.6 - Evolution de la contrainte lissée de Von Mises (tétraédres a 4 nceuds)
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error arror error error
1.74e-08 0.000441 0.000882 1.23e-00 0.000121 0.000241 2.09e-12 6.25e-06 1.256-05 307615 8.766-07 1.756-06
[ B | | [ S | | . .

(a) Maillage a, erreur globale (b) Maillage b, erreur globale (c) Maillage ¢, erreur globale (d) Maillage d, erreur globale

de 30,4%

de 23,4% de 12,4% de 8,5%

Figure XIV.7 - Evolution de la contribution des éléments 2 I’erreur globale (tétraédres a 4 nceuds)

0.025 -
0.024
€
£ =
- £
E 0.023 =
H £
£ 0.022 £
© 5
] o
s a0}
e e - Contrainte dans les elements, tet-4
Lo 26 e—e Contrainte lissee, tet-4
o—e tet: #+ -» Contrainte dans les elements, tet-10
+— tet-10 «—a Contrainte lissee, tet-10
0.020 - 0
10 10* 10° 10° 10* 10°
Nb. noeuds Nb. noeuds
(a) Evolution du déplacement maximal (b) Evolution de la contrainte maximale de Von Mises
. . . .
Figure XIV.8 — Etude de convergence en contrainte et en déplacement
10° 10° -
10?
)
= c
o 1
P 5 10
2 2
810t %
5 o
°
é 2 10°
[in} £
]
2
o—o tet-4 .
+—i tet-10 A0
— erreur optimale de pente 1
— erreur optimale de pente 2
102 102 ; ;
10° 107 10° 10° 10 10° 10°
Taille relative des elements (h) Nb. noeuds

(a) Evolution de Ierreur globale (b) Evolution du temps de résolution du systéme

Figure XIV.9 — Etude de convergence (tétraddres a 4 nceuds)
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