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Introduction

Dans de nombreuses situations, et en particulier en probabilités, on a besoin
d’étendre la notion d’intégrale & des fonctions définies sur des espaces “abs-
traits” E bien plus généraux que R ou R". Comme on ne dispose en général
sur de tels espaces ni de structure d’ordre ni de topologie, on ne peut plus
conserver le schéma banal de construction de l'intégrale, fondé sur des sub-
divisions de plus en plus fines de ’ensemble de définition E des fonctions
considérées, suivi d’un passage a la limite.

L’idée fondamentale de la théorie de l'intégration par les mesures abstraites
consiste a utiliser la structure d’ordre de 'espace d’arrivée R des fonctions
a intégrer pour faire les découpages (coupes horizontales et non plus verticales
du graphe).

Ceci conduit a considérer dans une premiére étape la classe des fonctions in-
dicatrices de sous-ensembles de F, et & tenter de définir leur intégrale comme
la mesure des sous-ensembles correspondants : & charge pour cette fonction de
mesure de vérifier une propriété forte d’additivité, qui garantisse la linéarité
de l'intégrale, ainsi qu’une forme convenable de “continuité” permettant son
prolongement par passage & la limite.

L’intérét de cette démarche nouvelle, fondée sur un jeu d’hypothéses minimum,
est sa grande généralité : la liberté du choix de la fonction de mesure permettra
de définir une intégrale “sur mesure” adaptée & chaque contexte, et ce déja
dans le cas £ = R ou la nature commune des séries et des intégrales usuelles
sera enfin élucidée. De plus on verra que la classe des fonctions intégrables
relativement & une mesure est un espace vectoriel complet, caractéristique

d’une théorie mathématique achevée.

Il reste d’abord & identifier la classe des sous-ensembles de E' qu'une mesure
peut effectivement prendre en compte, car ils ne pourront étre tous mesurés
que dans des cas trés particuliers (si on accepte I'axiome du choix) : une
telle classe, qui vérifie certaines propriétés de stabilité (notion de tribu), doit
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impérativement étre assez vaste pour que l’ensemble des fonctions mesurables
(c’est-a-dire candidates & étre intégrées) qu’elle détermine contienne toutes les
fonctions courantes !

Cette présentation élémentaire de 1'intégrale de Lebesgue, qui répond trés pré-
cisément aux besoins des probabilistes, constitue la premiére partie de ce cours.

La seconde partie du cours est consacrée a I'étude de la transformation de
Fourier (et de Laplace), encore appelée analyse harmonique ou fréquentielle :
il s’agit de la théorie mathématique de la décomposition d’une fonction en
modes propres, selon la variable d’espace ou de temps.

Cette transformation intégrale joue un réle majeur en sciences physiques et en
mathématiques appliquées, par exemple lors de I'étude :

— du rayonnement électromagnétique et des transferts thermiques en physique ;
— de la diffraction en cristallographie ;
— de la sismique en géophysique ;

— des fonctions de transfert des systémes dynamiques linéaires et du traitement
du signal en automatique ;

— du filtrage en analyse d’images.

Elles sert également d’outil de référence en électronique (fondement du calcul
opérationnel d'Heaviside) et en probabilités (transformées des variables aléa-
toires).

L’opération de convolution se présente de maniére naturelle dans des contextes
divers : régularisation des fonctions, (c’est-a-dire approximation des fonctions
localement intégrables par des fonctions C°°), équations intégro-différentielles
de Volterra, solutions élémentaires d’équations différentielles ou aux dérivées
partielles linéaires en Analyse ; mais aussi loi de la somme de deux variables
aléatoires indépendantes en Probabilités, relation d’entrée / sortie d'un sys-
téme linéaire stationnaire en Automatique, ...Le fait que 'opération “duale”
qui lui correspond par transformation de Fourier—ou de Laplace —soit la
multiplication ordinaire des fonctions numériques explique, pour une bonne
part, I'usage intensif de ces transformations intégrales.

Transformation de Fourier — Laplace et convolution s’étendent de maniére fé-
conde aux espaces de distributions. La théorie des distributions, synthése du
calcul différentiel et du calcul intégral, s’est rapidement imposée pour ’étude
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des équations aux dérivées partielles dans le cadre hilbertien des espaces de
Sobolev, et comme un langage obligé en physique mathématique. Nous don-
nerons un simple apercu du sujet au dernier chapitre en se restreignant aux
distributions d’ordre fini.






Chapitre 1

Tribus et applications
mesurables

1.1 Tribus et tribus engendrées

Définition 1.1.1 On appelle tribu de parties d’un ensemble E tout sous-
ensemble T de 'ensemble P(E) des parties de E (c-a-d. des sous-ensembles
de E), vérifiant les trois propriétés :

(1) AeT=A°eT (°pour complémentaire)
(2) EcTetDeT
(3) (An)pen €TV = UAneT et N4, €T

ot on remarque que, grace & (1), on peut remplacer et par ou dans (2) et (3).

AinsiA €T = A C FE : un élément A de T est un sous-ensemble (une partie)
de F ; d’autre part une tribu est a fortiori stable par réunion et intersection
finies, comme on le déduit des propriétés de stabilité dénombrable (3), en
choisissant tous les A,, sauf un nombre fini d’entre eux égaux a () (resp. a E).

Définition 1.1.2

e On appelle espace mesurable le couple (E,T), ou T est une tribu de
parties de l’ensemble E.

e Toute partie (cf. ci-dessus) A de E telle que A € T est dite (T -)mesurable.
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Proposition 1.1.3 (tribu engendrée)

Etant donné un sous-ensemble S C P(FE) de ’ensemble des parties de E, il
existe une plus petite tribu (au sens de linclusion) contenant S, notée Tg(S)
et appelée tribu engendrée par S.

Preuve On vérifie immédiatement que l'intersection de toute famille non vide de
tribus de parties de E est encore une tribu; de sorte que Tr(S) est simplement
I'intersection de toutes les tribus contenant S, famille dont fait partie P(FE). O

Remarque 1.1.4 La notion de tribu engendrée constitue le mode principal de
définition d’une tribu, du fait de I’absence fréquente de caractérisation explicite
de ses éléments ; ceci conduit & des raisonnements indirects, du type suivant :
pour établir qu’une propriété P, est vérifiée sur une tribu donnée, on montre
que c’est le cas sur un de ses sous-ensembles générateurs S, puis que le sous-
ensemble de P(E) ou P, est vérifiée est structurellement une tribu.

Définition 1.1.5

e On appelle tribu de Borel d’un espace métrique E la tribu B(E) = Tr(O)
engendrée par l’ensemble O C P(E) des ouverts de E.

e Toute partie A € B(FE) est dite partie borélienne ou borélien de E.

Ainsi les ouverts, les fermés — en particulier les singletons —de F sont des
boréliens.

De multiples sous-ensembles de parties peuvent engendrer la méme tribu :

Proposition 1.1.6

e La tribu de Borel de R est engendrée par l'une quelconque des familles
d’intervalles

{}(l, b[}a<b ; {[CL, b}}a<b ; {[a” b[}a<b ; { ]Cl, b}}a<b;

{] — 00, a[}aGR ; {] - OO?a}}aE]R ; {]CL, +Oo[}a€R ; {[(1, +OO[}(J,E]R

e La tribu de Borel de R est engendrée par l'une quelconque des familles
d’intervalles

{[=00,a[}oer i {[=00, @]} yer 5 {]a; +00]}uer 5 {a, +00] toep-
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Preuve

e Un ouvert de R est par définition une réunion d’intervalles ouverts, dont on peut
imposer que les extrémités soient rationnelles ; ainsi tout ouvert s’exprime comme une
réunion finie ou dénombrable d’éléments de S = {]a, b[ },,, de sorte que O C Tr(S)
et donc Tr(0) C Tr(S) (cf. le complément ci-dessous, corollaire 1.1.10) ; comme
d’autre part S C O, donc Tr(S) C Tr(O), on conclut B(R) « Tr(O) = Tr(S).
L’égalité avec les tribus engendrées par les autres familles d’intervalles découle alors
des points suivants :

! [avb]a [a,b[,}a,b],] - OO,CL[,] - OO,CL],}G,, +OO[, [a,+oo[€ B(R)
(chacun de ces intervalles est soit ouvert, soit réunion d’un ouvert et de 1 ou 2
singletons) ;

abl= U la+ib-1= U e+ b= U leb-1];

neN* neN* neN*

- [a,b[=] — 00,b[N] — o0, a]® = [a, +o0[ N [b, +00[ ¢

et Ja,b] =] —00,b] N | — o0, a] =]a,+oo[ N ]b, +00[ .
e Raisonnement voisin laissé au soin du lecteur. 0

Complément : indications sur les cardinaux d’ensembles

Définition 1.1.7 Un ensemble E est dit (de cardinal) dénombrable (au sens
strict) s’il existe une bijection n — a, de N* sur E, qui constitue une numé-
rotation et qui fournit une énumération exhaustive des éléments de E :

E ={a,a2,...,an,...}.

Ezemples 1.1.8

e N et Z sont dénombrables : considérer les numérotations respectives

n
5) €2

ol F désigne la fonction partie entiére ; ce qui détermine les énumérations

N={0,1,2,...} et Z=1{0,1,-1,2,-2,...}.

neN*+—n—1€N et ne N+ (-1)" E(

Proposition 1.1.9

e Soit F' un ensemble dénombrable et soit E un ensemble en bijection avec
F (E est dit équipotent & F'); alors E est aussi dénombrable.

e Soit E un ensemble dénombrable ; tout sous-ensemble infini (c’est-a-dire
non fini) F C E est aussi dénombrable.
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o Soit (Ep),,en+ une suite d’ensembles dénombrables ; leur réunion |J En,
. meN*
est aussi dénombrable.

e Soient E et F deux ensembles dénombrables ; I’ensemble produit
ExF(ﬁf{(:&,y):eretyeF}
est aussi dénombrable.

Preuve

e Soit n € N* —— q,, € F une numérotation de F et soit ¢ : FF — F une bijection
de F sur E; alors n € N* — ¢(a,,) est une numérotation de E.

e Soit n € N* —— a,, € F une numérotation de E. On pose
o(l) =mn « min{n € N*: q,, € F'}
et par récurrence, Vk > 2, (k) = ny o min{n > ng_1 : a, € F}.

Comme F' n’est pas un ensemble fini, ’application ¢ est bien définie sur N* et
c’est une injection croissante de N* dans N*. De plus, Vk € N*, on a ay) € F
et tous les éléments de F' sont de cette forme ; de sorte que k € N* —— a4 est
ren- est la suite extraite de (an), ey constituée
des points de cette suite qui sont dans F').

une numérotation de F ((ayx))

e Soit pour tout m € N*, F,,, = {agm), agm), ...} une énumeération de I'ensemble
E., ; on a l'énumération de |J E, :
meN*
(1) (2 (1) (2 (3
UN E, = {ag ),ag ),ag ),ag )7aé ),ag ),...}
meN*

obtenue en balayant en diagonale le matrice infinie A = (ag”))(m men-2 qui

contient tous les points de |J FEin,.
meN*

e Soit n € N* — a,, € E une numérotationde E. Ona ExX F = |J {am} X F,
meN*
ouVm e N*, E, a {am} x F est en bijection évidente avec F' : on applique

les points 1 et 3 précédents. 0

Corollaire 1.1.10 Q et Q? sont des ensembles dénombrables.

Preuve En effet 'ensemble produit Z x N* est dénombrable d’aprés ci-dessus, et
I’application
reQw (p,q) €ZxN* ou P ost 1a forme irréductible de r
q

est injective. @ est donc en bijection avec un sous-ensemble infini de Z x N*| qui
est dénombrable d’apreés le deuxiéme point de la proposition précédente ; donc Q est
aussi dénombrable d’aprés le premier point de cette proposition, ainsi que Q2 d’aprés
son quatriéme point. a
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A contrario, il importe de savoir que

Proposition 1.1.11 R, et plus généralement tout sous-ensemble de R qui
contient un intervalle non trivial (c’est-a-dire ni vide, ni réduit & un point)
est infini non dénombrable.

Preuve On raisonne par I’absurde : S’il existait un tel sous-ensemble dénombrable,
I'intervalle non trivial qu’il contient serait aussi dénombrable, puisqu’il n’est pas fini,
de méme que U'intervalle 0, 1] qui est en bijection avec son intérieur (cf. la proposition
précédente).

Soit alors n € N* — a,, €]0, 1] une numérotation de ]0, 1[; chaque a,, admettrait un
développement décimal illimité de la forme :

an =0,aPa? .. al™ ... ouVm e N*, o{™ ¢ {0,1,...,9}.
Alors ’élément b € R défini par son développement décimal illimité :
b=0,60p2)  pm)  ouVm e N*, b(™ € {1,...,8} est tel que |b(m) — a%’l)| >2
vérifierait b €]0,1[ et Vm € N*, |[b—a,,| > 107™, de sorte que b # ay, : contradiction
avec n € N* — a,, €]0, 1] numérotation de |0, 1]. O
Remarques 1.1.12

e Le raisonnement ci-dessus, appelé procédé diagonal, a été élaboré par le
grand mathématicien Cantor, fondateur de la théorie des ensembles.

e La conjecture de Cantor, également dite hypothése du continu, est que
tout ensemble infini non dénombrable contient nécessairement une partie
équipotente & R, ou aussi bien a l'intervalle |0, 1[. On sait a présent qu’il
s’agit d’'un énoncé indécidable dans le cadre des axiomes habituels.

1.2 Applications mesurables

Etant donné une application f d’un ensemble F dans un ensemble E’, on
désigne comme 'image réciproque de A’ C E' par f le sous-ensemble de F

flA)Y={xcE: f(x)c A} CE;

ceci revient & considérer une “application ensembliste” f~! : P(E') — P(E),
dont on rappelle qu’elle commute avec les opérations ensemblistes ¢,U et
nfL.

Voir par exemple [1], paragraphe A.1
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Si E' = R ou R, on notera en abrégé pour a € R :

{f<a}={zreE: [f(z)<a}=f""'(]-o00,a]) ou f~!([-00,al)

et, de maniére analogue, {f < a},{f > a} et {f > a}.

Etant donné un sous-ensemble &’ C P(E’), on désigne encore (abusivement)
comme 'image réciproque de S’ par f le sous-ensemble de P(FE)

FUS)E ) A e sy

D’aprés les propriétés de commutation rappelées ci-dessus, on vérifie immédia-
tement que

e si 7' est une tribu de parties de E’, f~(7") est une tribu de parties de
E appelée tribu réciproque de T par f.

e si 7 est une tribu de parties de E, T = {A' C E': f7}(A’) € T} est une
tribu de parties de E’ appelée tribu induite de T par f.

Définition 1.2.1 Soient (E,T) et (E',T') deuzx espaces mesurables.

e Une application f: E — E' est dite mesurable pour T et T', ce qu’on

t t
notera souven F(ET) = (E',T’) mesurable

s YT CT |, cest-a-dire VA € T', f~HA) € T.

e Si T et T’ sont les tribus de Borel respectives de E et E' espaces mé-
triques, on dit encore que f est borélienne.

Remarque 1.2.2 Au sens de l'inclusion, la tribu réciproque f~(7") (resp. la
tribu induite 7y) est donc la plus petite tribu de parties de £ (resp. la plus
grande tribu de parties de E’) telle que f : (E,T) — (E’, T') soit mesurable.

FEzremples 1.2.3

e L’application identique de E idg : (E,T) — (E,T) est mesurable pour
toute tribu 7~ de parties de E puisque idg ' (T) = T.

e Les applications constantes f : (E,7) — (E’, T') sont mesurables pour
toutes tribus 7 et 77, car 'image réciproque par f de toute partie de E’
est £ ou 0.

e Pour A € P(FE), lindicatrice (dite aussi fonction caractéristique) de A :



1.2. Applications mesurables 7

lsize A

Ta(z) =
Osiz ¢ A

est mesurable si et seulement si A € T, car 1, (B(R)) = {0, E, A, A°}.

Théoréme 1.2.4 (image réciproque d’un sous-ensemble générateur)
Soit une application f: E — E'.

e Pour tout sous-ensemble 8" C P(E'), on a

Tp [f7HS)] = fHTe(S)] |

e f:(E,T)— (E',T') est mesurable si (et seulement si)

38’ sous-ensemble générateur de 77 tel que f~H(S") C T .

Preuve

¢S CTp(S)= fUS)C [ Te(S)) =T [f1(S)] C f [Te(S)] puisque
fL[TE (S")] est une tribu (réciproque).

Inversement, S’ C (Tg [ffl(S')])f puisque VA’ € &', on a f~1(A) € f~1(8') C
Te [f71(S")] ; done Tg/(S') C (Te [f_l(é'/)])f7 ce qui veut dire que VA’ € Tg/(S'),
f7HA) € Te [f71(8")] : ceci établit Pautre inclusion f~! [Tg/(S")] C Tg [f71(5")].

e D’aprés le point précédent, f~1(S') € T = [~ [Tp(S)] = Te [f(S)] C T;
inversement, il suffit de prendre &' = 7. O

Corollaire 1.2.5 Soient (E,T) et (E',T') deuzx espaces mesurables et soit
f:E — E'; f est mesurable si :

o T et T’ sont les tribus de Borel respectives de E et E' espaces métriques
et f est continue ;

e ' =R ou R, muni de sa tribu de Borel, et f vérifie l'une des quatre
conditions suivantes :

(D VaeR{f<a}eT ou 2)VaeR{f<a}eT
ou B)VaeR{f>aleT ou A VacR{f>a}eT |
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Preuve

e f continue vérifie f~1(O") C O, ou O et O’ désignent ’ensemble des ouverts de E
et E’ respectivement ; donc f~1(0’) C Tg(0O) =T avec T (0') = T".

o Montrons par exemple la suffisance de la premiére condition dans le cas de R :
Va € R, ona {f <a} = f!([-00,a]), donc si on note &’ = {[—o0,a[},cp, on a
F~HS") C T avec Tg(S') = T’ (proposition 1.1.6).

Voici une application importante de ce corollaire dans le cas ou (E',T') =

(R,B(R)) :

Théoréme 1.2.6 Soit (E,T) un espace mesurable et soient (fy), oy une suite
d’applications mesurables de (E,T) dans (R,B(R)).

o Pour tout sous-ensemble I C N non vide, les applications

inf f,, et sup f, sont mesurables
nel nel

e les applications | liminf f, et limsup f, sont mesurables {2 .
n—oo n—00 ’

e en particulier, si la suite (fp),cn converge simplement dans R,

lim f, est mesurable |.
n—oo

Preuve

eVaeR{inf f, >a} = N{fu 2a} €T et {supf, <at = N{fu <a}eT
nel nel nel nel
puisque les f,, sont mesurables et que T est stable par intersection finie ou dénom-

brable.
o Par définition, liminf f,, = sup (inf f,4,) et imsup f, = inf (sup fr+p) ; d’aprés
n—00 neN PEN n—oo neN peN
le point précédent, g, = inf f,4, est mesurable pour tout n € N, donc liminf f, =
peN n—oo
sup g, est aussi mesurable ; et on obtient le méme résultat pour limsup f, en consi-

n€eN n—00

dérant la suite h,, = sup fr4p.
peN

e On sait que Vz € E, liminf f,(z) (resp. limsup f,(z)) est la plus petite (resp. la
n—oo n—00

plus grande) valeur d’adhérence de la suite (f,,(z)) dans R ; de sorte que

neN

2Pour des précisions sur liminf et limsup, voir par exemple [1], paragraphe B.2
n— oo

n—oo
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(fn(7)), ey converge dans R < liminf f,(z) = limsup f,(z),
n—oo

n— 00

auquel cas la limite est la valeur commune ci-dessus.
En conséquence, si la suite de fonctions (fy), ¢y converge simplement, on a
lim f, =liminf f,, = limsup f,, mesurable.

n— 00 n— 00 n—oo El

Proposition 1.2.7 La composée g o f de deux applications mesurables f :
(E,T)— (E',T") etg:(E',T") — (E",T") est encore mesurable.

Preuve Ona (go f)_1 = f~log™!, égalité entre applications de P(E") dans P(E) ;
done (go /) N(T") = f~' [g7 (T)] € S~ H(T) C T. 0

1.3 Sous espaces mesurables

Proposition 1.3.1 Soit (E,T) un espace mesurable et soit F' un sous-ensem-
ble de E.

o Le sous-ensemble de P(F) noté (abusivement)

TNFYAnF AeT)

est une tribu de parties de F dite tribu trace de T sur F.
e Ona FeTeTNnF={AcT :ACF}CT.

e Si S est un sous-ensemble générateur de T, SN F est un sous-ensemble
générateur de TNF : Tg(S)NF =Tp(SNF);

e en particulier, si E est un espace métrique, on a

B(E)NF = B(F)

et FeB(E) < B(F)={AcB(E): AC F} C B(E).

Preuve
e Soit i I'injection canonique de F dans F; on a T NF =i~!(T), tribu réciproque.

eVAc T telque AC F,ona A= ANF € TNF;sionsuppose F' € T, alors
VAeT, A =ANF vérifie A’ € Tet A CF,doncTNF={AeT:ACF}
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Inversement, si cette derniére égalité est vérifice, ona F=FENFeTNF CT.

e OnaSNF =i"!(S), donc d’aprés le théoréme 1.2.4 Tr(SNF) = i~ [Tg(S)] =
Ter(S)NF.

e Ce dernier point se déduit immédiatement des deux précédents, compte tenu du
fait que si O désigne ’ensemble des ouverts de E, alors ONF ={QNF :Q € O} est
'ensemble des ouverts de F'13. U

Application 1.3.2

e £ =R,F =R, : latribu de Borel de R, est engendrée par 1'une quelconque
des quatre familles d’intervalles :

{[07 a[ }a€R+; {[Ov a]}aeR+; { ]aa +OO]}aelR+; {[a> +OO]}aER+
et on peut méme dans tous les cas restreindre a a varier dans RY .

e Comme Ry est un borélien de R, B(R;) = {A € B(R): A C Ry }.

e Comme R est un (intervalle) ouvert de R, R ainsi que son complémentaire
{—00, 400} sont des boréliens de R ; donc

AeBR) e ANR € BR) et AN {—o00,+00} € B({—00, +0}),
autrement dit un borélien de R est un borélien de R ou la réunion d’un borélien
de R avec {—o0}, {400} ou {—o0, +00}.

Proposition 1.3.3 Soient (E,T) et (E',T') deux espaces mesurables et soit
une application f : E — E'.

e Etant donné un sous-ensemble F' C E, soit f |« (F,TNF)— (E,T)
la restriction de f a la source F'; on a f mesurable = f‘F mesurable.

e Etant donné un sous-ensemble F' C E' tel que f(E) C F’', on note de
maniére analogue f|¥ : (E,T) = (F', T'NF") la restriction de f au but ;
on a léquivalence f mesurable < f |F mesurable.

Preuve

o f Ip = f o4 ot I'injection canonique i de F' dans E est mesurable puisque i (7)) =
TNEF.

evVA €T ona f~H(A)=f YA NF'),donc f~H(T")=fYT' NnF). O

3Voir par exemple [1], paragraphe B.1
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1.4 Produit d’espaces mesurables

Etant donné m > 2 espaces mesurables (F1,71), ..., (Em, Tm), on veut définir
sur 'ensemble produit Ej x --- x E,, une tribu produit & partir des tribus
T,y T

Dans la suite, lorsqu’on considére m sous-ensembles 1 < i < m,S; C P(E;),
Pécriture St X - -+ x Sp, désignera (abusivement) ’ensemble :

{Al><~--XAmZViG{l,...,m},Al'ESi}

(au lieu du produit cartésien {(A41,...,Ay) Vi€ {1,...,m}, A; € S;}).

Comme ’ensemble 77 X - -+ X Ty, des pavés mesurables ne forme pas en général
une tribu de parties de Fy x --- X E,, (ensemble non stable par passage au
complémentaire ou par réunion finie), on va naturellement considérer la tribu
engendrée par T{ X -+ X T,

Théoréme 1.4.1 Soient (E1,71),- .-, (Em, Tm) m espaces mesurables et soit

o2y Ti = TE1><~--><Em(7TL X X Tm)
1<i<m

la tribu de parties de F1 X --- X E,, engendrée par T1 X - -+ X Tp,, appelée tribu
produit (tensoriel) des tribus Ty, ..., Tm.

e [Etant donné un espace mesurable (E,T) et une application
f=(f1- o fm) : E—= Ey x - X Epy,

on a l’équivalence :

[(ET)— (E1 XX By, ® 7}) mesurable
1<i<m
|}

Vie{l,...,m}, fi: (E,T)— (E;,T;) mesurable

e [En particulier, ® T, est la plus petite tribu de Ey X -+ X Ey, (au
1<i<m

sens de linclusion) rendant mesurables les m projections canoniques :

1Si§m,7'('i:E1X-~-XEm—>E¢.
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Preuve

VA X XA ETI X+ XT,ona f7H A x - x Ap,) = ﬂfl 1(A;) puisque

VeeE ona f(z) e Ay X x A, e Vie{l,...,m}, fi(z )EAz,doncsMesz sont
mesurables, f 1'est aussi d’aprés le théoréme 1.2.4 et la définition de la tribu produit.

Inversement, Vi € {1,...,m} et VA; € ﬁ,fifl(Ai) =fH B x--xA; x---x Ep),
donc les f; sont mesurables si f lest.

e En particulier si £ = F; X --- X By, et f = idg, application identique de E, on a
donc
Vie{l,...,m}, fi=m: (E,T)— (E;,T;) mesurable

T
idp < (B, T) — (E ® 7;) mesurable & ® T C T.

1<i<m 1<i<m

O

Remarque 1.4.2 Le couple (E1 X XEyn ® 72) est appelé espace mesu-
<i<
rable produit des (E;, T;).

En ce qui concerne les sous-ensembles générateurs, on a :

Proposition 1.4.3 Soient (E1,T1), ..., (Fm, Tm) m espaces mesurables.

SivVie{l,...,m},S; est un sous-ensemble générateur de T; tel que E; € S;,
alors 81 X -+ x &, est un sous-ensemble générateur de ® 7.

1<i<m
Preuve CommeViE{l mp,S; CT,ona S X X8y CTi X+ X T et

donc Tg, x...xE,, (S1 X -++ X S ) C ® T.
Inversement, onaVi € {1,...,m}, 7, H(T;) = m ' [TE,(Si)] = T x-x By [T H(Si)]
d’aprés le théoréme 1.2.4, et comme
T WS ={E x - x Ay X+ X Epy t A; €83 C S X -+ X Sy
puisque Vj, E; € S;, on obtient Vi,m; ' (T;) C Tg, x..xE,, (S1 X -+ x Sp) ; donc

cette derniére tribu rend mesurables les m;, ce qui assure 'autre inclusion ® T; C
1<i<m

T x.xg,(S1 X+ X 8y) daprés le théoréme 1.4.1. a

Corollaire 1.4.4 Soient Fi,..., F,, m sous-ensembles de R. On a :
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Preuve Soit S = {]a,b[: (a,b) € Q% a < b} U{R} et Vi € {1,...,m}, soit

S; = SN F;; comme tout ouvert de R est une réunion d’éléments de S, finie ou

dénombrable puisque S est dénombrable, on a B(R) = Tr(S) et B(F;) = TF,(Si)

d’aprés la proposition 1.3.1; de sorte que Tr, x...xF,, (S1 X+ X Sp) = 1<®i B(F;)
m

d’aprés la proposition précédente.

D’autre part, S x - - - XSy, est une famille dénombrable d’ouverts de ’espace métrique
Fy x---x F,, CR™, telle que tout ouvert de F} X - -- X F},, est une réunion d’éléments
de cette famille ; donc on a aussi Tg, x...xF,, (S1 X - X Sp) = B(Fy x -+ x F,). O

Ezemple 1.4.5 B(R™) = (B(R))™?, BRT) = (B(R))™®.

Application 1.4.6 En identifiant R? & C au moyen de l'isométrie canonique

les ouverts de R? s’identifient & ceux de C, de sorte que B(C) s’identifie &
B(R?) = B(R) ® B(R) ; ainsi, une application f : (E,T) — (C,B(C)) est
mesurable si et seulement si ses parties réelle $f et imaginaire S f le sont.

Lemme 1.4.7 Soit (E;);c;,I C N, une partition finie ou dénombrable d’un
espace mesurable (E,T) en sous-ensembles mesurables, et soit (f;);c; une
famille d’applications mesurables de (E,T) dans un autre espace mesurable

(E"T").
Alors Uapplication f : (E,T)— (E',T') définie sur E par

f(x) = fl(l‘) six € B

est mesurable.

Preuve VAT, f~1(A)=U [Ein ffl(A)] eT. 0

iel

Corollaire 1.4.8 Soit (E,T) un espace mesurable.

e L'ensemble {f : (E,T) — (R, B(R)) mesurable} est une sous algébre
de RE.

e Plus généralement, soient f,g: (E,T)— (R, B(R)) mesurables ;

— si on convient de poser | 0 x (£00) = (+00) x 0 =0 | dans R, alors le

produit fg: (E,T) — (R,B(R)) de f et g est bien défini et mesu-
rable ;
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— s1i on suppose que f et g ne prennent en aucun point des valeurs
infinies de signe opposé, alors la somme f+g: (E,T) — (R, B(R))
de f et g est bien définie et mesurable.

e L'ensemble {f : (E,T) — (C,B(C)) mesurable} est une sous algébre
de CF.

Preuve

e Soient f et g deux applications mesurables de F dans R ; d’apreés le théoréme 1.4.1
et le fait que B(R?) = B(R) ® B(R), lapplication (f,g) : (E,T) — (R% B(R?)) est
mesurable. Comme l’addition et la multiplication de R? dans R sont des applica-
tions continues, donc boréliennes, les composées f + g et f g sont aussi mesurables
(proposition 1.2.7).

En particulier en prenant ¢g constante (donc mesurable), on obtient que Va € R, a f
est mesurable.

e Montrons le résultat par exemple pour la somme f + g : d’aprés le lemme 1.4.7, les

fsur {|f <o} g sur {|g| < oo}
et g= sont mesurables, et

0 sur {|f] = oo} 7 0 sur {|g| = oo}

f+gsur {|f] < o0} N{|g| < oo}
il en est de méme de f +g = { +oo sur {f = +oo} U {g = o0},

applications f =

—oo sur {f = —oo} U {g = —o0}
puisque f + § est mesurable d’aprés le premier point.
e On obtient le résultat analogue a celui du premier point avec C au lieu de R, par

exemple en se référant a application 1.4.6. O

Corollaire 1.4.9 Soient (E1,Th), ..., (Em, Trm) m espaces mesurables ; soient
m applications mesurables 1 <i <m, f; : (E;,T;) — (R, B(R)).

Alors Uapplication produit tensoriel des f; :

fr@e @ i (Bux o x B, © 7;>_>(@7B(R))

1<i<m

définie par : (fi @ - @ fm)(@1,. .., Tm) = fi(z1) X -+ X fro(@m)

est mesurable.

Preuve f; ®---® fm, est le produit des m applications

1§i§m,fiovri:(E1><--~><Em, ® 7;)%(@,3(@))

1<i<m

qui sont mesurables comme composées d’applications mesurables ; on applique le
corollaire 1.4.8. ]
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1.5 Exercices corrigés

1. Soit A ¢ {(z,7) : € R} la diagonale de R? et soit i : x — (z,7) la
bijection naturelle de R sur A.

Etablir : i~ 1(B(A)) = i Y(B(R?)) = Tk [i_l(B(R) X B(R))] = B(R).

.......................... Solution ..........................

On a B(A) = B(R?) N A d’aprés la proposition 1.3.1, de sorte que
iH(B(A)) =i (B(R?))

(puisque V B € B(R?), i Y(B) = {z € R: (z,x) € B} =i }{(BNA)).

Dautre part on a B(R?) = B(R) ® B(R) ¥ Tpa(B(R) x B(R)) (cf.

Pexemple 1.4.5), donc
iH(B(R?) = Tr[i"'(B(R) x B(R))]
d’apreés le théoréme 1.2.4. Or
VA, BEBR),i '(AxB)={z€R:z2€ Aetx € B} = ANB € B(R)
et en particulier V A € B(R), i"1(A x A) = A; on en déduit
i (B(R) x B(R)) = B(R) et donc Tr[i ' (B(R) x B(R))] = B(R).

On conclut en définitive i~1(B(A)) = B(R).

2. Montrer, en considérant la diagonale de R? A o {(z,z) : x € R}, que la
tribu de Borel B(R?) ne coincide pas avec 'ensemble

Dd:éf{ U Ay x By : A, € B(R) et By, EB(R)}.

neN

.......................... Solution ............. ... . ... ......

OnaR?=RxR = [J RxR € D, D est stable par réunion dénombrable
neN
(car N x N est dénombrable), et D parait & premiére vue stable par

complémentation, en observant que
VA,Be€B(R), (Ax B)°=(A°x B)U (A x B), avec A, B¢ € B(R) ;

de sorte que T serait une tribu.

On a de plus les inclusions évidentes

B(R) x B(R) C D et D C Tpz (B(R) x B(R)),
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puisque une tribu est stable par réunion dénombrable ; donc on aura:t
D = B(R) ® B(R) par définition de la tribu produit tensoriel, et on sait
(cf. Pexemple 1.4.5) que B(R) ® B(R) = B(R?).

Or considérons la diagonale de R? A = {(x,z) : € R}.

- Dune part, A est un fermé de R? comme image réciproque de {0} par
I'application continue (z,y) + = — y; donc A est un élément de B(R?).

- D’autre part A est en bijection avec R par l'application z — (x,z),
donc A est de cardinal infini non dénombrable ; et on a :

VA, B CRnon vides, A x BC A = A = B est un singleton,

puisque sinon Ja # b dans R tels que a € A et b € B, qui vérifient
(a,b) € (A x B)NA“.

On en déduit que A n’admet pas d’écriture de la forme |J A, x By,
neN
c’est-a-dire que A ¢ D. Ceci prouve que D # B(R?) (inclusion stricte).

. Soit (E, T) un espace mesurable quelconque et soit ~ une relation d’équi-

valence sur E. On note C C P(FE) ’ensemble des classes de ~-équivalence
et 7. le sous-ensemble de P(E) constitué des éléments de 7 qui sont des
réunions (quelconques) d’éléments de C :

T.Y{aeT:4a= U cC}.
CceC,CCcA

a) Montrer que 7. est une sous-tribu de T, dite compatible avec la rela-
tion d’équivalence.

b) Caractériser les applications f : E — R qui sont (7, B(R))-mesurables.
¢) On considére la relation d’équivalence sur £ =R :
deéf
y~x =yl =zl

Identifier B(R)~ et caractériser les applications f : R — R qui sont
(B(R).~., B(R))-mesurables.

d) On consideére la relation d’équivalence sur £ =R :

y~x<d:éf>yfx€(@.
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Identifier B(R)~.. et caractériser les applications f : R — R qui sont
(B(R)., B(R))-mesurables et continues en au moins un point.

.......................... Solution ............. ...,

a) On a bien E € 7. (E € T est la réunion de toutes les classes d’équi-
valence), et T, est évidemment stable par réunion dénombrable comme
T ; de plus 7. est stable par complémentation, car C partitionne F :

VAeT.,, A= U C,donc A= | C,
CceC,CcA CceC,CCAe

et comme A € 7. C 7T, on aa aussi A° € T, donc A° € T..

Ainsi T~ est une sous-tribu de 7.

b) Soit f: E — R une application (7., B(R))-mesurable; Vz € E, on a
{f(z)} € B(R) (un singleton est un fermé de R), donc f~*({f(z)}) € T~.
Ainsi f~1({f(2)}) qui contient z contient toute la classe de ~-équivalence

de z, autrement dit f garde la valeur constante f(z) sur cette classe
d’équivalence ; et comme T C T, f est a fortiori (T, B(R))-mesurable.

Inversement, si f : F — R est une application (7, B(R))-mesurable qui
est constante sur chaque élément de C, on a pour tout B € B(R) :

Vy € BN f(E), f~1({y}) est une réunion d’éléments de C,

donc f71(B)= U f'({y}) lest aussi; et comme f~1(B) € T, on
yEBNf(E)

a f~YB)eT..
En conclusion, pour une application f: F — R :
[ est (T, B(R))-mesurable

f est (7., B(R))-mesurable < :
f est constante sur les éléments de C

c¢) ~ est évidemment une relation d’équivalence, dont les classes d’équi-
valence sont le singleton {0} et les doublons {z, —x}, x € RY.

B(R).. est donc constituée des boréliens B tels que Vo € B, —z € B ;
autrement dit

B(R). ={BeB(R): B=—-B} oi —B={—z:x2¢€ B}.

Soit f : R — R une application ; comme f constante sur les éléments de
C signifie ici

Ve Ry, f(—z) = f(2),
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on a d’aprés la question b 1’équivalence

f est (B(R)~, B(R))-mesurable <= f est borélienne et paire.

d) Comme (Q, +) est un groupe, ~ est bien une relation d’équivalence,
dont les classes d’équivalence sont de la forme Q + z, z € R.

B(R).~. est donc constituée des boréliens B tels que Va € B, Q+ = C B,
soit Q+ B={¢+x:q€ Qetx € B} C B; comme D est évident, on
obtient

B(R). ={BeBR): B=Q+ B}.

On en déduit B(R). € {Q + B : B € B(R)}; inversement, ¥V B € B(R) :

- d’une part Q + B = |J (¢ + B) € B(R) car Q est de cardinal dénom-
q€Q
brable et car V¢ € Q, g+ B € B(R) (les translations sont continues, donc

boréliennes) ;

- d'autre part Q + (Q+ B)=(Q+ Q)+ B=Q+ B.

Ainsi B(R)~ ={Q+ B: B € B(R)}.

Soit f : R — R (B(R)~, B(R))-mesurable et continue en un point zy € R.

OnaVe>0,3a>0tel que Vz €lrg—a,z0+af, |f(x) — f(zo)] < e.

Comme U (Q+2z) =R (carVy € R, —Q+y = Q+y est dense
z€ |zo—a,x0+f

dans R, donc (Q+y) N]zxo—a, zo+a# 0) et comme f est constante sur

les sous-ensembles Q+x d’aprés la question b, on a |f — f(zg)] <e;¢ >0

étant arbitraire, on conclut que f = f(z¢) est une fonction constante.

Inversement, toute fonction constante est continue sur R, donc boré-
lienne, et constante en particulier sur les classes d’équivalence ; donc elle
est (B(R)~, B(R))-mesurable d’aprés la question b.

Remarque : on retrouvera au chapitre suivant cette relation d’équiva-
lence “modulo Q7 pour établir que tout sous-ensemble de R n’est pas
un borélien et que la restriction a B(R) s’'impose (cf. Dexercice 2 du
paragraphe 2.6).
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1.6 Exercices

Exercice 1

Soient 77 et T2 deux tribus sur un ensemble E, engendrées respectivement par
deux sous-ensembles S; et Sy de P(E).

1) La tribu 71 N 7Tz est-elle nécessairement engendrée par S; N Sy 7

2) Comparer 71 U T3 avec les tribus engendrées :
I:TE({Al NAs: A1 € Ti et Ay € 75})

u:TE({AlLJAQ:Al €Ti et A 675})

Exercice 2

1) @ est-il un borélien de R? Qu’est-ce que la tribu de Borel de Q ?
2) Soient A = {{z}:z €R} et K={K CR:K compact}.
Comparer Tr(A), Tr(K) et B(R).

3) Montrer que B(R) n’est pas 'ensemble des réunions dénombrables d’inter-
valles.

Exercice 3

Soient A un sous-ensemble non vide de R et f une application de A dans R,
supposée monotone. Montrer que f est borélienne.

Exercice 4

Soit (fn),en une suite d’applications mesurables d’un espace mesurable (£, 7)

dans (R, B(R)).

1) Montrer que F = {z € E : (fn(a:))n converge dans R} € 7.

eN

2) Montrer que G = {z € E : (fn(ac))nE converge dans R} € 7.

N






Chapitre 2

Mesures positives

2.1 Généralités

Définition 2.1.1 Soit (E,T) un espace mesurable.

On appelle mesure positive sur (E,T) une application i : T — Ry vérifiant

o n(@) =0

e La propriété dite de o-additivité :
pour toute suite (An),cy € TN telle que les A,, sont 2 a 2 disjoints,

M( L"j An) = ZN(An) () pour union disjointe),
n=0

neN

ot Z w(Ay) désigne hm z w(A;) € R,

On dit alors que (E,T, 1) est un espace mesuré.

On peut remarquer que si la suite (A,), oy vérifie les conditions indiquées ci-
dessus, il en est de méme de la suite (Ag(n))neN pour toute permutation o

de N; et comme [ Ay, = | A, on a donc
neN neN

nio (A U(n)) nz 1(Ar) dans Ry.
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En fait, ceci ne constitue pas une condition supplémentaire sur la suite nu-
mérique (M(An))n cny Puisque cette propriété de “commutativité” est satisfaite
pour toute série & termes positifs.

On a les propriétés élémentaires :

Proposition 2.1.2 Soit (E,T,u) un espace mesuré ; alors

e 1 est additive : Vn e N etV Ag,...,A, €T, 2 a2 disjoints,

u( Az-)zg) H(Ay).

0<i<n

e 1 est croissante sur T : VA, BET,

ACB=pu(A) <u(B) et sip(A) <+oo, u(B\A) = pB)— pA).

e 1 vérifie I’inégalité de Boole :

VneNet YAy Age Ton( U Ai) <3 u(A).

0<i<n i=0

Preuve

e Posons Vp > n+1, A, = (); les éléments de la suite (A,),, o sont 2 a 2 disjoints, donc

par o- additivité de 2, on a u(0<th< Ai) = 2 plA)+ fim [(p =) ()] = 32 p(As).
StsSn 1= pzn 7=

e BD Asg’écrit B=AW(B\A),ot B\A=BNA°€c T est disjoint de A ; on a donc
w(B) = p(A) + u(B\ A) > u(A) puisque p est positive.

Si u(A) < 400, on en déduit la relation u(B\ A) = u(B) — p(A) en soustrayant p(A)
des deux membres de 1’égalité précédente.

e Montrons l'inégalité de Boole par récurrence sur n : c’est trivial pour n = 0, et si
on suppose la propriété vraie pour n — 1 (n > 1), on a par additivité de u, en notant
B:A()U‘..UA”,l :

(Ao U...UA,) = n(BY (A, N B°)) = u(B) + p(A, N B).
On en déduit pu(AgU...UA,) < u(B) + pu(A,) par croissance de p, et donc d’apres
n—1 n
I'hypothése de récurrence pu(AgU...UA,) < > u(Ai) + u(A4,) = > p(4). O
i=0 i=0
Les propriétés suivantes concernent les suites d’éléments de T :

Théoréme 2.1.3 Soit (E, T, j) un espace mesuré et soit (Ap),cy € T
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o ju vérifie la propriété de continuité croissante : si la suite (Ap), oy est
croissante (au sens de l’inclusion), c’est-a-dire Vn € N, A,, C Apt1, on
a

w(U A) = tim a(d,) |

neN

e 1 vérifie la propriété de continuité décroissante : si la suite (Ay), oy est
décroissante, c’est-a-dire Vn € N, Ay, D Apt1, et si les u(A,) ne sont
pas tous infinis, on a

M( N An) = lim p(An) < 4o0.

neN n—00

p(U An) < 3 nldn) |

neN n=0

o 1 vérifie [’inégalité de Boole généralisée :

Preuve

e Si on pose By = Ay et, pour tout n € N*, B, = A, \ Ay_1, (Bn),cy est une suite
d’éléments 2 a 2 disjoints de T, d’ou par o-additivité de p :
n

p(nL;rJNBn) = lim > u(Bi).

n—o0 ;7

OrvneNA,= W Biet J An= | By, donc u( U An) = lim p(A,).

0<i<n neN neN neN n—o0

e Soit ng € N tel que pu(A4,,) < +00; comme les deux membres de I’égalité a établir
ne changent pas si on remplace la suite (A,), .y par la suite (A',), oy définie par
Vn € N, A", = Apin,, qui est encore décroissante, on peut supposer p(Ag) < +oo,
auquel cas Vn € N, u(A,) < p(4p) < +oo.

Si on pose Vn € N,B,, = Ag \ Ay, la suite (By), oy € TN est croissante et vérifie

U Bn = 40\ ( N An) ; on a donc d’aprés la propriété de continuité croissante
neN neN

p(4o) = (N An) = 40\ (0 An)| = Jim w(Ba) =l [1(40) = (4] car

n— 00

1(Ap) < +o0; d’ou u( N An) = nh_}ngo 1(Ay,) en simplifiant par u(Ap) < +oo.

neN
e Posons pour tout n € N, B, = |J A4;; la suite (Bn)neN € TN est croissante et on
0<i<n
a lJ 4,= U Bnx.
neN neN

On a donc par continuité croissante ,u( U An) = lim u(B,); or, d’aprés I'inégalité
’TLEN n— o0

8

de Boole, on a Vn € N,u(B,) = ,u( U Ai) < S u(4) < w(Ay), dou le
0<i<n i=0 n=0

résultat. N
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Corollaire 2.1.4 Soit (E,T) un espace mesurable et soit ju:T — Ry une
application telle que p() = 0.

b est une mesure positive si et seulement si p est additive et vérifie la propriété

de continuité croissante.

Preuve D’aprés le théoréme 2.1.3, il suffit de montrer la suffisance de la condition.

Soit (An)neN une suite d’éléments 2 & 2 disjoints de T et Vn € N, soit B, = | A;;

0<i<n
la suite (Bn),cy € TN est croissante et |J B, = |§ A, ; donc u( ] An) =
neN neN neN
lim w(B,) avec Vn € N,u(B,) = ,u< (O] Ai) = > u(A;), d’ou le résultat. O
n—oo 0<i<n i=0

FEzremples 2.1.5 de mesures positives sur un espace mesurable

e Etant donné un point a € F, on définit la mesure de Dirac d, par :

lsiac A

VAeT, 6a(A) =14(a) = .
Osia¢g A

Cette mesure permet de modéliser une masse ponctuelle dans un sys-
téme mécanique.

e Plus généralement, étant donné un sous-ensemble F' C FE, on définit la
mesure de comptage dp associée & I par :

card (AN F) si AN F est fini
VAeT, 6r(A) =

+00 sinon

(la vérification qu’il s’agit bien d’une mesure positive est laissée au soin du
lecteur).

Les mesures positives réellement intéressantes sont celles qui ne prennent pas
la valeur +o0o sur trop d’ensembles mesurables ; cette remarque éclaire les
définitions suivantes :

Définition 2.1.6 Soit (E, T, u) un espace mesure.
e On dit que p est finie si u est a valeurs dans Ry (auquel cas u est

a valeurs dans Uintervalle fermé [0, u(E)] C Ry d’apres la propriété de
croissance, de sorte que u finie est méme bornée).
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e On dit que p est o-finie s’il existe une suite (Ap), oy € TN telle que

U A, =FE etVne N u(A,) < +oo |
neN

e Dans le cas ot (E,T) = (R™,B(R™)) (m > 1), on dit que p est de
Radon sur B(R™) (ou sur R™) si

VK C R™ compact, u(K) < 400

(auquel cas p est a valeurs finies sur tous les boréliens bornés d’aprés
la propriété de croissance).

e Dans le cas ot T contient les singletons de E, on dit que u est diffuse si
la mesure par p de chaque singleton est nulle.
Remarques 2.1.7

e On a les implications :

u finie = p o-finie et pour £ = R™, i1 finie = p de Radon = p o-finie

(o-finie se vérifie en posant Vn € N, A,, = E, respectivement A,, = [—n,n]™).

e La mesure de comptage dr définie dans I’exemple précédent est telle que :

- O finie < F fini (en particulier une mesure de Dirac est finie) ;

- 0 o-finie < F fini ou dénombrable (si 7 contient les singletons de
E), et pour E = R™ dp de Radon < Vn € N, F N [—n,n]™ est fini.

2.2 Mesures positives de Radon sur R

Selon la définition 2.1.6 avec m = 1, une mesure positive sur B(R) est de
Radon si la valeur qu’elle attribue & tout borélien borné ou, ce qui est suffisant
grace a la propriété de croissance, a tout intervalle borné est finie.

La restriction aux intervalles bornés va permettre d’associer & chaque me-
sure positive de Radon une fonction caractéristique, sa fonction de répartition,
unique & une constante prés. Cette représentation élémentaire d’une mesure de
Radon, attachée a la structure d’ordre de R, est trés utilisée lorsqu’on a affaire
a une probabilité n sur B(R), c’est-a-dire & une mesure positive finie (donc de
Radon) de masse p(R) = 1.
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Définition 2.2.1 Soit p une mesure positive de Radon sur R. On appelle
fonction de répartition de p toute application F' : R — R wvérifiant

Va <y, Fy) = F(z) = p(lz. y[) .

La proposition suivante établit ’existence et les propriétés principales des fonc-
tions de répartition :

Proposition 2.2.2 Soit u une mesure positive de Radon sur R.

e [l existe une infinité de fonctions de répartition de la mesure u, chacune
de ces fonctions F étant égale, o la constante additive F(0) prés, a la
fonction de répartition Fy nulle en 0 définie par :

Va <0, Fo(z) = —p([z,0[)

Vo> 0,Fy(z) = p(0,z])

Soit F une fonction de répartition de p.
e [ est croissante et continue a gauche.
e Si on prolonge F sur R en posant

F(—o0)= lim F(z) > -0

T—>—00
F(+00) = lim F(z) <400

T—r+00

on a pour tout x € R :
(] —o0,z[) = F(z) — F(=00), p(lz, +oo[) = F(+o0) — F(x)
et p(R) = F(+00) — F(—00).

e Si on note, pour tout x € R, Fy(z) la limite & droite de F en x (de
sorte que Fy est croissante et continue & droite), on a :

— Vax €R, lesaut de F' en x est| Fy(z) — F(x) = p({z}) |;

= Va <y, p(lz,y]) = Fa(y) — F(z), p(lz,y]) = Faly) — Fa(z)
et u(lz,yl) = Fly) — Fa().
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Preuve
e [ est bien nulle en 0 et vérifie par additivité de p, pour tous x <y :
—1([y, 0) + p([,0[)

Fo(y) = Fo(z) = ¢ ([0, y[) + p([, 0[)
([0, y[) — ([0, =)

donc Fj est bien une fonction de répartition de p.

1([z, 0[\[y,0[) = p([z,y[) siz <y <0
p([z,0[U[0,y[) = p(z,y[) siz <0<y
1([0,y[\[0,2]) = p([z,y[) si0O <z <y

Si I en est une autre, on a
¥ < 0,F(0) ~ F(z) = ([, 0]), done F(x) = F(0) — ([, 0]) = F(0) + Fy(x)
Vy > 0,F(y) — F(0) = u([0,y[), donc F(y) = F(0) + u([0,y[) = F(0) + Fo(y)

de sorte que F = Fy + F(0) ; inversement, F' = Fy + C vérifie bien Vo < y, F(y) —
F(z) = p([z,y[) pour tout C' € R puisque Fy est une fonction de répartition de p.

e D’aprés la relation de définition, F' est croissante et pour tout z € R,ona: Vn €
N, F(z) = F(z — ) = p(fz — L, 2[) ou ([z — 4 m[)nEN* est une suite décroissante

n’

de boréliens de mesure p finie et d’intersection [z, z[= .

On a donc 71hﬁrr;O [F(z) - F(z—1)] = nhﬁn;ou([m —La[)=p®) =0
par continuité décroissante de pu, de sorte que F(z) = lim F(x — %) et F est continue

n—oo
a gauche en z.

eVr € R, ([-n,2[),cy et ([z,n]),cy sont deux suites croissantes de boréliens, de

réunions respectives | — oo, [ et [z, 4+00[; on a donc par continuité croissante de p,

(] = o0.40) = T (-, 2() = i [F(&) ~ F(-n)] = F(@) ~ F(-)
il +o0]) = Tl nl) = T [Fn) — F(a)] = Fi+o0) ~ F(z)
et par additivite, p(R) = u(] — oo, z[) + p([z, +00[) = F(400) — F(—00).

evVreR, ([z,x+ 5[), cn-
et d’intersection [z, 2] = {x}; on a donc, par continuité décroissante de p :

p{z}) = lim p([z,z+ [) = lim [F(z+ 1) = F(2)] = Fa(z) - F(2)

est une suite décroissante de boréliens de mesure p finie

qui est bien le saut de F' en x puisque F' est continue a gauche.

On en déduit, pour tous z <y :

pllz,y]) = plle,yl) + p({y}) = (Fly) - F2)) + (Faly) — Fy)) = Faly) - F(=)
plz, yl) = ple, yl) — n({z}) = (Fa ) x)) = Fa(y) — Fa(x)
( )=

p(le,yl) = p((z,yl) — p{z}) = (F x)) = F(y) — Fa(x)
U
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Corollaire 2.2.3 Soit F' une fonction de répartition de p. On a les équiva-
lences :

u diffuse < F' continue sur R

u finie < F bornée sur R

Théoréme 2.2.4 (admis) Soit une application F' : R — R croissante et
continue a gauche. [l existe une unique mesure positive de Radon u
sur R dont F est fonction de répartition.

Ce théoréme est fondamental, puisqu’il donne une caractérisation élémentaire
des mesures positives de Radon sur R et fournit un mode de construction
général de ces mesures ; en voici une application essentielle :

Définition 2.2.5 On appelle mesure de Lebesgue sur R, notée A, la mesure po-
sitive de Radon sur R dont la fonction de répartition nulle en 0 est [’application
identique de R.

Comme I’application identique est continue, A est diffuse ; elle vérifie donc :

Vo < y,)\([:v,y[) - )\([ZL‘,yD - A(]x)y]) - )‘(]xayD =Yy -z

autrement dit elle constitue un prolongement de la notion de longueur des
intervalles, ce qui explique son importance toute particuliére.

2.3 Ensembles négligeables

Définition 2.3.1 Soit (E,T,u) un espace mesuré et soit un sous-ensemble
ACE.

On dit que A est p-négligeable (ou simplement négligeable) si

ABeT telque AC Bet u(B)=0

et on note N ={A C E: A est p-négligeable}.

Remarquons que ) € N et que A est stable par réunion finie ou dénombrable
d’aprés les inégalités de Boole ; de plus :
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AeN=PA)CN esideT,onaAeN & u(d) =0.

Définition 2.3.2 Soit (E, T, u) un espace mesure.

e On dit qu’une propriété P,, relative auz points x de E, est vérifiée -
presque partout (ou simplement presque partout, en abrégé upp ou sim-
plement pp) si

{z € F : P, non vérifiée en 2} € N.

e [En particulier, on dit qu’une fonction f est définie (u-)presque partout
sur B st
{z € E : f non définie en 2} € N.

e On dit que deuz fonctions f et g, définies partout ou (u-)presque partout
sur E, sont (u-)presque partout égales (en abrégé f HEP g) si

{z € E: f ou g non définie en z, ou bien f(z) # g(z)} € N.

Comme () € N et comme A est stable par réunion finie, on vérifie immédiate-
ment que I'égalité presque partout est une relation d’équivalence.

Etant donné un espace mesuré¢ (F, T, 1), un espace mesurable (E’, T’) et deux
applications f et g de E dans E’, il est possible d’enrichir la tribu 7 afin de
rendre vraie I'implication :

(f mesurable et g "“2” f) = g est mesurable.

Remarquons d’abord que, si on note N = {z € E : f(z) # g(z)} € N, on a
VA T, g7 (A) = (g7 (A)NN) W (g7 (A) N N5

donc si N C T, on a d'une part g71(A)NN € T car g} (A)N N C N est un
élément de N ; d’autre part g~ (A )NN¢ = f~L(A)NN¢ € T car f est mesurable et
Ne=E\NecT. AinsiVA' € T', g7 Y (A") € T, c’est-a-dire que g est effectivement
mesurable, sous la condition N C T.

On démontre (sans difficulté majeure) :

Théoréme 2.3.3 (admis) Soit (E, T, p1) un espace mesuré.

La tribu de parties de E T = Te(T UN) engendrée par T et N, appelée tribu
u-complétée de T, vérifie les propriétés suivantes :
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o [l existe une unique mesure positive [i sur 7A', appelée mesure complétée
de u, telle que ﬁ|T = u.

e N\ coincide avec I'ensemble N des 1-négligeables, de sorte que .

D’aprés la définition de 7A', on a bien str I'équivalence T=TaNC T, auquel
cas on dit que la tribu 7 est p-compléte et que la mesure p est compleéte.

Dans le cas (E, T, 1) = (R, B(R), A) (A mesure de Lebesgue sur R), B(R) n’est

pas A-complete ; la tribu A-complétée B(R) est appelée tribu de Lebesgue de R
et la mesure complétée \ est encore appelée mesure de Lebesgue.

2.4 Image d’une mesure par une application

Proposition 2.4.1 Soient (E,T) et (E',T") deuz espaces mesurables et soit
h:(E,T)— (E',T') une application mesurable.

Etant donné une mesure positive p sur (E,T), Uapplication h(u) définie sur
la tribu T' par :

VA €T, h(u)(A) = p[h=L(4)]

est une mesure positive, appelée image de u par h.

De plus h() est finie si et seulement si p est finie.

Preuve h(u) est bien définie et & valeurs dans R, comme p, et on a h(p)(0) =

u[h=1(0)] = (@) = 0.
Soit (A7,), ey une suite d’éléments de 7' 2 a 2 disjoints ; alors (hfl(A,’n))neN est une
suite d’éléments de T 2 a 2 disjoints et on a, par o-additivité de p :
o0
ulh (W A = [ W i A)] = X ulhtan)];
neN neN n=0

ceci montre que h(p) est aussi o-additive.

Enfin h(p)(E') = p[h~'(E")] = p(E), donc h(p) finie < 4 finie. O

Remarque 2.4.2 La notion d’image d’une mesure joue un role essentiel dans la
théorie des probabilités (loi d’une variable aléatoire). On reprendra son étude
au paragraphe 4.6.



