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Maitrise de Mathématiques

Feuille d’exercices n°® 1
Révisions de topologie et d’analyse fonctionnelle

1. Quelle est la différence entre

C(Q), C(Q) et C(Q) ?

2. Soit H un espace préhilbertien (i.e. muni d’une forme bilinéaire, symétrique définie positive
(, ) mais pas nécessairement complet).
(a) Montrer que le dual H' de H est complet.
(b) Soit o l'application de H dans H' définie par

<U(u)7 1)) = (u7 U)

pour tous u et v de H.
Montrer que o est une isométrie de H sur H' et que R(o) est dense dans H' (on

pourra “transporter” sur R(o) le produit scalaire de H, puis le prolonger a R(o) et
appliquer ensuite le théoréme de représentation de Riesz.

(c) En déduire que H peut étre identifié & un sous-espace dense d’'un espace de Hilbert
H.

3. Montrer que le dual E/ d’un espace vectoriel normé E, muni de la norme

'l = sup [ ()],
el z>1

est toujours un Banach.

4. Inégalités de Young et de Holder.

Démontrer I'inégalité de Young :

1 1 a? b
Ya,b >0 , Vp,geNtelsque—-+-=1 , ab<—+ —
p q p q
En déduire I'inégalité de Holder :
VfeLl, Vge Ll £l < [If1lp llgllq

5. On désigne par E un espace de Banach, par [a,b] un intervalle compact de R et par EP
I’espace des applications de classe CP de [a,b] dans F, normé par

p
k
lull, = sup > [l ()] .
aStSkaO

Pour chaque valeur de p et chaque ¢ dans [a,b], 'application de £P dans E définie par
u — u(t) sera désignée par L(t).

(a) Montrer que pour tout p > 0, Ly(t) est un élément de L(EP, E).
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(b) Montrer que I'application ¢ — L,(t) n’est continue en aucun point de [a, b].

(c) Montrer que l'application ¢ — L,(t) est continue pour p > 1.

6. On note [P 'ensemble des suites (z,,)n>0 de nombres complexes telles que la série Z |z |P
n>0
soit convergente, pour p > 1. On note [*° Pensemble des suites (x,),>0 de nombres
complexes bornées . On munit ces espaces des normes usuelles || ||, et || [|oo-

Montrer que I et {2 sont des sous-espaces vectoriels de [*° mais pas des sous-espaces

vectoriels normés.

7. Sur E = C([0,1],R) soient les deux normes :

1
1l = /0 f@)]dz et |floe= sup [f(z)] .

xz€[0,1]

(a) Montrer que ||f]]1 < ||f|lcc pour tout f de E et que toute suite de Cauchy (resp.
convergente) pour || || est de Cauchy (resp. convergente ) pour || ||1.

(b) Pour n > 0, soit f,, : t — t", f, € E. Calculer ||f,][1 et ||fnllco et en conclure qu’il
n’existe pas de nombre b > 0 tel que || f|lco < b||f]|1 pour tout f de E.

(¢c) Montrer que (E, || ||oo) est un espace de Banach.

1

_t} Montrer que

7

(d) Pour n > 1 soit f,(t) = min{n,

1
_ > =
||fn+p fn”l = n )

et que (fn)n>0 est une suite de Cauchy pour || ||1. Si elle convergeait vers une fonction

f € E on aurait f(t) = —=, Vt €]0,1]. Conclure & une absurdité.

\/%,

8. 1°° muni de la norme /2 est-il un Banach ?
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Feuille d’exercices n°® 2

1. Parmi les applications 7' : D(R) — R, déterminer celles qui définissent des distributions

sur R:
(a) T(p) = (£(0))?
+oo
o) 760) = | leto)] de

(c) T(cp):/o e®) ()| dt, ot k € N

(d) T(p) = s;gﬂr{}so(t

n—+o0o
=1
+oo +oo
() T(0) =>_e™(0) et T(p) =Y _ o™ (v)
v=0 v=0
2. Montrer que lapplication T': D(R) — R, définie par, T'(¢ Z ©(n) est une distribution
d’ordre 0 sur R.
+o0
Montrer que T'(p) = / ¢(x,z) dz est une distribution d’ordre 0 sur R2.
—00
=1, 1
3. Montrer que I'application T': D(R) — R, définie par, T'(p) = Z —(p(=) —¢(0)) est une
n'n
n=1
distribution d’ordre < 1 sur R.
Montrer que I’ application T": D(R) — R, définie par
=1 1
T(p) =) _(¢(>)+e(==) —2¢(0))
n=1

est une distribution d’ordre < 2 sur R.

4. Distributions parties finies

Montrer que les applications T : D(R) — R suivantes définissent des distributions:

1
(a) vp(—) = lim plz) dz ( Valeur principale de CAUCHY)
x e—0 lz|>e T
b) Pf(—) = lim o) 4, —2¢(0) Partie finie de HADAMARD
22
xT e—0 |z|>e CE
(c) Pf( 2) = lirr(l] [/ ( ) _#0) +¢'(0) In 5] ou H est la fonctionde HEAVI-
x e— £
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1
5. Soit ¢ € D(R). Montrer que ¢(x) = ¢(0) 4+ x/ ¢ (tz) dt.
0

En déduire que si ¢(0) = 0, alors la fonction

5
&

_ six#0
Y(z) = z ]
¢©'(0) sinon
est dans D(R). Dans la suite ¢ désignera toujours ce prolongement de la fonction M a
x

R.

Montrer que si (¢y,), est une suite de D(R) qui tend vers 0 dans D(R) et si ¢,(0) = 0
pour tout n, alors son prolongement (¢,,),) tend vers 0 dans D(R).

6. On pose, pour tout ¢ € D(R), T(p) = Zcp(") (n);
n=0

(a) Montrer que T est une distribution sur R.

(b) Soit p € N*, montrer qu'il existe une fonction ¢ € D(R) telle que
p(0) = (0) =--- =" D(0) =0, pP(0) =1.

11
(c) Soit ¢ € D(R) telle que supp(yp) C | — 3’ 5[ et P (0) =1 . Pour k € N* on pose,
or(x) = k:_p+%g0(k:x). Etudier la convergence uniforme de ( gog))k pour 0 < j < p.

(d) Montrer que T n’est pas une distribution d’ordre fini.
7. (a) Montrer que si ¢ € D(R), alors la suite (¢,,), définie par

(1) = exp(—n)p(nz)

tend vers 0 dans D(R).

(b) Montrer qu’il existe une suite (¢5,), de D(R) qui converge vers 0 dans D(R) et telle
que pout tout n, supp(p,) C R* et

1
lim exp(;)gpn(x) dx = +o0 .

n—0o0 R

(c) Existe-t’il une distribution 7" € D’(R) dont la restriction a R* soit égale & la distri-

1
bution réguliere exp(—;)?
x
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Feuille d’exercices n°® 3
Dérivation et Primitives de distributions

1. Soit T une distribution sur Q (ouvert de R™). On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que pour
toute fonction ¢ de D(2) on ait

wal<e ([ lowr dx)l/Z |

Montrer que T est définie par une fonction f de L2?(€2).

2. Calculer les dérivées premieres des distributions 7' suivantes:
1
(a) T =vp(=), T =sgn(z), T = H(z) sgn(z)
x
(b) T=E(z), T=(1—2*) x-11]-

3. Calculer la dérivée premiere de la distribution T' = H (z) In(|z|) : voir sujet de partiel.

4. Soit T € D'(R?), la distribution donnée par

Yo € D(R?)  T(p) = /]ch(a:,a:) dx

Détermi 0 . oT
éterminer — + —.
Jor 0Oy

5. Soit Hy, : R™ — R la fonction définie par
H(zy, - ,xn) = H(z1) - H(xy) .
Montrer que si « est le multi-indice o = (1,--+,1), alors D*(H,) = 9.
6. Soient U la partie du plan R? définie par
U={(z,y) eR* |y >|z[ }

’F 2F
et F(x,y) = xu(z,y). Calculer, dans D’(R?), I’expression (2? - ?9?

7. On rappelle que toute fonction ¢ € D(R) peut s’écrire sous la forme p(z) = ¢(0)8,(x) +
zp(z) ou ¢ et 6, sont dans D(R) et ou 6,(0) = 1.

Montrer que si T' € D'(R) est telle que x.T = 0, alors il existe C' € R tel que T'= C.4. En
déduire ’ensemble de toutes les distributions 7' solutions de I’équation .7 = a ou a est
une constante donnée. Traiter le cas z.T = d,,.

Comment peut-on, a ’aide de ce qui précede, déterminer les distributions T telles que
(x —a).T = 0 ol « est une constante réelle donnée?

Trouver toutes les solutions T € D’(R) telles que (z — «).T = dg our 5 est une constante.

Méme question pour l’équation (x — «).T = 6’6.

8. Pour (m,n) € N x N, calculer ".6(™),
Déterminer toutes les distributions T telles z™.T = 0.

En déduire la solution générale de z™. T = J.
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9. Soient (a,b) € R? et f € C*(R) la solution de 1’équation différentielle f” + af’ +bf =0
qui vérifie f(0) =0 et f'(0) = 1.

Calculer (Hf) +a(Hf) + b(Hf).

Trouver toutes les solutions des équations différentielles dans D’ suivantes :

T -T=9§
T —3T"+2T =646 .

10. Soit Dy = { ¢ € D | / W(t) dt = 0}.
R

(a) Montrer que ¢ € Dy si et seulement s’il existe ¢ € D telle que ¢’ = 1.

(b) Soit 8, € D telle que / 0,(t) dt = 1; montrer que tout ¢ dans D peut s’écrire d’une
maniere unique sous laIF%orme @ =a 0,+ 1 ol a est une constante et 1 € D;.

(c) Montrer que I'application S : D — R définie par S(p) = —T'(x — /x P(t) dt) ou
¢ = a 0, + 1 comme & la question précédente et T' € D’ est une primiEiO\(/)e de T.

(d) Chercher les primitives des distributions suivantes

. T=9¢

i. T'=H

i. T=a H
1

iv. T =vp(=

iv Vp(x)

11. La fonction cosinus intégrale désignée par ci(z) est la fonction définie sur R*, paire et telle

que pour tout x € R*™ on ait
£ s(t
ci(:n):/ CO()dt.

o

(a) Montrer que la fonction = — ci(z) est dérivable au sens des fonctions, sur R*.

(b) Montrer que ci est dans L} (R) et déterminer sa dérivée au sens des distributions.
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Feuille d’exercices n°® 4
I. Formule de Green

1. Soit D le disque unité de R? et T la distribution sur R? définie par la fonction car-
actéristique de D. Montrer que

T 27
<a—,90> = —/ p(cos 6,sin ) cos 0 db .
ox 0

2. Pour x € R™ (n = 2 ou 3) on pose,

lz|7t sin=3
log x| sin=2

En(z) = {

(a) Montrer que E,, définit une distribution sur R", C* sur R"\{0}. Calculer AE,, sur
R™\{0}.
(b) Soit ¢ € D(R™). Montrer que

(AE,,¢) = lim E,Ap dx .

e=0F J)a|>e

(¢c) En transformant lintégrale / E,Ap dz, a aide de la formule de Green, en
l|zl[>e
déduire AE,, au sens des distributions.

II. Convergence dans D’
1. Soit T' € D'(R) ; pour h € R, on définit T}, par
Vo e DR)  (Th, ) =(T,¢n)
ot pp(x) = p(x + h).

— T
Montrer que T}, est une distribution. On pose Sp, = Th Montrer que Sp converge
vers T" dans D'(R).

2. Soit 2 un ouvert de R", (¢y), une suite de fonctions de £(€2) qui converge vers ¢ dans
E(Q) et T € D'(Q2). Montrer que la suite T, = ¢,, T converge dans D’(Q) vers ¢T.

[e.e]
3. Soit a > 0. Etudier la convergence de Z a"o, dans D'(R) et dans &'(R).

n=0

4. Soit f € LY(R") telle que / f(z) de = 1. Pour k € N on pose fi(z) = k™ f(kx). Montrer
que (fx)x converge vers § dans D'(R™).

5. Etudier la convergence dans D'(R) de
(@) n (01 —0_1)

n

(b) n? (61 —26+0_1)

n

(c) cos(nx) et sin(nx)
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6. Soit (fn)n une suite de fonctions localement intégrables sur R™ qui converge presque
partout vers une fonction f. On suppose qu’il existe une fonction positive g de L}OC(R”)
telle que pour tout n, on ait |f,(z)| < g(x) pour presque tout = de R™.

(a) Vérifier que f € L}, .(R™) et montrer que la suite de distributions (T, ) converge dans
D'(R™) vers Ty.
En déuire que si une suite (¢,,) converge dans D(R™) vers la fonction ¢, alors la suite
de distributions (T, ) converge dans D'(R™) vers T,.

(b) Chercher les limites des distributions suivantes :
n
To=g x4 o To=nxpryy

(c) Si pp est une suite régularisante de D(R™) , déterminer la limite dans D’(R™) de la
suite de distributions (7},,).

ITI. Supports

1. Déterminer les supports des distributions 7' : D(2) — R suivantes:

(a) T(p) = ¢(n) ot Q =R.

n=0
(b) T(¢) = /Rgo(m,x) dzr ou Q = R,
2
(c) T(p) = /0 ¢(cos @,sin @) df on Q = R2.
1
(d) T(e) = /1 || (z) do ou = R.

1
(e) T(p) = /_1 sign(x)y’(z) dx ot Q = R.

2. Trouver un exemple de suite de distributions T}, de £ qui converge dans D’ mais dont la
limite T n’est pas a support compact.
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Feuille d’exercices n°® 5 : Convolution

1. Déterminer, explicitement, les convolutions suivantes dans R, apres avoir justifié leurs
existences :
o 0, x H
o ' x1
o (26 x (2P5(0))
e TxlouT e & (R).
T xexp(z) ou T € &'(R).

2. Soient f1 = X[q) €t f2 = X|c,q- Calculer (f1 * f2)”

3. Représenter par un produit de convolution 'opérateur différentiel linéaire et a coefficients

constants : J I
D(p) =aos0+a1d—§+-~-+ancm—f :
4. Calculer les convolutions suivantes dans R :
H
o« HxPf(*)
T
1
& -
o & cup()

- (z) (z0)

5. Ecrire les opérateurs aux différences finies suivants sous la forme de produit de convolution
et calculer leurs limites lorsque h — 0 :

fl@+h) - flz—h)

(a) An(f)(z) =

2h
(b) Br(f)(z) = flath)+ f(hx?_ h) —2f(x)
1.04—1 T
6. Pour o > 0, on pose fo(z) = P(if)()

(a) Vérifier que f, € D', pour tout a > 0.
d
(b) Démontrer que % = fa—1 pour tout a > 1.
x

(c) Déterminer Olgrb fo dans D/,

7. Trouver dans D’+ les inverses de convolution des distributions suivantes :

()T =06 —ad (b) T =sin(x)H (¢) T = cos(x)H (d) T =-exp(—x)H.
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Feuille d’exercices n® 6 : Transformation de Fourier

1. Déterminer les transformées de Fourier des distributions suivantes :

(a) T=1

b) T=H

(©) T =wp()
(@) 7= Pf(-y)
(f) T = Ton

2. Montrer que la fonction f(z) = (1 — z?) X[0,1)(z) définit une distribution tempérée sur R
et calculer ses trois premieres dérivées. En déduire sa transformée de Fourier.

3. Déterminer la transformée de Fourier de la distribution réguliere ( tempérée) associée la
fonction x +— sin(z).

R ; . . sinx

En déduire la transformée de Fourier de la fonction ——.
z
1 —coséx

4. (a) Montrer que pour tout £ € R, fe: 2 — définit une distribution tempérée

sur R.
1
(b) Montrer que fe — vp(—) dans S'(R) quand § — +oo
x
( On pourra montrer que pour tout ¢ € S(R)

(c¢) Pour tout = # 0 on pose sgn(x) = ‘x—’) et pourn € N, g, = sgn (z)X[—pnn- Calculer
x b
Jn et chercher la limite de §,, dans §’(R) quand n — +oo. En déduire sgn. Retrouver

H.
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Feuille d’exercices complémentaire
I. Convergence dans D’

1. Soit T' € D'(R) ; pour h € R, on définit T}, par
Vo € DR)  (Th, ) =(T,n) ,
ot on(x) = ol + ).

- T
Montrer que T}, est une distribution. On pose Sp, = Th Montrer que Sp converge
vers T" dans D'(R).

2. Soit 2 un ouvert de R", (¢y,), une suite de fonctions de £(€2) qui converge vers ¢ dans
E(Q) et T € D'(Q). Montrer que la suite T, = ¢,, T converge dans D’(Q) vers ¢T.

3. Soit a > 0. Etudier la convergence de Z a"o, dans D'(R) et dans &'(R).
n=0
4. Soit f € LY(R") telle que / f(z) de = 1. Pour k € N on pose fi(z) = k" f(kx). Montrer
que (fx)x converge vers § dans D'(R™).

5. Etudier la convergence dans D'(R) de
(a) n (01 =6 1)
(b) n® (6. —20+6_1)

n

(¢c) cos(nz) et sin(nz)

6. Soit (fn)n une suite de fonctions localement intégrables sur R™ qui converge presque
partout vers une fonction f. On suppose qu’il existe une fonction positive g de Lllo (R™)
telle que pour tout n, on ait |f,(z)| < g(x) pour presque tout = de R™.

(a) Vérifier que f € L} (R™) et montrer que la suite de distributions (T, ) converge dans

loc

D'(R™) vers Ty.
En déuire que si une suite (¢,,) converge dans D(R™) vers la fonction ¢, alors la suite
de distributions (T, ) converge dans D'(R™) vers T,.

(b) Chercher les limites des distributions suivantes :

n
To=g X1y o To=n' X1y

(c) Si py est une suite régularisante de D(R™) , déterminer la limite dans D’(R") de la
suite de distributions (7}, ).

I1. Supports

1. Déterminer les supports des distributions 7' : D(2) — R suivantes:

(a) T() = 3 o(n) ot Q= R.
n=0



Distributions-Analyse fonctionnelle 12

(b) T(¢) = /]Rgo(m,:n) dzr ou Q = R,

2
(c) T(p) = / ¢(cos @,sin @) df on Q = R2.
0
1

(d) T(p) = /_1 ||’ (z) dz on = R.

1
(e) T(p) = /1 sign(x)y’ (r) dz ot Q = R.

2. Trouver un exemple de suite de distributions T}, de £ qui converge dans D’ mais dont la
limite T n’est pas a support compact.



