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Feuille de TD n°1 : corrigé

Distributions
Exercice 2. On pose : Vp € D, <vp<%>,g0> = lim Mda:.

e—07+ lz|>e x
1. vp(%) est une distribution.
On a :si K = suppp C [—M, M]

p(x) = p(0) + z(x)

sup [¢(z)] < sup ¢ ()]
[—M,M] [—M,M]

<vp(%>,g0> = Eli%lJr (go(O) (/_; i—xdﬂc + /EM %dw) + /_;w(x)dx + /EMw(w)da:>

~ Im ( [ v+ | Mw<x>dx)= [ v <onsupic)

e—0t

Donc vp(%) est une distribution. On a :

<vp<1),gp> = lim +OOM dz

T e—0t c X

2. Onrappelle que f(z) = In|z| est localement intégrable sur IR, montrons que Tinm = vp(%).
On a:

<Thp>=—<Tp¢ >= —/90/(x)ln]a:| =t [ @l
~ i ( /_ ; A (@)in(—z)dz + / - @'(x)ln(x)dx)
- I (ln(s)[go(e) p(—e)] + / ; @ do + / +O° @ dm)
- tim (1n@iple) — e(=e) ) + Jim [ e



Or
In(e)[p(e) — p(—¢)] < 2elin(e)] Sup l¢'(@)] ——0

—0t
f790> vp T y P

3. En calculant de deux maniéres différentes la dérivée de h(x) = xln|x|, montrons que

Donc

xvp(%) =1 (au sens des distributions).
On a:

h'(x) =1+ In|z|

d’une part

Tl o> =—<Thi >= —[hl@)p@)] + / (1 + Infa))p(z)de
=<Ty, o>+ <Tsp>

et
T, =T+ T}

D’autre part

1
Ty, = @l +Tr = a:vp(;) + Ty

et donc
1
xvp(—) =1
x
car
<), o>=—<Tup >=—<T, (up) —u¢ >
=<ul", o>+ <uT, o >=<uT" +uT, o >
et donc

(uT) =uT" +4'T
ou u est C* . Dans notre cas particulier u(z) = z. Bien sir une démostration directe de

mvp(%) = 1 est possible car

1
<xvp<—>,g0> = lim o(x)dx = /gp =<Ti,p>.
T e—0t |z|>e
Exercice 3. Soit H la distribution d’Heaviside,

1 st x>0,
H(z)_{o st x < 0.

Montrons que : T = 6.



Ona:VoeD <Tpy,p>=—<Tg,¢ >= —f0+oo<,0'(x)dx:<p(0) =< dp, p >

Exercice 4. Résoudre, dans D', les équations pour a # b

Réponse : On a :
<(x—a)da,p >=< g, (x —a)p >=0

et
VoeD o) =¢la)+ (z —a)p(z)
et donc
<T,o>=pla)<T)1>+<(x—a)T, v >=<T,1 >< 0,4, >
et ainsi
(x—a)T=0<T € R,
Alors

(x—a)(z—b)T =0« (x—b)T € R4,

et on regarde

(x =b)T =9,
Or
< (2 = b)da, o >=< 0g, (x — b)p >= (a — b)p(a)
et donc
(x — b) a =0
(a—b)
et donc 5
< (x—b)(T— (a_b)),go >=0
et donc
T — a A0
(a—b) "
et donc

(x —a)(x—b)T =0=T € CL(, )
et comme la réciproque est triviale et
(x—a)(x =0T =0<T € CL(d,, 0p)

Sia=bona
(x —a)*T =0= (x —a)T € RS,

et on cherche une solution particuliére de

(x —a)T =4,



et on regarde
< (x—a)d, o >=< 04 (x —a)p + ¢ >=< 0,4, p >

et donc
(x —a)d, =0,
et
(x—a)(T=6)=0
et
T — 0, € IRy,
et donc

(x—a)’T=0=T € CL(6,,6.)
et comme la réciproque est triviale et on a :
(x—a)’T =0« T € CL(,,6.)

Pour terminer 'exercice proposée il faut trouver une solution particuliére de (z—a)(z—b)T = 1
On teste vp(%) définie par

<vp< L ),90> = lim #(z) dz.

T —a

vérifie

Alors comme

et posons

<(r—a)(x—=0b)Tyh,p >= bia<(:v—a)(:p—b) (vp(ﬁ) —vp(xia>),g0>

= <(x—a)—(x—=0),p>=<T1,p >

et on a :
(x—a)(z—=0b)To =1

et on a:

T =Ty + CL(8,,8).



Exercice 5. Résoudre, dans D', les équations différentielles suivantes :
1. QZ‘T/ T = (50,
2. 27"+ T = 0.

1. On copie la démarche de résolution des équations différentielles linéaires réelles. Résolvons
donc d’abord 1’équation sans second membre 2z, — T = 0. L’idée est de rechercher d’abord
les solutions localement intégrables de I'équation 2zug — v = 0. Maintenant, I’équation est
singuliere en 0, et on I’étudie donc sur IR’ et sur IR* . Sur chacun de ces intervalles, on trouve
que u(z) = C4/|z]. On note x, = maz(z,0) et *_ = maz(—=,0). Les distributions associées
aux la fonctions localement intégrables C' \/m TG \/m _ sont donc solution sur IR*. On vérifie
aussi qu’elles sont solutions sur IR. D’autre part, soit 1" une distribution solution de 1’équation
différentielle (appartenant a D’(IR)). On note T; sa restriction a D'(IRY)). Soit S; = 5—15 La
formule de Leibniz donne

S, o Tll _ T1 o 2ZET1/ —T1
VoVr 2xyx 22z

Puisque S; est définie sur un intervalle (& savoir IR ), il existe une constante C} telle que S; = Cy
, ce qui entraine Ty = C1,/T1. De méme, en notant T3 la restriction de 7" a IR”, il existe une
constante Cs telle que Ty = Cy,/T—. On note enfin S la distribution 7' — C1 /7y — Cy/T—. On
vérifie aisément que le support de S est contenu dans 0. S est donc une combinaison linéaire de
dérivées de masses de Dirac en 0. Posons donc R = )"} _, ap0® | qui doit vérifier 22R' — R = 0.
Un calcul facile montre que, si ¢ € D(IR), et k> 1, 0n a

=0

(22(5™), ¢) ), (2z¢)")

), 2¢) — — (")), 22¢)

= 2(=1)F1 (26 (0) + (22¢')P(0)
=2(—

DMk +1)¢™)(0).

— _<(5(k)
_ _<5(k)

En particulier, ceci prouve que 22R' — R = 0 = Y F_ (2(=1)**1(k + 1) — 1)axd™, et
donc 2xR' — R = 0 si et seulement si R = 0. Reste a traiter maintenant I’équation avec
second membre. La forme de ce second membre nous pousse a rechercher une solution qui soit
combinaison linéaire de dérivées de masses de Dirac en 0, et le calcul précédent nous montre
que l'on peut en fait se contenter d’'une masse de Dirac simplement. Plus précisément, on doit
avoir (2 x (—1) x (=1) — 1)ag = 1, ce qui donne @y = —1/3. Finalement, on a prouvé que les
solutions de I’équation de départ sont

1
Cl\/ahr + CQ\/LU, — 5(50

2. Le plus facile est ici de remarquer que (27') = 21" 4+ T. L’équation se transforme donc
en (z7')" = 0. Ceci entraine l'existence d'une constante C' € IR telle que 27 = Cup(1/z)
étant solution de cette équation, celle-ci est équivalente a (T — Cvp(1/x)) = 0, et 'on obtient
I'existence de telle que T s’écrive

T = Cup(1/x) + vdo.

5



Réciproquement, toute distribution de cette forme est solution de I’équation différentielle.
Exercice 6. Soit n > 0 on définit

, 1
n stz < —,
2

0 s > —.
si |z 5

1/2n
/ wy(z)dr = / ndx = 1.
R —1/2n

1
Vn> N < - <
e i

1. On a

Soit x € IR*, AN € IN telque

et Vn>N, w,(x)=0
donc
lim w,(z) =0 VzelR"

n—-4o00

2. Montrons que w,, L)

1/2n
Soit A, =< wp, p > —p(0) = / n(e(z) — ¢(0))dz
posons y = nx, e
donc
oy
A= [ el - w0y
-1/2 n
et donc

t 1
< -)- < — ') ——0.
[Au] < sup () = 9(0)] < 5 sup [/ (8)] ——— 0



