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Corrigé du Devoir D3

Exercice D3.1.— Soit f : 2+ e%e’". Cette fonction est C> mais | f(z)| = €, ce qui montre
qu’il ne s’agit pas d’une fonction a croissance polynomiale.

D’autre part, la fonction z — € est bornée, donc définit une distribution 7' de S’ (R). La
dérivation étant une opération continue sur S’'(R), on a 7" € §'(R). Or pour ¢ € C5°(R),

(T,6) = (1) =~ [ & ofa)da = [ e oo

Donc T” coincide sur C§°(R) avec la fonction f, qui définit donc bien une distribution tempérée.

Exercice D3.2.— 1. Je note ), = / @l . Pour ¢ € C5° on a
(L JalP’

x @] z|)P|o(z)|dx sup |2202 p(x
(o) =1 [ fwotas < [ GEDC 0+ el iow)la <G, 3 awlsoloo)]

ou la constante Cj, > 0 ne dépend pas de ¢. Donc T' € S'(R).

m—1

2.a. Pour m > 1, on a ¢'(x) = maz™ ! sin(exp x) + 2™ exp(x) cos(exp(x)).

2.b. Les distributions associées aux fonctions ¢’ et x — ma™ !sin(expx) sont tempérées :
la premiere est la dérivée d’une distribution qui vérifie le criteére de la question (1), et est
donc tempérée, et la deuxieme vérifie aussi le criteére de la question (1). Donc la distribution
associée a f : x — x" exp(x) cos(exp(x)) est une différence de distributions tempérées : elle

est dans S'(R).
Pourtant, elle ne vérifie le critére du (1) pour aucune valeur de p. En effet, si z est dans
[In(—m/4 + 2n7),In(7/4 + 2n7)], avec n > 1 (de sorte que —m/4 + 2nm > 1), on a f(x) >
§(2mr —7/4). Si p est n’'importe quel entier, on a donc :
+oo In(Z+2nm)
[ gy [ Oy 5 (M,
r (1+ |z])P o (L+[z[)P =1 (-3 2nm (1 [z])P

\f(2n7r —7/4)(1+ ln( + 2nm))"P

>Zln + 2n) — ln(—%—i—er))Q

n>1

Le terme général u,, de cette série positive vérifie u,, ~ donc la série diverge pour

_C
(Inn)p’
tout p.

3.a. On a bien sir ¢£~a) (x) = r*aw(a)(%). Le support de v étant inclus dans [—2, 2], la quantité

gzb&a) () est nulle des que |z| > 2r. On a donc, pour r > 1,

1
(1+ [2) 16 (@)] < (1+ 20190 < 289 |oo (1 4+ 1)



3.b. Si T = T} est une distribution tempérée, la question précédente montre qu’il existe C' > 0
et m > 0 tels que, pour r > 1,

/O " f(@)de < Ty, 60) < Copraldr) < C(1+ 7)™

ol Pio(¢r) désigne la semi-norme habituelle de S(R). Puisque f € L} (R), cette inégalité
reste vraie pour r € [0, 1] quitte a ajuster la valeur de la constante C.

On integre par parties :

" f(l') x_fgf(t)dt f() r)mP " xm—p—l T
/0(1 d_+p/0( d<C(+) +Cp/0(1+) dx,

+ z)P (14r)p 1+ :):)P+1

+oo
et I'on voit que / M
0 (1 -+ $)p

0
/ Lgu)dav de la méme maniere.
—00 (1 - a;)p

dx converge dés que p > m. On obtient la convergence de

Exercice D3.3.—
1
1. On note D = =9. Pour T € S'(R"), on a
i

F(P F(Y aaiDeT) = Y anillF(DOT) = Y aa(i€)*FT = p(§) F(T).
loe|<m la|<m |a|<m
2. (a) — Pour P = A, on obtient p(¢) = — >, & = —[|£]|%, qui ne s’annule pas sur

R™\ {0}, donc A est elliptique.
~ On peut écrire F(AMT) = p(¢) F(A*!T), done par(€) = (pa(€))* = (-1)*[l€]1**,
et Popérateur A* est également elliptique.

—Pour P = (835—1—8 ), on trouve p(&§) = %(ifx—fy) # 0 pour & = (&, &,) € R?\{0}.
L’opérateur 05 est donc elliptique

Pour 'opérateur des ondes Q = 6t2 — A, agissant dans R; x RY, on a pg (&, &) =
—&2 + ||&:|? qui s’annule sur le cone & = ||£,]|? dans R x R™. @ n’est donc pas
elliptique.

L’opérateur de la chaleur C' = at — A, agissant dans R, x RY satisfait pc (&, &z) =
i& + ||€:|. Mais son symbole principal est ici la partie de degré deux po(&;, &) =
|€2]|?. Comme py s’annule sur la droite (&, &, = 0), C n’est pas elliptique.

(b) Pour l'opérateur de degré deux P, on a sur R"™, po(& Z&fj = —(AL,¢). P

est donc elliptique si et seulement si la forme quadratique reelle Q&) = (AL
n’a pas de vecteurs isotropes non nuls, c¢’est-a-dire si et seulement si @) est définie
positive ou négative.

¢
el

d’ellipticité, la fonction continue |p,,| ne s’annule pas sur la sphere unité S"~! de R™.
Par compacité, on a donc pour tout & # 0,

3. Par homogénéité de p,,, on a pour £ # 0, (6)‘ = ‘ )‘ Or, par hypothese

>Cp= mln |pm| >0,

e



c’est-a-dire [p,, (&) > Col|£]|™, inégalité aussi vérifiée en £ = 0. On a de plus

=)@l =] > al©[< > laallélle

la|<m—1 la|<m—1

= o([l€lI%) = o(llgl™)  lorsque  [£]] — +oo.
D’ot, pour ||€|| > R assez grand, on a |(p — pm)(&)| < %Hﬁ“m, et finalement,

P(E)] = IPn(©)] = (P = p) (©)]
C C
> Collel™ — - El™ = g™

. On a |[p(&)] > C1R™ pour ¢ ¢ B(0,R) C (1 —x)~({0}), d’ott sur tout R”, on obtient

- ChRm™

lq
En particulier ¢ est bornée sur R”, et définit donc une distribution tempérée.
En posant E = F~1(q) = (2r) " F(4) € S’'(R™), on obtient
F(PE) =pF(E) =pg=1-x,
dot PE=F1(1—x) =8y +7ravecr = —-F 1(x) € S(R") car x € C§°(R") C S(R").
. a) Og(z*E) est continue si F(dzz*E) € L'(R"). On a
F(052°E) = il1¢7 0, F (E) = il Plgg0,q,

avec q = 1=x € O™, car p # 0 sur supp(1 — x) C R™\ B(0, R). En particulier, £°0%q

est toujours localement intégrable.

De plus, on a g = 1 pour [[£]| > Ri, avec Ry tel que supp x C B(0, Ry). Par récurrence

sur |af, on obtienf que pour [[£]| > Ry, il existe un polynéme @, sur R™ de degré
< (m —1)|a] tel que 0%q = ]%. D’ot, pour ||| > Ry,

Cy| |11+ (m=Dlal
Cyjg[fm+la+D)

< Cnglﬁl—\al—m_

\§ﬁ8aq| < d'apres 3,

En particulier, £#9% € L*(R") pour |B|—|a|—m < —n, c’est-a-dire |a| > n—m+1+|3,
et finalement d3(z*E) est continue dans ce cas.

b) Etant donné un entier k, on a obtenu que toutes les dérivées partielles d’ordre |G| < k
de ||z||?P E sont continues pour p entier choisi tel que 2p >n —m + 1+ k (car ||z|?" =
(3" 2?)P est une somme de mondmes z avec |a| = 2p).

On en déduit, en appliquant k fois le théoréme suivant du cours :

T € D'(R™) avec 8, T continues pour 1 <i<n =T ¢ C",

1
que ||z||?E est de classe C* dans R™. Dot £ = W(HxHQpE) est de classe C* sur
x

R™\ {0}. Ceci étant vrai pour tout k € N, on a bien E € C>*(R" \ {0}).



6. Dans cette question, on reprend la démonstration du cours concernant les opérateurs
différentiels possédant une solution élémentaire C'*° en dehors de l'origine.

Soit xg € U. On va montrer que T" est C'™° dans un voisinage de xg. Soit x une fonction
plateau de classe C™ telle que x = 1 sur V,, = B(zg,¢) et supp x C U. Alors xT et x f
sont prolongeables sur R", comme distribution a support compact, et respectivement
fonction C° & support compact. On considere la distribution a support compact

S=P(XT)—xPT = P(xT) — x/.

Ona S=0sur Vy, car xI' =T, xf = f et PT' = f sur V,,. Les supports de S, xT" et
xf étant compacts, on peut calculer

ExS=FExP(xT)—Exxf=PExxT)—FExxf
=PExXT —Exxf=(00+7)*xT — Exxf dapres 4,
=xT +r*xxT —FEx*xf,

avec r*x xT et E % x f de classe C* car r € S(R™) C C*°(R") par 4 et xf € C®°(R").
Comme T =T sur V,,, il ne reste plus qu’a montrer que E'* S est C'™ sur un voisinage
de zp.

Pour cela, on utilise une seconde fonction plateau p, a support compact dans B(zg,c/2),
et telle que p = 1 au voisinage de 0. Alors, on peut décomposer

ExS=(pE)«xS+ ((1-p)E)xS

avec (1 — p)E € C>°(R") car d’apres bb, E € C*°(R" \ {0}) et 1 — p = 0 au voisinage
de 0. Reste a étudier ((1 — p)E) *S. On a vu que S = 0 sur V,, = B(zg,¢), d’ou

supp((pE) % S) C supp(pE) +supp S C B(0,/2) + “B(xq,¢)
C “B(xo,e/2) par inégalité triangulaire.

En particulier, (pE) * S = 0 sur B(xp,e/2) est bien C* dans un voisinage de zg, ce
qu’il fallait démontrer.



