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Exercice 1
Soit p une fonction continue sur R telle que 0<p(z) <1, p(z)=1

si |z|<1et p(x)=0si |2|>2. Onpose p,(z)=p(£), pour n=1,2,...
On munit R de la mesure de Lebesgue. Soit f € L'(R), (espace des fonctions
Lebesgue intégrables sur R ). On pose f, =p,f .

i) Montrer que le support de p,, est contenu dans [—2n,2n]

ii) Montrer que f,, € L'(R) , pour tout n=12 ..

ii) Montrer que [ fn(z)dz — fR

Exercice 2
On munit I = [—7, ] de la mesure de lebesgue et on considére I’espace
L?(I) des fonctions réelles de carré intégrable sur I | sur lequel on définit le

produit scalaire usuel = fj: f(@)g(x)dx . On rappelle que la famille
S = { Vot Sl\r‘/ﬁm Coy"’”,n > 1} constitue une base hilbertienne de 1’espace de

Hilbert L2(I) et que || f 3= (f,f) = [T f2(a

i) Calculer <x, ﬁ> , <ac, N > et <a¢, 7>
n .

ii) Montrer que || 2+ > (—1)FSiZEZ |, 0.
k=1 n

(oo}
ii) Calculer || « |3, puis utiliser i) pour montrer que Y = = %2.
n=1

Exercice 3
On considére la fonction f définie pour tout = € R* par
f(z) =Y (2)ze? | ou Y(x) est la fonction d’'Heaviside définie sur R par
Y(z)=0si <0 et Y(z)=1si >0 .
i) Justifier pourquoi f définit-elle une dibtribution
ii) Calculer au sens des distributions d; ( —Af).

Exercice 4
Soit la fonction de deux variables réelles w(t,z) =
u(0,z) =0 .
1) Vérifier que u est de classe C! sur R? .
2) Calculer au sens des distributions Du ot D est Popérateur différentiel

S}

Y(t) —z=
5 e 4t avec

By

—0_
D=5 5z
3) Soit ¢ € D(R?), montrer que
22 22
Jar [ ;f_t B2t a)de = [, dt [T L 221, 2)d



Solution

Exercicel

i) Il est demandé de montrer une inclusion, ce qui est toujours plus facile
qu’une égalité, ne serait-ce que parcequ’une égalité est une double inclusion.
Rappelons que le support d’une fonction est le complémentaire du plus grand
ouvert oul cette fonction est nulle. Si z ¢ [-2n,2n] , ona | £ [> 2 ; par
conséquent p, (z) = p(£) =0. Ainsi, p, est nulle dans Pouvert

|—00,2n[ U ]2n,+o00[ ce qui implique par définition que  supp( p,) C
[—2n,2n] .

ii) Nous disposons de deux moyens pour vérifier qu’une fonction h est
intégrable : ou bien on montre que fj;o | h |< 400 , ou bien on majore |h |
par une fonction qui est intégrable. Dans notre situation, on a

| fr (@) |=] o, (2) f(2) |< | f(x) ]|, ot le résultat demandé puisque f est
intégrable .

iii) Dans cette question, il s’agit de montrer qu’une suite d’intégrales
converge vers une intégrale. Dans pratiquement tout les cas, c’est le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue qui permet de résoudre ce genre de probléme.
Vérifions donc les hypothéses du théoréme de Lebesgue. D’aprés ce qui précede
les f, sontintégrableset | f, |<f ,¥Yn>1, avec f intégrable , Il reste
a montrer que  f, () — f(z) pour tout = € R. En effet, soit 2 € R et
peEN telque |z|<p.Pourtout n>p ona p,(z)=1,car |z]|<n)
et par suite  f, (x) = f(z) pour tout n > p . Autrement dit, = étant
fixé, il existe p € N tel que | f, () — f(x) |[=0 pour tout n >p. Clesta
dire que f,, () — f(x) pour tout = € R. Le théoréme de Lebesgue permet
alors d’affirmer que [, fn (z)de — [, f (z)dz lorsque n — oo .

Exercice 2
i) Les quantités a calculer sont les coéficients de la fonction f(x) =«

sur la base hilbertienne donnée. les calculs sont élémentaires :

= [T —dz =0

<x, —51%1> = fj: ”\i;‘;mdx = ﬁ (=reosna)tr _n\l/E fj: cos nxdx

— n_\l/; (7:ccssnm)]ir77; _ (_1)n+1 2Jnﬁ
<SC, CO%I> — fj: zc\o/}nzdl, — Lﬂ- (xbl;nw)]—_i—: 4 # f:r: sinnrdr = 0

ii) Comme la fonction f(x) = x est dans L?(I) , elle s’ecrit dans la

base hilbertienne S, x = Z (T, 0,) 0, , avec @, € S . D’aprési) , tous les
n=0
produits (x,,,) sont nuls sauf ceux en sin . On obtient
oo

x = Z( 1)7”rl 2\/;““"”” = Z 1)Hlsimne - Cegggalités étant au

n=1 n=1

n+1 gj
+ SELL converge dans

sens de L2 (I) , cela signifie que la série 2 Z (-1)

n=1



I'espace normé L2 (I) vers la fonction x . Et cela s’ecrit
n

o= 27 (-1 s = o+ 237 (<1)* S5, — 0 lorsque n—

00 .
iii) On a  ||z||3 = fj—: 2%dz = 273 . D’autre part, d’aprés la formule
oo
de Bessel-Parceval on a , |[|z[3 = Z | < ,Smm”> |2= 42 (les autres

n=1

NG
oo
termes sont nuls d’aprés i) ). On a donc ,—7r Z 47 . On en déduit 1'égalité

o0
2
demandée E L=
n 6
n=1

Exercice 3
i) La fonction f étant définie continue partout sur R , sauf peut
étre en 0, est localement intégrable sur R (intégrable sur tout intervalle fermeé
borné de R ). Elle définit donc une distribution sur R.
ii) On a W( )\f) = dz3 )\%é . La fonction ze*® etant de
classe C* sur R, on a
;lf — Y’xe“’ er( Az Jr/\xem) v (6)\1: + )\xe)‘””) 7
car Y'zer® = fxe’ =0 .
En dérivant une seconde fois, on obtient
2
Z—wé =Y (M 4 Axer™) +Y (22 + Mgt
et tenant compte du fait que Y’'ze® = dze?® =0 et Y'eM =6,
2
on a gmé =0+Y (2)\6)“"” + )\2xe”) . Une troisiéme dérivation donne
dx3 =8 4+2X5+Y ( 3NZerT 4 )\3xe”) . D’ou finalement
£ (dw —A f) = §'H2A5+Y (3NN 4+ N32eA0) S \SHAY (20X 4 A2pede)
=8+ A+ NV .

Exercice 4
i) Il est clair que la fonction w est continue sur R?\(0,0) . Au point

. . Y _z2 N
(0,0) , ona (t’m)hin(o)o)u(t,:c) = (t,m)hi{l((),()) 2\/(%6 @ =0=u(0,0), doula

continuité en (0,0) et donc sur R2. Il reste a vérifier que les dérivées partielles

22
de u sont continues. Ona 2%(t,z) = L_\;% (g—i - 1) sit>0 et (t,z)=0
. : i Ou =0= lim 2u(t
si t < 0. On voit alors que tgx(lﬁ 5 (t,r) =0 t%f 57 (t,x) . D’autre part,

2

le calcul de la dérivée par rapport & z donne %(t,x) = —zY(¢) Z;/T;—t si
t>0 et g;‘(t 2)=0 si t<0 etona hm g—;‘(t x) =0, d’ou la continuité
des dérivées partielles de w .

t 811,

ii) Puisque u est de classe C* ZL(t,x) declasse C?, les dérivées
au sens des distributions et les dérivées au sens des fonctions coincident . On a



. . . 2
donc au sens des distributions Du = %— ‘37 Le calcul de %(t, x) donne

22
Z4(te) =55 (5 -1) s >0 et FH(La)=0 si t<0. Onen déduit
que Du =0, en vertu de la question précédente.
ili) On a (Du, ) =0 pour toute fonction ¢ € D(R) , puisque Du =0

. Cest a dire // Du(t, z)p(t, z)dtde = 0 ; ce qui implique

/ 8t (t,z)p(t, x)dtde = // 5oz (t, )p(t, x)dtdz . Mais par définition

de la dérivée d’une distribution, ona — // % t,x)dtdr = // (t,x) t (t,x)dtdz,
]R2

égalité équivalente & — [° dt erOOOO 52\/‘2 2 (t,x)de = [ dt f+O°: 52\/‘2 812 (t, )
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Exercice 1
On considére la suite de fonctions f,(z) =z(1— )" Inzxp, ,» n>1
et on admet que la fonction f(z) = ze *Ilnz est intégrable sur [0, 4o00[ et
que (1—-2£)"<e ™.
1) Vérifier que | fn(z) |<] f(x) | .
2) Montrer que  lim fo (1 — L) Inzde = [ ze " Inadz.

Exercice 2
On munit L2?([-1,1]) du produit scalaire (f,g) = [~ f(t)g(t)dt .
1) Vérifier que les polynomes X, = % , X1 = %x et Xo =
2\/\/_-(330 —1) sont orthogonaux deux a deux. Calculer la norme || X7 |2 de
X; dans  L%([-1,1]) .
2) Soit V le sous espace vectoriel de  L?([—1,1]) engendré par
{Xo, X1, X2} et soit P la projection orthogonale de  L2([—1,1]) sur V
.Calculer P(2®) et P(e®) .
Expliquer sans faire de calcul, pourquoi on a les égalités
f+1 ztdx = fj—ll zP(x3)dz et fjll x2ewdx:fj11 22 P(e%)dx.

Exercice 3
Pour tout entier m € N | on désigne par D™ I’ensemble
D™ ={p € C(R),de classe C™ et a support compact} . Unesuite (¢;);
d’éléments de D™ converge vers 0 dans D™ siles ¢; ont leurs support

dans un méme compact et si pour tout p , 0 < p < m la suite (%)i

converge vers 0 uniformément. On note D™ le dual de D™ et on
rappelle que T € D™ si et seulement si pour toute suite (¢;); qui converge
vers 0 dans D™ ,ona T(p;) —0.

1) Soit f € Lj,, et & la mesure de Dirac. Montrer que Ty et §
appartiennent a DY . Onfixe m € N eton définit S:D™ — R par
S(p) = Z—Zf(()) . Montrer que S e D™ .

loc



2) Soit m>0 et T eD™ , montrer que T € D' .

e}
3) Soit ¢ € D, montrer que 3. ©™(n) converge. On pose
n=0

o)
T(p)= > o™ (n) . Montrer que T est une distribution.

Solution
Exercice 1
1) inegalite demandée se laisse vérifier sans difficulté. On a
’fn ) |=lz (1 - —) 1n:r‘ <l e *zlnzx |=| f(x) | ,pour tout n >0
et tout z €10,n[.
|fn(z)|=0<]| f(x) |, pour tout n >0 et tout = ¢]0,n[.

2) 1l s’agit ici d’étudier la limite d’une suite d’intégrales. Dans de tels
situations, l'outil indiqué est le théoréme de Lebesgue. Vérifions donc les hy-
potheéses de son application.

i) Les fonctions f,, sont intégrables car elles sont majorées en module
par une fonction intégrable.

ii) Ona |fu(z)| <| f(x)|,Vz eR,¥n >0, avec f intégrable .

iii) Ensuite, on sait que hm (1 — —) =e 7, et que hm L Xjo,n =
X0,00] » POUr tout z € R.

Dot lim fu(z) = lim 2(1-2)"Inz=e*zlhz = f(@)Xj0,00[ » POUT
n——aoo n—oo

tout x € R.
Les hypothéses du théoréme de Lebesgue sont toutes satisfaites. Par con-
séquent on a
lim fR fa(z)de = [ f(2)x)0,00(d2 , cest & dire lim fo z(1—2)" Inzdr =

fooo xln xdx .

Exercice 2
1) 1l faut vérifier que (X;, X;)

i#£7=0,1,2,.Ona (X, X;)= [T 1ﬁmd$:%f+lxdx:0

-1 22 2 -1
(0. = [ 3535 (3% ~ 1) do = [0~ )] L =0
4 2 1

(X1,X5) = fﬂ‘/_ ‘/_(3x271)dz:‘/§4‘/5[3%7%}+120.

Le calcul de la norme de X; danx L? ([—1,+1]) donne ||X1H§ =(X1,X;) =

51+1
S B Bde = 3 [ﬂ =1, don | Xif,=1.

2) On a d’apres le cours P(f) = (f, Xo) Xo + (f, X1) X1 + (f, X2) X>
, pour tout f € L2 ([-1,+1]).

i) Pour f(z)=23,ona (2° Xo)
<x37X1> ij—llx?’ﬁxdm— 3 {%:] 1 355
et (2% X5) = f+1 34£ (322—1)dx = X2



On en déduit P(z3) = %%x =3x.

9

ii) Pour f(x ): * . on obtient (e, Xo) = +11 %dm = e_\/e; ,
(€, X1) = idx_ L (lwer)y - 1) erda)
= % [(e—l—e*I) — (e—e )] :\/_e’1 et
(e*, Xo) = [~ e’”Q‘{/_—( z? —1)dz = 2‘{/_— [Bf r?evdr — fjll e“”dx} .
Une intégratlon par partie de la premiére intégrale donne
f+11 22e®dr = e — 3e~ ! ; et comme fjll e®dr =e—e !, on aboutit a
(e”, Xo) = g (e - 4671) On en déduit 'expression de P(e”)
P(e®) = 6*\/5 7_ +v6e~! ? + % (674671) 2‘\//_—(3:r -1)
= f%e - %671 +3e g+ 18 (e — 4671) 2.

Pour la derniére partie de cette question, remarquons que 1’égalité

fjll ridr = fjll xP(23)dx est équivallente a fjll x(x® — P(23))dz = 0
. Mais dans l'espace de Hilbert L? ([-1,+1]) , cette derniére égalité s’ecrit
(23 — P(2®),2) = 0. Ce qui est bien str vérifié car 2 — P(z®) est orthogonal
a V, doncaussia x= %Xl qui est dans V' . De méme, comme e” — P(e”)

est orthogonal & V | il est aussi orthogonal & :r2 = 2—?)(2 - %Xo qui
appartient & V . Par conséquent, on a (%, ¢e” e’)) =0. Clest a dire

jll 2%(e® — P (e%))dr = 0 , ou encore de fagon equlvallente fjll z2etdr =

fjll 2P (e*

Exercice 3
1) 1l s’agit ici de vérifier que T¢ et § sont bien définies sur DY et qu’elles
y sont linéaires et cotinues. On a pour toute ¢ € DY, tel que supporty C [a,b]

T (p)| = UR Yot)dt| < fo | F&) |l o(t) | dt = [J | f(t) || (t) | dt <
bup\{(pb \f | f(t) | dt < 400
t€la

car ¢ est continue donc bornée sur tout interval fermé borné et f est
localement intégrable. La linéarité se vérifie sans aucune difficulté en utilisant
la linéarité de l'intégrale. Montrons que Tf est continue sur DY .  Soit
(¢;); une suite dans DY qui converge vers 0 dans D° . Les mémes
majorations que précédemment donnent |Tt(p;)| < sup|e;(t)] f | f(t) | dt.
t€(a,b]
0
Mais comme ¢; z, 0, on a en particulier sup |p;(t)] - 0. Ce quiimplique
t€(a,b] i—+oo
|T¢(¢;)] — 0 lorsque ¢ — oo ; d’ou la continuité de Ty .Le casde § se

traite de fagon analogue puisqu’on a  [0(p;) | = |p,;(0)| < sup|p;(t)] — O .
t€la,b]
L’application S est linéaire sur D™ car 'opérateur de dérivation (gﬁ—mm
est linéaire. Montrons la continuité. Soit (y;); une suite dans D™ qui

converge vers 0 dans D™ . Siles supports des ¢; sont tous contenu dans



(m )

lintervalle [a,b] , on a en particulier sup |p; )’ — 0 et donc a fortiori

t€la,b]

‘goz(-m) (0)’ — 0 , donc S(p;) — 0 par définition de S . Ce qui montre que

S est continue sur D™ .

2) Soit T € D™ m >0. Comme D C D™, T est bien définie et
linéaire sur D. Pour montrer la continuité, considérons une suite (yp;), une
suite dans D qui converge vers 0 dans D . Cela implique par définition de
la convergence dans D que les supports des ¢, sont contenus dans un méme

compact et que pour tout k£ > 0, la suite (wgk)) converge uniformément
1

vers 0. Donc en particulier (p;); converge vis 0 dans D™ . On en déduit
que T (p;) — 0 , ce qui achéve de montrer que T' est continue sur D , c’est
adire TeD .

3) Si ¢ € D, puisqu’elle est a support compact, il existe un entier N tel
que o™ (z) =0 pour tout n € N et pour tout z tel que |z] > N . On a

donc ¢ (n) =0 pour tout n> N . D’ou Z o™ (n Z o™ (n) < 400
n=0
Si maintenant on pose T'(p Z ©™(n) pour toute ¢ € D , on vient de

voir que T est bien définie sur 25 On vérifie sans peine que T est linéaire
puisque la série est en fait une somme finie. Montrons la continuité.

1¢7¢méthode: Soit K un compact quelconque de R et ¢ € D & support
dans K .On a

\_<Z|<p <N oPr.n, (p) ,ou Pg N, ((p):sup{’@(”)(acﬂ,aceK,ngN(p}

et N, estun entler qui dépend de ¢ tel que @™ (z) =0 pour tout n et
tout z tel que |z| > N,.

2memeéthode @ Soit (p;); une suite dans D qui converge vers 0
dans D . Il existe donc un compact K qui contient les supports des ¢; .
Soit N un entier tel que K C [-N,N]. Pour tout ¢ € N ,ona [T(p,)| =

N N
Zw(”) )< D[] =Y sw e @)
n=0 n=0
,xe Kn<N

S N sup {‘%(»”) (z)
(n)

Mais comme sup{)cpi (x)

,xeK,nﬁN}

,.TJEK,TLSN}—>O car <pz'—>0 dans D
11—

71— 00

, on en déduit finalement que T'(p;) — 0, c’est & dire que T € D'

3 (Janvier 2001)

Exercicel .
a) Vérifier que (1—1¢)T < e ! pourtout t € R, 0 <t <1, puis
montrer que (1 - %)n < e ® pour tout = > 0.



b) En considérant la suite de fonctions (f,,)n>o définies par
falz) = (1- %)ne% size0,n] et fo(z) =0 sinon,
montrer que  lim 0" (1 — %)n esdr=2.

Exercice2
On rappelle que la famille {#, b‘f/ﬁw C"S\/_"’J,n > 1} est une base

hilbertienne de L? ([—m,7]) .

a) Calculer les intégrales
2

+7T _x +7 22 sinnx +7 22 cosnx
I —=dz I T et f et dy

b) Expliquer pourquoi || 4y & 1) coskx + Z- ” — 22 ||2 tend vers
k=1
0 lorsque n — oo .
c) Calculer | z2
—+o0
2
montrer que Z # =35 -

n=1

|3 et utiliser I'égalité de Bessel-Parceval pour

Exercice3
Soit la distribution 7T = Y (x)e® ou Y est la fonction d’Heaviside.
k

Montrer que pour tout k>0 , T®) = Z 89 on § est la distribution de

Diracen 0.

Exercice 4

Soit ¢ € D(R) telleque 0 < ¢(z) <1, et dont le support est contenu
dans ]1,2[ . On suppose en plus que @(z) =1 pour tout z € Ja,b[ o a et
b sont des réels tels que 1 <a<b< 2. Onpose ¢,(z)=e "p(nz) pour
tout n>1 .

a) Montrer que ¢,, € D(R) , pour tout n > 1.

b) Calculer ¢®) (dérivée k™€ de ) et montrer que ¢, — 0 dans
DR) .

c) On considére lapplication linéaire 7 : D (2) .— R, définie par

fRez x)dx ou D(Q) est Pespace des fonctions de classe C* .a
support dans Q R\{0} .

b
d) Montrer que T(p,) >e " [& ex7dz | et que
T(p,) > ”_T“e" pour tout n tel que n —b* > b? .

e) En calculant  lim T'(p,,) , déduire que T ¢ D' () (i.e. T nlest
n—-:uoo

pas une distribution sur ) .

Solution



Exercice 1
a) Appliquons le théoréme des accroissements finis a la fonction In (1 — )
entre 0 et ¢t : In(1—¢)<—t.Si 0<t<1,onendéduit 2In(l1—1¢)< -1
et en prenant ’exponentielle dans les deux membres, la premiére inégalité de-
mandée (1 —1) i <e ! En remplagant ¢ par & , on obtient
(1—%) T <e . Dousi >0, (1—%) "< e T,
b) Soit fn(z) = (1 — %) "e%x[o,n] ,pour n>0. On a
lim f,(z) = e_%x[o,oo[, pour tout x > 0,
n——m-mamo
1 1y n __ —I 3 J—
car  lim (1-%)"=e" et nh;nmx[o)n] = X[0,00["

n——>oo
D’autre part , d’aprés a) on a, | f,(z)| < e~ 2,Vn. Cette inégalité implique
au passage que les f, sont intégrables sur [0, oo[. Nous venons de nous assurer
que les hypothéses du théoréme de Lebesgue sont satisfaites. On a donc
lim [ (1—2)nezdr = nh_I{loo Jo falz)de = [;" e 2de = 2.

n——:oo

Exercice 2
a) Le calcul des intégrales ne présente aucune difficulté . On trouve :

+7r g2 _ m2\2x +7 22 sinna
e vl = T o s de=0
2 s

b) La fonctoion f(z) = x? appartient & L2 ([—m,n]). Si on note

An = fj: 22, (z)dz on py(z) = \/%, et ¢, (r) =sinnx ou ¢, (r) = cosnz,

o)
la série de fonctions > A\, ¢, converge dans L? ([—m,7]) vers z2. Cela signifie
0

= 0. Tenant compte des calculs faits en a), on

n
S Aig; — @
0 2

n——m0o0

que lim ’

=0
2

¢) On a Hx2H§ = % D’autre part d’apres I'égalité de Bessel-Parceval

212 _ 2 _ 2r° | N0 167
v [l = S - 2+ 52

n
obtient nlgmOO H4 ;(*1)]6—%;2’” + %2 —a?

H 2 1 = 1 1 2rt ot rt
en résulte ;F_E -0 ) =5
Exercice 3

Veérifions la formule par récurrence. Ona T =y'e* +Ye" =6+ T
car 0e” =9

Supposons que  T*) =T + 3 6(i), et dérivons les deux membres,
i=0

k=1
THED =7+ 3 §0FY | qui s’écrit en remplagant i+ 1 par j
i=0
5@

k .
THE) = §+T+ % 69 . Dou la formule cherchée TH+1) = § +
= —

k
J J=

10



Exercice 4

a) Les ¢, sont de classe C* car ¢ lest. De plussi z ¢ |1, 2]
ona nz¢]|l,2[, donc ¢(nz)=0, et par suite ¢, (z)=0. Par conséquent
ona support de ¢, est contenu dans [1,2] et donc ¢, €D .

b) On a ¢, (x) = ne "¢ (nz), et en dérivant succéssivement
jusqu’a l'ordre k , on obtient <p$f) (z) = nFe ™ ©*)(nz) . Montrons la
convergence dans D . D’aprés a), pour tout n > 0, le support de ¢,
est contenu dans [%, %] , donc toutes les ¢, —ont leurs supports contenus

dans [1,2] . D’autre part si on pose K = [1,2] et si k € N, on a
pr.k (9,) = sup sup @ﬁf)(aﬂ)) < sup sup oW (z)|nFe ™ = Apnke " | avec

j<k zeK j<k zeK
A, = sup sup ’go(J)(x)| est une constante qui ne dépend que de k . Il en
j<k zeK

résulte que pg i (p,) — 0 lorsque n — oo
c¢) comme le support de ¢,, est contenu dans [%, %] ,on a

1 2
T(0n) = fu e on(@)dz = [F ePp, (2)do
2 b
=e [y e p(nz)dz > e fﬁ e dw
car [2£,2] C[L,2] , 0<p(z) et @(nz)=1 sur Ja,bf.
2

. 1 , . n 1
Ensuite, comme e=? est décroissante, on a e€»? < e2Z pour tout
T € [2 Q]

n’n 5 R
b b
D’ob T( ) > e [n %d > o [n %;d — b—a,—n, ¥z > b—an
u, 0,) > e [re¥dr > e [ e dr = e e > e
n n

pourvu que ”gf > 1.
d) De ce qui précede, il résulte que
lim T (p,) > lim b_T“e” = 400 . Mais cmme on a vu que ¢, — 0
n—-oo n—-oo
dans D, on en déduit que T n’est pas continue, i.e. T ¢ D'

4 (Janvier 2002)

1) Soit (fx)r une suite de fonctions localement intégrables convergeant
simplement vers une fonction f localement intégrable. Montrer en utilisant le
théoréme de Lebesgue que s’il existe g localement intégrable telle que

|fu(z)| < g(z), Vo € R et Yk € N, alors la suite de distributions (T, )
converge dans D’ (R) vers la distribution 7% .
2) On consideére la suite de fonction (fx)r , k> 1 définie par
0si z < —%
fr(z) = k‘x+2L si 72—1k§x§2—1k
1 si x> ﬁ

a) Vérifier que Vk > 1, fi est localement intégrable.
b) Calculer f;(0) et montrer que la suite (f3)r converge simplement
vers la fonction f définie par f(z) =0 si <0, f(z)=1 si >0 et

10) =3

11



c) Montrer en utilisant la question 1) que Ty, — Ty  dans D’'(R)
et vérifier que T coincide avec la distribution d’Heaviside.
d)Montrer que si une suite de distributions (T3,), converge vers T |
la suite des distributions dérivées (T),), converge vers la dérivee T' de T .
En déduire que T}, — ¢ dans D'(R).
e) Calculer fj(z) et utiliser d) pour déterminer la limite dans D’(R)
de la suite (kw(kz))r lorsque k — oo
. Lsi|z|<3
oo 1 TR
f) Montrer que ¢'(x) peut étre considérée, lorsque k& — 0o , comme
la limite dans ~ D'(R) de la suite &k [6(z + 55) — 6(z — 5% )]

Solution

1) Soit ¢ € D. Posons pour tout k € N, hy(x) = fr(z)p(x) et

h(z) = f(x)¢ (z). On a d’apres les hypotheéses hy (z) — h(z), k — 00 et

[hi ()] < lg(x)e (z)] . Comme les fonctions gy et les hy sont intégrables,
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue implique

khglmfhk (z)dz = [h(xz)dz . Autrement dit klian (T 0) = (T}, ) -

Ce qui signifie que T}, — Ty dans D’ .

2) a) On vérifie sans peine que pour tout k& > 0, les fr sont
continues sur R puisque  fi(—5) =0 et fi(5) = 1. Donc elles sont
localement intégrables et définissent par conséquent des distributions 1%, .

b) Ona Ty, (0) =+ pourtout k€ N*. Si <0, ilexiste n
tel que x < —5- , et alors f,(z) =0 et fi(z) =0 pour tout n <k . Donc
fe(z) — 0 pour de tels z. Si z>0,ilexiste n € N* tel que z > 5,
et alors fp(x) =1 et fr(x) =1 pour tout k> n. Donc fir(z) — 1 pour
de tels z . En définitive la suite (fi) converge simplement vers la fonction f
qui vaut f(z)=0 si z<0, f(z)=1si 2>0 et f(0)=4%.

¢) Ona |fg(z)| <1, pourtout = € R et tout k € N *. Comme
la fonction constante identiquement égale & 1 est localement intégrable, les
hypotheses de 1) sont toutes satisfaites . Il en résulte que Ty, — Ty dans
D' . Deplus Ty =Y car f(z) =Y (z) saufsur I'ensemble {0} qui est de
mesure de Lebesgue nulle.

d) Si T, — T, ona (T,,¢) — {(T,p) pour toute ¢ € D
Comme la dérivée ¢’ est aussi dans D, ona (T,,¢) — (T,¢') et
donc aussi (T,,0) — (T',¢) , cest a dire T, — T’. 1l en résulte que
T}k —>T}:Y':5.

e)Ona fi(z)=0 si |z|>5 et fi(z)=k si |[z]< 4.

Si on pose wup(z) = km(kz) , on s’apercoit que wui(xz) = fi(z). Comme
1% =Ty =Ty, ,onen déduit d’aprés d) que T,,, — 0 dans D"

f) Rappelons que si h est une fonction qui présente des dis-
continuités aux points a et b avec des sauts respectfs s; et ss, alors
T = h + 5104 + 520 , ou h' est la dérivée de h en tant que fonction. La

12



fonction  ugx(z) = kr(kz) a des discontinuités en z = —3- et en z = 5
avec un saut égal & k. Donc T, = koo +kds . Comme T, — 0 ,ona

T, — 4, cest a dire
k (5_ﬁ +5#) — ¢’ lorsque k — o0 .

5 (Janvier 2003)

Exercicel
: 1 sinnx cosnz
On rappelle que la famille { T SR 2 > 1} est une base

hilbertienne de L? ([0, 27]) .
1) Calculer fo% eI+ dy et en déduire les valeurs de <eg”, \/%> ,

<ez, %> et <e’3, %> pour n>1. (Le (,) désigne le produit scalaire
dans L?([0,27]) ) .

n n
2) Montrer que || e””—# (% + Z # cos kx — Z H% sin k:ac) II2
k=1 k=1
tend vers 0 lorsque n — 400 ot | . ||z désigne la norme de L? ([0, 27]) .
+o0
3) Calculer | e” ||3 et en déduire que 1+ Z # = %g:—ﬂ .
k=1
) Soit F le sous-espace vectoriel de L?([0,27])  engendré par

1 sinz cosx . . . .
{ﬁ7 e } . Déterminer la projection Prp de e sur F'.

Exercice2 L,
A- Soit la suite de fonctions  f,(x) = =% , n > 1, définie par
fn(x):“fme si x#0 et f,(0)=0.
1) Montrer que f, définit une distribution T}, , pour tout n > 1.
2) Soit ¢ € D(R),
a) Montrer que 5”22 to(L) — 51?2 Snt5(0) lorsque m — 00, et

que S‘?Q t(p( ) <M %;t ou M est une constante positive qui dépend de ¢
b) Montrer que [, 8082 () dz = [, S Lip(L)dt .

3) Déduire de ce qui précede que T, — 7o dans D'(R) . (On
admettra que [, Si?j Ldt =7 ) .

B- Soit g, (x) = ne~™*l | n > 0. En utilisant une démarche analogue a
celle de A, calculer dans D’'(R) , la limite de la suite (T}, ), lorsque n — oo

Solution
Exercice 1

13



2m

1) On a f 6(1+in)xd1’ _ _1 (6(1+in)27r _ 1) _ _1 (6271' _ 1)

o 1+in 1+in
_e?r—1 i n(e2™—1)
- 1+n? ) 1+n? )
En remarquant que e(!T)% = ¢Zein® ot que cosnx +isinne = e | il

en résulte
1 1 o 2m_1
xr — €T — [ —
<6 ’\/27r> 27 (_]fe dzx NoT
2

1 . 1 . _ 1 ..
et <e””, 7= COSTL$> +1 <e””, 7= smnz> == of e” (cosnx + isinnz) dx

LT (4in 1 e 27 _y)
_ 1 +in)x _ 1 |efm=1 n(e”"—
== ({e dx—ﬁ{l_mQ s }

z _1 _ 1 e D _ 1 n(e*™—1)
€ 7ﬁ008n5€>—\/—7—r1+n2 , et <e 7ﬁsmnaj>_—ﬁw
2) Les expressions calculées ci-dessus représentent les cefficients de

D’ou

/\

la fonction e® dans la base hilbertienne {\/%, # cos N, # sinnz,n > 1} de

o0 o0
L?[0,27]. Il en résulte que e® = ¢ —! {% + k21 # cos kx — k¥1 # sin km}

dans L2[0,27] . Cest a dire que la série précédente converge dans L2 [0, 27]

vers la fonction e* . Cela s’écrit

o n n )
et — =1 %+Z#coskx2#smkx}
k=1 k=1

— 0.
277,*)00

2w
3) On a ||e””||§ = [ e*dz = % De l’égalité de Bessel-Parceval
0

e47r7 e27r7 oo oS e27r7 oo
7 = \/Fl)2 {% +k§0(1+1k2)2 +k¥1<1+kk2)2] = \/Fl)2 [% +kz::0 1+1k2:|

oS 2m 27
P 1 1 _m_ -1 _p (e -1)(e"+1) _ w41
on deduit 5+ kz—o THR2 — 2012 27 (-2 2eZi-1°

4) Soit F' le sous espace engendré par {ﬁ, ﬁ cos x, ﬁ sinx}

On sait que la projection Pr(e*) de e* sur F s’ecrit
Pp(e®) = <e"'”, \/;27> %ﬂ+<e’”, % cosx> \/LF cos:zc—i—<e:‘”7 # sinx> % sin x
-1

D'ou Pp(e®) = 62; (14 cosz —sinz).

Exercice 2
A- 1) Pour tout n > 0, la fonction f, estlocalement intégrable
car elle est continue partout sauf peut étre en 0 ou elle est finie. Donc elle
définit une distribution 7%, .
2) a)pour t€R fixé, Si?;tgo (L) — Si?—;tgo(())
car ¢ (L) — ¢ (0) lorsque n — oco.

P (L)] < rtsup fp (L)] = Mzt

b) Dans lintégrale [, Sigigx ¢ (z) dzx , effectuons le change-
ment de variable nz =t . On a

fR Si?;gm‘p (z)dz = fR Si?_;t‘p (%) di .

sin? ¢
$2

De plus on a

14



3) Il s’agit ici de montrer que T, (¢) — mp (0) pour toute

peD.
C’est & dire fR b‘fwgwcp x)dr — mwp(0) .En tenant compte de b) et
du fait que Jr S‘?Z tdt = 7, cela revient a montrer que [, Si‘tl—;tcp (L)dt

— |a 51?2 Lp(0)dt . Comme souvent, lorsqu’il s’agit de limite d’une suite
d’intégrales, le théoréme de Lebesgue est 'outil adéquat pour se tirer d’affaire.
Vérifions que les hypothéses de son application sont satisfaites. Posons h,(t) =
51?2 sty (L) . Daprés a) ona hy(t) — 51?2 Snto(0) lorsque n — oo et
| hn(t)] < MSi?; L la fonction MSi?; L ¢tant intégrable sur R. On a donc [,
ho(t)dt — [o Si;‘#g@ (0)dt , c’est a dire ce qui est demandé T, — 7.

B- Opérons de la méme maniére pour g, (z) = ne~"*l qui définissent
des distributions pour la méme raison que ci-dessus. En faisant le changement
de variable t=nz ona

[netlp (2)de = [e Ity (L)dt
R R

Ona e lp(L) — ety (0) lorsque n — oo

et |e My (L) < Me !l | avec M =suplep(z)]

Comme eIt est intégrable, on peut appliquer le théoréme de Lebesgue et
on obtient alors

fe o (L)dt — fe o (0)dt = jqetgp(O)dt—l— fe—tgo(O)dt =

2 (0)
Il en résulte que (T, ,¢) — (26,¢) et donc Ty, — 20 .

Exercice 1

Pour tout n >0, on pose T, = Zék ,ou dp estla distribution de

Dirak au point =k .
1) Montrer que T;, est une distribution a support compact. Quel est son

support? Expliquer pourquoi 7;, est tempéréé.
—+oo

2) Vérifier que T = Z 0k est tempérée et montrer que la suite de distri-
k=0
butions (7)), converge dans S vers T.
3) Montrer que la suite des convolées (T, * T,,), converge dans S vers
T T . (On pourra utiliser les propriétés de la transformée de Fourier et de son
inverse et obtenir le résultat sans faire le calcul de T, x T, ).

4) Calculer la transformée F(T,)(A) de T, en X € R, puis en admettant
+o0

que Tx+T = Z(k + 1)dy , calculer F(T +T)(\) . En déduire la formule de

k=0
multiplication des séries
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+oo +o0o +00
(Z 2Tk <Z ezmkA) — (Z(k + 1)62i7rk)\> _
—i k= k=0
5) Soit la distribution S dont le support est contenu dans [0, 4o00[ et telle

que S’ =T . Verifier que ¢” % (S*S) =TT . Montrer que
+oo
SxS = Z(k + 1)z —k)Y(x—k),ou Y estla fonction de Heaviside

k=0
définie par Y(t) =0 sit<0 et Y(t)=1 si ¢>0.

Exercice 2
+oo

On pose T = Zekék
k=0
1) Vérifier que T est une distribution .
2) Montrer que T admet une transformée de Laplace qu’on calculera.
3)A l'aide de la transformation de Laplace, résoudre dans D’ 1’équation
différentielle:

—+oo
y' =242y =Y ek
k=0
Solution
Exercice 1
1) La distribution T, Z 0 est une somme d’un nombre fini de

k=
distributions & supports compacts, donc elle est elle-méme a support compact,
puisque l'espace &’ des distributions & support compact est un espace vectoriel.
On peut aussi le vérifier directement en utilisant la définition du support d’une
distribution. En effet, soit ¢ € D’ a support dans le complémentaire de

{0,1,....... n} .On a T,(p) = > dk(p) = > ¢ (k) = 0. Par conséquent le
k=0 k=0
support de T, est contenu dans {0, 1, ....... n}.

On sait d’aprés le cours que toute distribution & support compact est tem-
pérée, donc T, € S'.

(o)
2)soit T =) 0 et ¢ €S, montons que T(p) est bien définie.
ki

Puisque ¢ € § on a_ lim |ac o(z \ = 0 . Il existe donc un réel A > 0

|z|—o00
tel que |z?p(z)| < 1 dés que |z| > A, ou encore |p(z)] < & pour
tout |z| > A . Ainsi, pour tout k> A, k€N, ona |p(k) < 5. Dou

oo [A] 00
IT (@) < X 10k (p)) < X @(k)+ Y 75 < +oo. Montrons & présent que
k=0 k=0 k=[A]+1

T, ST Soit p € S8, il faut vérifier que T,(¢) — T(¢) . On a
To(e) = > 0klp) = > (k) et lim 3 (k)= 3 o (k) =T (p).
k=0 k=0 ™ k=0 k=0
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3) L’énoncé suggere d’éviter de faire des calculs. D’aprés ce qui précede on
sait que T, ST , donc F(T,) =, F(T). Il en résulte que
F(T,)F(T,) S F (T)F(T) . Appliquons la transformée de Fourier inverse

FF(T)F(T,)] =5 FIF(T)FT)] , Cest a dire
FFT, «FFT, 5, FFT«FFT , ce qui est équivalent & T, x T, N T
T.
4) Ona FT,(N) =F( > dk)(N) = > F(dx) (A)
k=0 k=0

Comme f(ék) (>\) — <5k,ef2iﬂ'/\r> — ef2i7r/\k ,on a an(A) _ Xn: ef2i7r/\k

k=0
Calculons F(T'«T).Ona F(T«T) :]:[io: (k—l—l)(Sk} = ioj (k+ 1) Foy,
k=0 k=0
— io: (k’+ 1) 672i7r/\k
k=0

La formule de multiplication des séries s’en deduit en remarquant que
F(T«T)=FT)F(T)

On obtient <§ G_Qiﬂ')\k> (i e‘””’“) - io: (k+ 1) e 2™k
E=0 k=0 E=0
5) Soit S€D, telleque S’=T. Ona § «(S*S)=(5*S)"
=98"«xS"=TxT

Appliquons la transformée de Laplace aux premier et dernier membre des
égalités précédentes

LENLS )0 = LT 0)=£ | G+ 16 0)

Dot L(S*S)(p) =L Li (k+1) 5k] () [£ (")

Des relations [£ (5”)]_1 =z et L (Y%a(;;) (p) = 5= , et donc en

particulier £ (Y1) (p) = p% , on déduit

£(S+8)0) = LODGIE | (48] 1) = £] 5 (b 10+ ve] 0
k=0 =0

et par conséquent Sx*S = (k+1)0p*xYt=> (k+1)(x—k)Y (z—k)
k=0 k=0

Exercice 2 -
Soit la distribution T'= )" €"d,
n=0
1) Vérifions que T € D’ . Soit ¢ € D et k € N tel que le support de

k k
> eno(n)| < 3 emlo(n)] <

n=0

¢ est contenu dans [—k,k]. On a [(T,p)| =

k
sup |¢ (z)| > €™, qui montre que T est bien continue sur D.
n=0
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2) Pour que T admette une transformlée de Laplace il suffit que
e T soit une distribution tempérée. Soit donc ¢ € S . On a |{(e” T, )| =

<er > enan,w> = oo )] < Sl < +oc

n=0
00 k [es)
ar 3 e < X e+ X 5z, dufait que peS.
n=0 n=0 n= k+1

Ainsi, £T(p) = ff Lo (p) = z e—n(p=1)

3) Apphquons la transformee de Laplace aux deux membres de I’équation
différentielle
y' =2y +2y=T. Ona Ly"(p)—2Ly (p) +2Ly (p) = LT (p)
Et avec les formules de dérivations
Ly (p) =p*Ly(p) —py(0) —y'(0) et Ly (p) = pLy(p) —y(0) , on
obtient
(" ~20+2) 1)~ =20~ (0) = LT ()
Dou Ly (p) = Gayerr LT (p) + e (0) + Gzt W' (0) — y(0)]
En remarquant que
m =LY (t) sil.ﬂt] (p—1) et ﬁ = L[Y(t)cost] (p—1), ona
Ly(p) =LT (p) LIY(t)sint] (p— 1) + y(0)L[Y (t) cost] (p— 1) +
+[y'(0) = y(0)] L[Y (t) sint] (p — 1)
Comme L(f)(p—1)=L(e'f)(p)), on obtient
Ly (p) = LT (p) LY (t)e* sint] (p) +(0) £ [Y (2)e! cos ] (p)-+[y/(0) — y(0)] £ [V (1)e" sint] (p)
qui donne finalement y = TxY (t)et s1nt+y(0)Y(t)e cost+[y’ (0 ) y(0)] Y (¢)el sint
Un calcul simple donne  €"§,, * Y (t)e! sint = €'Y (¢t — n) sin(t —
On obtient finalement la solution

[#]
y(t) = et EOY(t —n)sin(t —n) +y(0)Y (¢) cost + [y (0) — y(0)] Y (¢) sint

7 (Mai 2000)

Exercicel

1) Montrer que la fonction f(x) =z définit une distribution tempérée.
Calculer sa transformée de Fourier Ff .

2) Soit T € &', espace des distributions tempérées. En utilisant la
transformation de Fourier, montrer que les solutions de I'équation z71 = 0
sont de la forme T = ¢d , ou d est la distribution de Dirac et ¢ une
constante.

Exercice2

1) Calculer les transformées de Fourier des distributions suivantes :
8q , €2 72T cog2ma et sin 2imx .

2) Soit la fonction f(z) = —<527L 4 sn2me - Calculer  lim f(x) .

22
r—0
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3) On pose g(z) = (—2imz)® f(x) . Calculer la transformée de Fourier
Fg()\) de g. En déduire que Ff vérifie une équation différentielle du 3ime
ordre.
4) i) Calculer I'inverse de ¢ dans D/, .
ii) Résoudre I’équation précédente dans D/, .
iii) On note u(A) la solution touvée en ii). Montrer que
u(AN) =N =1 [Y(A=1) =Y (A+1)] on Y est lafonction de Heaviside.
5) Déterminer le support de  u(A) .
6) En utilisant la définition de la transformée de Fourier inverse F
calculer Fu(x) et retrouver f.

Solution
Exercice 1

1) La fonction f(x) = x est localement intégrable sur R car elle y
est continue. Elle définit donc une distribution. Comme de plus on a |f(z)| <
2|z| la distribution qu’elle définit est tempérée. Sa transformée de Fourier est
[ Fz](A) = —5= [ F(—2inz)1] (A) = —5= | F1II'(\) = —5=d'.

2) Comme FzI =0, ona Fzx FI =0. D’ou en tenant
compte du calcul précédent —z=6"* FT =0, ouencore & ( FT) =0
, qui équivaut & ( FT) = 0. On en déduit que FT =c¢, ou c¢ est une
constante. En prenant la transformée de Fourier inverse des deux membres on
obtient T= FFT=cFl=c6.

Exercice2
1) La distribution §, est a support compact, donc
ffsa@\) — < 5a’e—2iw>\z> _ 6—2i7r/\a .
On a de méme Féy(x) = ( §y, > ™) = 2o
Dot Fe?™ = §; et Fe 2™ = §_,. Partant de 1a et utilisant les
expression des fonctions cos et sin sous forme exponentielle, on déduit
621w1+672i7\'1

Fcos2ne = F (f) = % (61 +d-1)

62117\"1:7 —2imx

et  Fsin2rz = f( 55 ) :%(51—5,1).

2) Un développement limité de la fonction f au voisinage de 0 donne
1 43> 1 833 2
f(l'):*ﬂ,zgﬁ (1*—2 )‘FW(QT.’II* S )+€(5E):2*§+6(1‘)
avec €(x) —>(()) . D’ou limof(x) =3

On peut donc définir f(0) par prolongement continu.
3)Ona g(z) = (—2inx)? (—L32FL 4 ALY — _Rirry cos 2mw+4i sin 27

et  Fg(A) =4 F( —2irxcos2nx)(A) + 4i F(sin27zx)(N)
=4[ Fcos2nx] (\) + 4i F(sin 27x)(\)
=4(3(61+6-1)") +4i (561 —6).

Et finalement  Fg(A) =2 (01 — 61 + 61 +0",) () .

D’autre part on a  Fg(\) = F((=2inx)f) = (Ff)" ().

D’ou I’équation différentielle vérifiée par  Ff
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( Ff)"= 2(61—0_1+6,+3,)
4) i) Utilisons la transformée de Laplace et le calcul symbolique pour
calculer linverse de .

Ona (6" '%§" =6, don £ (")

—1

L (8" =L ()

et L£(8") 7= Ty =
Mais comme L(Y?(Q))( ) = pla, on en déduit ( (5'”)71 = Y% = Yé.

ii) De la relation  ( Ff )" =46"% Ff , on déduit
Ff=2%(61—06_140+0")
Effectuons alors les calculs en remplacant ( 5”')_1 par sa valeur
Ff ) = (Y(0)t 5 61) (A)+(Y ()t* «81) (A) (Y(t)t? o ) N+ (Y ()82 +8"1) (A)

/

= [y + (v@r) e - [y - (v )} Py
= YO +2Y ()] « 8,0 — [Y (O 2Y<t>t] YeY
=Y(A-1)(A-1)2+2Y A-1)(A-1)—[Y(A = 1)(A + 1) —2Y(A+1)(A+1)]
Y- D2 1) = YA+ DA~ 1) = (A = ) [Y(A— 1) = Y(A+ 1)
iii) On s’apergoit que ¢(A) est bien la solution trouvée ci-dessus
5) Ona Y(A—1)#0 sietseulementsi A>1, et Y(A+1)#0 si
et seulement si A > —1.
Donc ¢(A) =0 si A<—1 ou A>1, Parconséquent le support de c(A)
est [-1,1].
6) On vient de voir au 4) iii) que ¢(A) = Ff (\) . Prenons la
transformée de Fourier inverse des deux membres de cette égalité,
[FeV)] (@) = [ FFION] (@) = f(x) .

8 (Mai 2001)

Exercicel
Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre ’équation différentielle
ty" +(1—-2t)y —2y=0 avec y(0)=1 et ¢y/(0)=2.

Exercice2
Si A est une distribution sur R |, on note A*" la distribution
AxAx---xA |, n fois. Soit B une autre distribution, vérifier que
(A+B)*? = A*24+2A% B+ B*? . On admet que cette formule se généralise
pour n (car le produit de convolution est commutatif et associatif) comme suit

(A+ B)” Z C’”A*k * B*»~% _ On note §, la distribution de Dirac au

k=0
point a et on définit par récurrence la suite de distributions

(Tn),, : Ty = % (0r+0-1) , Th=Th1xT1 .
1) a et b étant deux réels quelconques, vérifier que 4 + dp = dqtsp

et que T, =T7™ puis montrer que T, = QL Z CRook—n
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2) Assurez-vous que 7T,  est & support compact , puis calculer les
transformées de Fourier FTi(\) de Ty et FT,(A\) de T, . (On pourra
utiliser la relation T, =T7™ ) .

3) Pour tout n>1, onpose f,(\)=FT, (ﬁ) .
p
o

a) Vérifier que  lim In f,(A) =

b) Soit ¢ € D(R) et hp(A) = fn(AN)p(N) . Vérifier que
| hn(A) |<] @ (A) |, pour tout n € N et tout A € R, et utiliser le
théoreéme de Lebesgue (on vérifiera soigneusement les hypotheses) pour montrer

que la suite de distributions ( f,), converge dans D’ (R) vers la distribution

>\2
e 7 .

4) Justifier pourquoi  f, € &' (R) (distribution tempérée) ainsi que
2 —
e~ . On pose g, = Ff, , montrer que la suite de distributions ( g,),,

converge dans S’ (R) vers une distribution que I'on déterminera.

Solution

Exercice 1

Appliquons la transformée de Laplace a I’équation donnée,

L(ty") + L(y') + 2L(—ty') —2L(y) =0

qui donne en utilisant les formules de dérivation liées a la transformée de
Laplace

—L'(y") + L) +2L'(y') —2L(y) = 0

— [P2L(y) — py(0) =y ()] +pL(Y) — y(0) + 2[pL(y) — y(0)] — 2£L(y) =0

Tenant compte des conditions initiales , on obtient

(2p —p?) L'(y) —pL(y) =0 , ou encore %,(y—)l = _p+2 .

L’intégration de cette équation différentielle conduit a

L(y) = pL =k(Ye?) (p) et a y=ke?.

—2
Comme 1=y(0) =k ,on obtient finalement y = e2* .

Exercice 2

La vérification demandée ne présente aucune difficulté, on a
(A+B)? = (A+B)* (A+B) = A2 + 2A% B + B*2.

1) On peut procéder de deux maniéres
soit par calcul direct

(0a * 0b, ) = (0 @ 0b, (@ + y)) = (0a, (0v, p(x +¥)))
= (da, p(z + b)) = p(a+b) = dats(p)

Donc §4 % 6p = Satb-
soit en utilisant la transformée de Fourier
]_—(5(1 " 5b) _ f(éa)f(éb) _ 672i7r/\a672i7r>\b —_ ef2i7r)\(a+b) _ f(5a+b)
d’ott 4 *0p = gt
Pour la deuxiéme égalité on a
T, =Ty 1+%Th =Ty oxTy Ty = — n—k*Tl*k: ...... =T"
Quant a la derniére formule, on a
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n
To= (501 +6-0)]" = g% 3 Choit w6
k=0
Mais d’apreés ce qui précéde on a

S =6, et kst Z 5,
n
et finalement 7T, = 5= > Ckdoy_y,
=0

2) La distribution T,, est a support compact car elle est somme finie
de distributions a supports compacts.

Ona FTi(A) =3 (Fé+ Fo_1)= 5 = cos 2w\
et FT,(\) = FIym(N\) = ( FT1)™(A\) = (cos2mA\)" .
3) Lecalculde f, donne: f,(\)= FT, (#\/ﬂ) = cos™ \/iﬁ
a) Ona Inf,(\) =nlncos 2=

672117r)\+e2117r)\

7n
Il résulte de  cos % =1- % + s(’\%) etde In(1+t¢)~t,
que lim Inf,(\) = 7%2
b) Soit ¢ € D et h, = fnp ,ona |hy,(N)] < Jp(N)| car

‘COS” %‘ <1 , etparsuite h, € L'. D’autre part  lim h, (\) = e~ = ¢()\)

2
puisque lim f,(\) = e~ en vertue du a). On peut donc appliquer le
théoréme de Lebesgue a la suite h,,
2
et on obtient [, hp(N)dX — [, e_%go()\)d)\ , qui signifie que la suite de
n

2
distributions f, converge dans D’ vers la distribution e .

4) Les fonctions f,, sont bornées et localement intégrables, elles définis-
2
sent donc des distributions tempérées ; de méme pour e~r. Comme fn con-
2

a2 ) . .
verge dans D’ vers e 7, et comme la transformée de fourier est continue
sur S’ ,ona

)\2

gn=F fn— F e 7T =21 e=2m’e’

9 (juin 2002)

Exercicel
Onnote Y la fonction d’Heaviside. Résoudre en utilisant la transformée
de Laplace, ’équatioin différentielle  f”(z)+f(z) = 2Y (z) sous les conditions
initiales f(0)=1 et f'(0)=-2.

Exercice2
a) Montrer que la fonction Y (z)sinz définit une distribution de D', .
Justifier alors Pexistence du produit de convolution Y (z)sinz Y (z)sinx et
le calculer .
b) On considére 1’équation différentielle
(E) : f"(x)+ f(z) =Y (x)sinz .
i) Ecrire (E) sous forme d'une équation de convolution dans D/, .
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ii) Montrer que (E) admet une solution unique dans D’ et la calculer
en utilisant le calcul symbolique.

Exercice3
On considére la fonction f,(z) = e~ | 2 [*~ avec a >0 et a >0
a) Vérifier que  fo(z) = Y(2)e @z + YV (—x)e(—z)> 1.
b) Calculer la transformée de Fourier de  f,(z) et de la fonction

z — el (On rappelle que F (Y(z)e" %@z 1) (A) = %
+oo

ou T(a) = [, e "a* 'dx est la fonction d’Euler) . En déduire la
transformée de Fourier inverse de la fonction A —
¢) Soit I’équation différentielle
(E") f"(z) —a®f(z) =Y (z)sinz (a €R)
i) Montrer que la fonction Y (z)sinz définit une distribution tempérée.
ii) En utilisant la transformation de Fourier et son inverse, montrer que
(E') admet une solution tempérée qui est donnée par
flz) = e e« Y(2)sinz .
iii) Calculer f(x) en remarquant que
el =Y (2)e=% + Y (—xz)e™®

1
a?24+472)\2

Solution

Exercice 1 )
Appliquons la transformation de Laplace a I’équation g—xé +f=2Y(x)

(L) (6) + L1 (p) = LIa¥ ()] (p)

Tenant compte du fait que L[zY ()] (p) = p% (la vérification de cette
deniere égalité est immediate par calcul direct ou en utilisant la relation £ [z1] (p) =
—L[-21] (p) = —L[1)' (p) ), et avec les formules de dérivation , ’équation de-
vient

P*Lf(p) —pf(0) = £/(0) + Lf(p) = 3=

(P +1)Lf () L+p-2

Dron L(p) = 5 +%+p+1’2p+1:p%’pﬁl*p?il’pil
:# p+1+ 4 =L (Ycosz —3Y sinz + x)

Et finalement x) = Ycosx—SY sinz + x.

Exercice 2
a) La fonction Ysinz définit une distribution de D/ car elle est
localement intégrable et & support dans [0,+oc]. Le produit de convolution
Y (x)sinz Y (x)sinz existe car la distribution Y (z)sinz est dans D/, . On

[Y(z)sinz Y (z)sinz] () = fsin(t—x) sinzdr = 3

i tcost
J cos(2z —t)dx — =55+

Ot —
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— vyt
b)

i) L’équation proposée %é + f=Y(x)sinz s'écrit dans D',
(0" +8) x f =Y (x)sinz .

ii) Multiplions les deux membres de 1’équation précédente par U'inverse

de (0" +6). Ona f=0"+06"1t*Y(x)sinz . Utilisons le calcul
symbolique pour calculer (§”+4)". Ona =iy =g (ﬁ - ﬁ) . Comme

(5' — )\5)71 = Ye“v (car ) rappelons le LY el = p_ﬁ), on en déduit
(8" +0)"t= W =Y(x)sinzx .
Par conséquent '
f(t)=[Y(2)sinz+ Y (x)sinz| (t) = VL — ylegst

Exercice 3
a) On a
fal@) =Y (2)e 2% si 2 >0 et fo(v)=Y(—2)e®®(—2)* tsi 2 <0
Donc  fo(z) = Y(x)e 9z + Y (—z)e—l*l |z[*"
b)Ona F(fa) (A) = F (Y (@) 2 ) N+ (Y(=a)e ol 2] 7) ()
= e+ F (Y (=a)e ) (—0)2 )
S N 0
(a+2imA)< (a72i7r)\‘)“|

La transformée de Fourier de e s’ obtient & partir de la formule
précédente en faisant o = 1 et en remarquant que F [f(—x)] (A) = F (f) (—A)

On trouve  F (e~l*l) (\) = ;=3 La transformée de Fourier inverse de la

fonction M\ — Mﬁ s’en déduit immédiatement

F [ﬁ} () =F [ F (e @#) ()] (z) = eIl
C) SOlt 1’équati0n ﬁ _ an — Y(x) Sinaj

2
i) D’apres le cougg, toute fonction localement intégrable bornée
deéfinit une distribution tempérée; c’est le cas de Y'(x)sinx.
ii) Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres de
léquation (FEs) f'—ad*f=Y(z)sinx,
ona Ff'—a® Ff=FY(z)sinx
et comme Ff” = (2in\)Ff onobtient  Ff = m]—“Y(x) sin
On en déduit en prenant la transformée de Fourier inverse et en tenant
compte du b)

f=FFf=F [Wfﬂ? FY () sin :r] =F (—W;LGQ) * FFY (z)sinz
=5 eI« Y(z)sing .
iii) Ona f(t)=[—% e «Y(2)sinz] (t)
Calculons ce produit de convolution

+o0 +oo
ft)= [ —5% e lt=*lY(2)sinazdr = of - et sin xdx
— 0o
_ 1 +fooe—a|t—w\ sinxdr = — L j' e—a(t—z) sin zdr—-L +f°° ea(t—z) sin xdx
= %a - 2a 0 2a s
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—a

t [e'e]
t . at _ .
=% fe‘“”smxdx—e—f e~ % sin xdx
t

Une mtegratlon par partleb donne
[y e sinwde = —e* cosaly + a [) €@ cos wdx
t
= —ecost + 1+ ae*®sinz], — a? fo T gin xdx
EIN t az _ e : _ 1
Dou [ e sinxdr = 155 (asint — cost) + 702

A +oo
De méme e

t
et

— . oo — .
‘”smt—a2ft e~ % sin xdx

sinzdx = e~ cost+ae
too  _—ax _ et . 5
J, T e sinadr = 157 (asint + cost)

Ainsi, en remplacant dans I’égalité ci-dessus, on obtient finalement
at

F(t) = —garrrany (asint — cost) — 520y — garrrasy (asint + cost)

—at

__sint _ _ e
1+a? 2a(14a?)
at

Dans D/, ,lasolution est f(t) = =Y (t) (fj:‘a’; + m)

10 ( Mai2003)

Exercice 1 : Résoudre dans D' (R) I'équation différentielle
X"4+2X'+ X =Y (t)

Exercice 2 : Résoudre en utilisant la transformation de Laplace I’équation
intégrale
Jy F@)cos(z — t)dt = f'() .
Exercice 3 : La temperature en un point d’abscisse x d’une barre de
longueur illimitée est donnée a chaque instant ¢ > o, par une fonction u(x,t)
declasse C?en x et C'en t, qui est solution de I’équation de la chaleur

% agTﬁt =4(x)o(t) , ou d(z) et () sont respectivement les
mesures de Dirac en =0 et en t=0

On suppose que u(x,0) = up(z) est donnée, et en prolongeant wu(x,t)
par 0 pour ¢ <0, on définit sur R x R la distribution U(z,t) = Y (t)u(x,t)
ou Y(t) estla fonction d’Heaviside avec Y (0) =1 .

1) Montrer que la distribution U vérifie ’équation aux dérivées partielles

W) _ OUl) — gy (2)5(t) + 6(2)5(t)

2)Pour tout t >0 fixé, onnote V(A t)=F(U(z,t))(N\) la transformée
de Fourier au point A de la distribution , ou fonction, U(z,t) de la variable
z.Puisque =« est la variable d’intégration, on remarquera et on admettra que

QVétA,t) _ f( aUa(f,t) )()\)

Montrer que V(A t) vérifie ’équation de convolution
[6(t) + 472 N*8(t)] * V(A t) = V(X 0)5(t) + 8(¢)
3)En déduire que V(A £) = [V(A,0) + Y (£)] = Y (t)e 47Nt
4) On rappelle que f( _”’\2)(30) = e ™. Aprés avoir vérifié que
Fle=k¥’ =/Fe” = , montrer que
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Solution
Exercice 1
Dans D', l'équation X"4+2X'4+X =Y (t) est équivalente a I'équation
de convolution (6" +20" 4 0) x X =Y.
En utilisant le calcul symbolique, cela revient & chercher la distribution cor-
respendant a m , qui est I'inverse symbolique de la distribution 6" 426'+6

. Cette distribution est Y (t)e™% . Dou X(t) =Y (t)*Y(t)e it
t
Ona [Y(z)*Y(x)e "z](t) = [aze de=—te " —et+1
0
et donc X(t)=—tet—et+1.

Exercice 2
L’équation intégrale [ f(¢) cos(z — t)dt = f'(t) est équivalente dans
D', a léquation de convolution  [Y(t)f(t) x Y (t) cost] (x) = Y (x)f'(x) ; En
prenant la transformée de Laplace, on a
(LY f](p)-[LY cos] (p) = [LY '] (p) = pLY f — f(0)
Tenant compte des résultats du cours [LY f'] (p) = pLY f — f(0) et
[LY cos] (p) = 747, on obtient

Y 1] (p )—”“—f( >[—+%} = FO)[£Y] () + £0) [£Y 5] )
o Y(8)f(t) = FOY () |5 +1] .

Exercice 3
1) Effectuons les dérivées demandées de la distribution U(x,t) = Y(
1o}
t

) =Y (Hula, 1)
Ona i (a,t) = Y/(O)ule, 1) + Y (1) 3(r,1) = ulz, 0)3(1) + Y (1) 3

t
)

W (z,t) = Y(t)g’“(x t) et ng(x t) = Y(t)g 24 (g 1) 2
Dot 9 (z,t) — g L (2, t) = u(z,0)0(t) + Y (t) 2% (x,t) — YV (t) T4 (2, 1)

= up(@)3(t) + Y (1) [ 3 (2, t) - T(a,1)
= ug()8(t) + Y (£)d(t)d(x) .
2) Posons F[U(z,t)] (A) = V(A t) . Puisque ¢ est considéré comme
un parameétre indépendant de la variable d’intégration =z ,
ona %—‘t/()\, t)y=F %—[t] (A). Prenons la transformée de Fourier de ’équation
trouvée en 1) :

F [ ()] () -F [§ <

ot

= 6(8)F [uo(2)] (A

D’autre part
F [%ftf (ac 1) (\) —F [g%f(x,t)} (A) = 20 1) — (2m\)2FU ()
GV (N ) +4T2N2V (N, t) = [8'(t) + 4m2N\25(1)] * V(A 2)
D’ou ﬁnalement
[6'(£) + 4m2N\?3 ()] * V(A t) = V(X 0)5(2) + Y (£)3(2).

x, )] (A) = Fluo(2)d(@)] (N +F [Y(£)6(8)5(2)] (V)
Y(#)o(t)F [6(2)] (A) = VI(X,0)5(2) + Y (£)3(2).
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Remarque : Attention, 'écriture [6'(2) + 472A\?3(¢)] = V(\,t) peut préter
a confusion car t est le point ou est pris le produit de convolution . L’écriture
correcte, sans aucune ambiguité, serait [[6'(s) + 4772/\25(5)] * V(X 8)] (t)
3) Calculons l'inverse de convolution de la distribution [0’ (¢) + 472\*5(¢)].
En utilisant le calcul symbolique, cela revient & trouver 132 dﬂistribution corre-
spendant a m . Cette distribution est Y (t)e™#™ A"t . 1l en résulte
VL) = [V(A0) + Y(£)] # Y (t)e 43t
4) Pour k > 0, onsait que k[Ff(kN)](z) = [Ff(N)](%). 1l en
résulte )
k)2 —T ﬂ)\ T — )2 T T _x2a2
[.7:6 k)‘}(:r): |:.7:6 <ﬁ ) ](m)—%[}'e )‘](%m):%e .
Prenons la transformée de Fourier inverse (en 2 ) de ’équation de convo-
lution vérifiée par V'
Uz,1) = [FVAD] (@) = F [V, 0) + Y (0] « Y ()" ()

=Y(®)F[V(),0)] (z) [?e—%%} (@)+Y () [F1] (=) [ﬁe_%wt} (@)

Avec la formule ci-dessus avec k = 472t on a {?6_4‘”2A2t} (x) = 2\}56_%
D’ou finalement ,
Uz,t) = Y(t)uo(:r)%}ﬁefi_ﬂr
inacheve___ Y (t) [F1] () []—' _4”2’\%} (¢)y=??__ Prendre_Y(0)=0_ 77

11 (Juillet 99)
Exercicel
Pour tout m >0, on définit la fonction f, : R — R par f,(t)=n
si 0<t<2Z et fo(t)=0 sinon. On note T, la distribution définie par f,

a) Montrer que T, € £ (espace des distributions a support compact )

et que son support est contenu dans [0, %]

b) Soit ¢ une fonction de classe C* ; en remarquant que fo% p(0)dt =
L4(0) , montrer qu’il existe M >0 tel que | Ty,(¢) — ¢(0) |< L.

¢) En déduire que T,, — ¢ dans &'

d)Calculer la transformée de Laplace £(T,) . Retrouver c) en calculant
lim £(7,,) lorsque n — oo .

Exercice2

Soit f la fonction de la variable réelle ¢ définie par f(¢t) =0 si t <0
et f(t)=2""!si n<t<n+1, pour n=0,1,2..

a) Calculer L(f).

n=-4oo

b)Trouver X € D/, solution de 'équation X = f= > 2"714,.
n=0
Exercice3

On définit la fonction G(z,t) des deux variables réelles x et ¢ par
G(z,t) = e2V2rat—mt?
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a) Les transformées de Fourier sont prises par rapport a la variable x
et on rappezlle que ,

FleT™)(\) = e ™.

Montrer que F(G(z, t)e‘”z)()\) =G(A, —it)e_’r)‘2 . On pourra commencer
par montrer que f(G(x,t)efmz)()\) = emt’ fj;o e~ 2imAeo—m(@—tV2) o puis
arriver a la formule demandée en effectuant un changement de variable

n=+4oo0 n
b) Onrappelleque e* = 3 “ Montrer que G(z,t) = Z P,(t)5
n=0
, ou P, est un polynéme de degrés n qu’on ne cherchera pas a calculer
¢)On pose ¢, (z) = P,(z)e”™ . Vérifier que ¢, € S (espace des

fonctions & décroissance rapide), et déduire de a) et de b) que F (¢, (z)) (A) =
(=0)" 0, (A)

Solution
Exercicel
a) Les fonctions f, , n >0, sont localement intégrables car sur tout
intervalle [a,b] fermé borné de R, ona
12 fu (0dt = 0 ([0 0 [0, 2]) < nA([0,1]) =1, on A est
la mesure de Lebesgue sur R . Donc elles définissent des distributions 7,
D’autre part, soit ¢ € D(R) dont le support est contenu dans le complémentaire
de [O, ﬂ .Ona
= Jp fn ( fo ne(t)dt = 0 , puisque ¢ est nulle sur
[0, %] On en déduit que le support de T, est contenu dans [0,1] et donc
T,c& .
) Soit ¢ € £ , espace des fonctions de classe C°° . En remarquant

que nfo"<p 0)dt = () on a

1
| () = #(0) = fo WP t)dt — o(0) =] [y (ne(t) — ne(0))dt |
S nfo »(0) | dt .

Comme ¢ est C*, il existe une constante M > 0 telle que | ¢'(§) |<
M quel que soit & € [0,¢] . D’aprés le théoréme des accroissements finis,
ona | o(t)—¢0) |<tM . Reprenant les calculs précédents, on obtient

1
| Tolp) = 9(0) < [y tMdt = 5
c) D’aprés ce qui précéde, on a  lim | T,,(p) —p(0) |=0 ,Vp €&,

n——oo

qui peut encore s’ecrire
Enm | Tn(p) —d(p) |=0 Yo € €. Et cela signifie par définition que
T, L 0 dans &' .
d) Ona L(T, = [T e P fa(t) f ne Ptdt = %(1767%)
Un développement hmlte alordre 2 de e~ donne 2 > (1 — e_%) ~ 1=,
On en déduit que n@m L(T,)(p) =1= L()(p)

Ce qui confirme bien que T, — § dans &’.
Exercice 2
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a)Ona L(f)(p) = [Ze P f(t)dt = i [ gntepigy

0o o
_ n—le Ph—e Pt 1 _e—P n—1,—pn
=22 = > 2
p p
n=0 n=0

b) Appliquouns la transformée de Laplace aux deux membres de I’équation.
Sachant que [,(X x f) = L(X )C(f) , et que L(d,) = e P" , on obtient

LX)L(f) = Z 2n=1L(6,) = Z 2n=le=Pn | Dlon d’aprés a), L(X)(p) =

p
l—e—P

=p Z e P" et comme p = L(d'),on en déduit
n=0

. Mais comme

P
l—e—P

que

L(X) = L() i L(5,) = L(§ * i 0n) = L( i 8') , et par conséquent
n=0 n=0 n=0

X= 34
n=0

Exercice 3
a) Les calculs ne sont pas compliqués, il suffit de suivre attentivement
les indications données. Par définition de la transformée de Fourier, on a
F(G(z,t)e ™) () = fjoo e~ 2imAz o —mt* =7z’ g

S
— eﬂ't2 erOO: 672i7r)\1677ra:2+2\/§ﬂ'zt727rt2dm —_ e7rt2 fjooj 672i7r)\1677r(:v7\/§t)2d$

En effectuant le changement de variable u = x — /2t ,  on obtient
F(Gla e )(3) = ¢ [ ¢ 2imug-2VEimi o=l g

_ 62\/§7r)\(7it)77r(it)2 f‘j‘;o 672i7r)\u677ru2du — G()\, Zt)f (efwz2) ()\) —_ G()\, Z’t)effr)\2

b) Développons la fonction G(x,t) = e2V2rat o=t qyivant les puis-
sances de t, on obtient

0 1 oo j

G(.’E,t) _ 62\/§7rmtefﬂ-t2 _ Z (2\/_7rzt) Z ( ) Z( 1)] (2\1/';7‘71) Jit2j
i=0 =0

soit en posant i+ 2j =n

S5} n (2v27 niZjn! n—27
Gat) = X Pula)y . avee  Pifa) = (—1)i Y2ty

ou [%} désigne la partie entiere de - .
¢) On sait que si une fonction est & décroissance rapide, alors son produit
par n’importe quel polynéme est aussi & décroissance rapide. Or, il est clair que
2

p(r) = e ™ est & décroissance rapide puisque | ‘lim |z|™ ‘go(") ($)] =0
Tr|—00

pour tout m et tout m , donc ¢, = P e~™" € S . Montrons maintenant

légalité demandée. Puisque G(z,t) = ZOP 2(2)L , ona
FE e = (5 Pala)te ™) 0
= 57 ( n<x>e*”2) W =3 5F @) ()

n=0
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Mais daprés la question a), F(G(z,t)e=™")(A) = G(\, it)e~™", Et utilisant
a nouveau b) pour les variables A et (it) , on obtient

F(G(z, )e=™")(N) = G\, it)e™ = 3 P, (n) G mm?
n=0

—Z L (=) Pu(N)e ™

On en dedult en comparant avec la relation (), que

S EFe) N =3

n=0

tn

L (=) Pa(N)e™™,

qui implique que )
F(pn) (A) = (=9)"P,(N)e™™ = (=i)"p,,(\) , puisque la décomposi-

tion en série entiére est un unique.

12 (Juillet 2000)

On rappelle que la fonction de Bessel d’ordre n,n > 0, est la fonction

+oo
notée J,(x) définie par J,(z) = (§)" Z(—l)kk,(( )+k) et qu’elle est solution
k=0

de I'équation différentielle
(B)  2*y'+axy + (2> —n?)y=0.
a) Vérifier que Jyi(z) = — Jj(z) .
A- Pour tout n >0 onpose fn(z)=[1- (2#.%‘)2]"_% si|o|< 5 et

fn(xz) =0 sinon. On note Ff,(\) la transformée de Fourier de f en A€ R.

1) Vérifier que  fri1(z) — fu(z) = (=2imz)® fo(z) et en déduire que
Flnt1(N) =F [n(A) +(F f)"(A) .

2) Calculer  f},(z) et en déduire en utilisant les formules de déri-
vation de la transformée de Fourier que A Ffpi1(A) = — (2n+ 1) (Ffn)' (N

3) Utiliser 1) et 2) pour montrer que la fonction Z,(z) = \"Ff,(N)
est solution de I’équation (F) (ou la variable x est remplacée par la variable

A) .

B- 1) Montrer que fot(t —z)Pridr = (pféﬁl)!tp"’q“‘l pour tout p,q € N.

2) En utilisant le développement de Jy en série entiére, calculer di-

rectement S = Y (x)Jo(x) * Y (x )Jo( ) ou Y( ) est la fonction d’Heaviside.
l

On admettra la formule Z 22p @z = 1, pour tout keN .

3) Vérifier en utlhsant la transformation de Laplace et le calcul symbol-
yque que S(t) =Y (t)sint .

4)Montrer que la distribution S wvérifie ’équation S” + S5 = 4§ et
donner un opérateur différentiel D tel que DS =56 .

5) Vérifier que D(Y.Jy) =6 +YDJy .
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6)Utiliser I’équation (FE) et la question a) du début pour montrer que
D(YJy) =6+ YJIT@. En déduire que Y (x)Jp(x) = Y% =Y(z)J;1(z) .

Solution . .
a) Ona Jo(z)= > (—l)k% , dérivons terme & terme
k=0 '
/ RSy (BT RS ke ()
Jo(x) = k21 (-1) T = k21 (=13 am—r - et en posant

(
l=k—1,onobtient Jy(z)=—% f(—l)l (%)% = —Ji(x).
A)
) Ona fura(e) = fule) = [1- @ro?] " 7 = [1- Cro?] "

N
I
o

Il en résulte Ffpi1—Ffn= ]—'(—22’7730)2 fulx) = (ffn)// .
2) La dérivée de f,4+1 se calcule facilement, on trouve
1 1(x) = —(2n+ 1) (47%z) fo(z) . En utilisant les formules de dérivation
de la transformée de Fourier on a
(26A) Ffrir(N) = Ffapr () = —(2n + DA F(af,) (V)
= —(2n+ 1)2irF(—2inz f,)(A)
dott AFfni1(N) = —(2n + DF(=2imzf,)(\) = —(2n 4+ 1) [Ffa] (N).
3) Veérifions que Z,(\) = A"Ffn(A\) est solution de 1’équation (FE).
On a
Zp(A) = nXN T E fo(A) AN [F L) (A
et
Z(A) = nln = DA"2F fu(A) + 200" [F L) (3) + A" [Ffa)” (V)
D’ou
NZI4 N2+ (V2 = n?Z, = n(n — DN"Ffu(\) + 20X F LT (V) +
NF2LE L] (A) + nA"F f(A) +A"THF L] (A) + AP F £ (A) — n?AF fu(N)
= NEFLO) + FL) )] + @n+ DYTFLT () = MPFLa () -
N2 FEf (N = 0.
L’avant derniére égalité étant dtie & 1) et 2) .

B)
t
1) Soit I, ,= [(t—x)’a%dx , ou p,q € N. Faisons une intégration
0
par parties

t
_ p gat?! p
Ipg = (t—2)" T }0 + T

On en déduit

I — Zz B*1E*2 I() — p!
P4 T g+l q+2 g3 AP T (g+1)(g+2)-..(

2) Ona S(t)=[Y(x)Jo(z)*Y (z)Jo(x)] (t)

o

—1
(t— o) ade = il g

q+pjp — P9 4pt+q+l
q+p) fac dr = (p+q+1)!t
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T iy @)« [ B coBve| o
(1t [V @5+ Y (@)(3)2] (0

= > (‘DZMWQMQQJM 2

_ (_1)i+k 1 1 _(2K)Y29)! 42k42i41
(k)2 (4!)? 227227 (2k+2i+1)!

[
12

SEgpe 2k)1(2i
= Z Z ( ) k') (l')2 22k1221 ((22_'_(1)2 t2l+1

= 1 1 @) 4 )
Comme kJ%‘::l GG EraaeEsy 1, il en résulte

x 2041 .
S(t) = l;)(*l)lm = Y(t) sint.
3) Appliquons la transformée de Laplace

LS(p) =LY J)LY Jp) = \/plzﬂ \/p12+1 = leﬂ = L(Y sint)(p)
Doa S =Y(t)sint.

4) En tenant compte du fait que dsint =0 dans la dérivation de S,
on obtient
S'=Y'sin+Y cost =Y cost . Dérivons une seconde fois
S"”" = Y'cost —Ycost = § —S . On obtient la relation annoncée
S”" 4+ 8 =4, et] opérateur demandé est D = % +1.
5) Calculons D(Y Jy)
DY Jo)=(YJ)" +YJo=(Y'Jo+YJ)) +YJo= (S +YJ) +YJo
=8 +Y'J+YJ] +YJy
Comme Y'Jj=6J5=0 (puisque J}(0) =0 ), on obtient finalement
DYJ) =0 +Y (I +Jo)=0+YDJy .
6) Puisque Jp est solution e (E) (pour n=0 ), on a
22 JY +xJy +2%Jy =0 . Comme J; = —J) (question préliminaire a) ),
ona Jj+Jy= JlT(x) . Autrment dit D(Jy) = % .
Il en résulte d’aprés 5) D(Y.Jy) =4 + Y# :
Le produit de convolution s’en déduit
Yo« YIS — ¥ J s [D(Y ) = 8] = Yo D(Y.Jo) — Vg %0
=D(YJoxYJy)—(YJy) =DS—-YJ,-6=YJ
puisque DS —0=0 et Jy=-J).

13 (Juillet 2001)

Exercicel
On considére I’équation de diffusion 8t Y (z,t)=c g;g (z,t) ou c est
une constante positive et U (z,t) une fonction de deux variables réelles x et
t . La transformée de Fourier en un point A € R de ¥ (z,t¢) par rapport a la
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variable x est une fonction de A et du paramétre ¢ qu'on notera FU(A,¢)
. Nous admettrons que £FU(\,t) = FZL(X\) . En utilisant la définition de
la transformation de Fourier écrire cette derniére égalité sous forme de limites
d’intégrales. Quel est le résultat du cours qui permettrait de démontrer ces
égalités? .

1) Soit f(z) =e = avec a € R . Ecrire une équation différentielle du 1¢"
ordre vérifiée par f et une équation différentielle du 1¢" ordre vérifiée par sa
transformée de Fourier Ff (\) . Vérifier que Ff (\) =e ™ 2"

2) Montrer que  FU(X,t) = FU(X,0) e ™ @ avec a=2Vct .

3) Calculer W (z,¢) dans chacun des cas suivants:

i) U (z,0)=94
11) v (.’E, O) =0_14+d41

Exercice2
Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre 1’équation différentielle
ty” +y + 4ty =0 avec les conditions initiales y(0) =3 et ¢'(0) =0

Solution
Exercice 1
Par définition de la transformée de Fourier, I'égalité
%}" % O(O)\, ?2:,\;7: ZL(N) est éq}rlgalil‘@f .
S e U(z, t)de = [ e ™A (x,t) da
qui est équivalente & son tour, par définition de la dérivée, a

s 1| oo —2imA
Jim [j_oo e~ (Y (.t + h) — xp(x,t))dx}
— | [0 o —2imAz 5y, 1
_ |:foo o—2im xhlgloﬁ (U(z,t+ h) — U(x,t)) dm]

Cette égalité pourrait se démontrer avec le théoréme de Lebesgue appliqué
& la suite de fonctions f, = 7= (U(z,t + hy,) — U(z,t))

ou h, est une suite de scalaires qui tend vers zéro.

_1:2
1) Dérivons la fonction  f(z) =€ «Z . Ona
172 ’

f'(z) = —2%e” a7 | et l'équation différentielle est f (z)+ 25 f(z) =0 . En
prenant la transformée de Fourier on obtient ’équation différentielle F f/(\) +
F (% f(z)) =0 . Utilisant les formules de dérivation, cette équation devient

2n2a’\ Ff(A) + [Ff(N)] = 0. L'intégration de cette derniére équation
donne  Ff(A) = e ™ oA

2) Appliquons la transformée de Fourier & I'équation de diffusion initiale

2
5t (@.t) =c Tz (2,0)
2

On a f%—%’()\) = 0.7-"?37?()\) .

Soit en tenant compte de ’égalité admise au début ,

LFU(\t) =c (2iw\)® FU(A,t) , équation différentielle qu’on intégre sans
peine et qui a pour solution
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FU(\t) = ke ™4™ Xt | Kk ¢tant une constante réelle.
Si t=0, ona FU(\0)=Fk ,etsilonpose a?=4ct ,on obtient
FU(A L) =FI(A, 0)6’”2“%‘2, c’est a dire d’apres le résultat obtenu en 1),
FEU(A\t) =FIY(N0)FF(N), quis’écrit aussi
FUAt)=F[P(A0)* f(N)] . Ilen résulte W(z,t) = ¥(z,0)* f(x).
3) Calcul de ¥(z,t)
i)Si U(z,0)=6, ona U(xt)=f(z)=e a2 = et
ii) Si ¥(z,0)=01+6_1 ona
Uz, t) = (61 4+0_1) s f = fz+ 1)+ f(z — 1) = e~ + e~

(M

Exercice 2
Soit ’équation ty” + 4’ + 4ty = 0 avec les conditions initiales
y(0) =3,4'(0) =0 , /
Ona L(ty")+L(y)+LAty) =0 , ou —[L(y")] +L(y)—4[L(y)] =0
. /
soit — [p*L(y) — py(0) —y'(0)] +pL(y) —y(0) —4[L(y)] =0
(»* +4) [L(y)) +pL(y) =0
On en déduit L(y) = (;+4 et y = cJp(2t) . Les conditions initiales
P
permettent de calculer la valeur de la constante, on trouve ¢ = 3. La solution

est donc  y = 3Jy(2t).

.

14 (Juillet 2002)

Exercicel

Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre I’équation intégrale

fla) =2+ [ f(t)sin(t — z)dt .

Exercice2

Soit T une distribution tempérée sur R . On suppose que zT =1

et que T est impaire. On note F7T' la transformée de Fourier de T et Y
la fonction d’Heaviside.

a) Calculer(FT)" et montrer que FT = —2itY + ¢ , ol ¢ est une
constante réelle. b) Utiliser la parité de
T pour calculer la valeur de la constante c

et vérifier que FT = —2inY +imw .
En déduire que FY +FY =6 .

Exercice3

1) Soit S € & (R) (distribution & support compact), et T € D'(R) .
Montrer que pour tout a € R ,ona e (S*T)=(e**S) * (e**T) .

2) Soit lopérateur différentiel D = f—; + % 4+a , ac€R. Calculer
D (e**T) et trouver un autre opérateur différentiel D, tel que

Dy (e**T) = e** DT , pour tout T € D'(R) .

3) Soit Ty une solution élémentaire de D (i.e. DIy = ¢ ) . Donner
une solution élémentaire de Dy en fonction de Ty .
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Solution
Exercice 1
Appliquons la transformée de Laplace & I’équation intégrale
xr

flx) =2%+ { f(t)sin(x — t)dt

Ona Lf(p)=L(Ya?)+LI[f*Ysin](p) = [LY]" () + LS (p) £ (Y sin) (p)
=5+ mLf (D)

Dou Lf(p)=3+5=L(Y2?)(p)+ 5L (Yz") ()

et f(z) = LYot +Ya?

Exercice 2
a) On sait que [FT] = F (—2imzT) . Utilisant I'hypothése 2T =1,
ona [FT]) =—2inF (1) = —2iwd . Il en résulte, puisque Y’ =43 , que

FT = —2irY +c¢, oul c est une constante réelle.
00 +o00

b)Ona (FT,p) = —2ir [ p(x)dz+c [ ¢(x)dz et (FT,p(—x))
0 —o0

0 +A
—2ir [ p(x)dz +c [ ¢(x)dz
—o0 —A

Comme F7 est impaire ((FT,p) =—(FT,p(—x))), il en résulte
0 “+o0o

—2ir [ ¢(z)dz+c [ w(x)dx:2i7rzoap(x)da?—cjfooap(x)daﬁ

—o0o —oo
+oo “+o0
Dou 2 [ ¢(z)de=2ir [ ¢(x)de et c=im.
Ona T =FFT =-2inFY +inFl =—2inFY +ind
et —T==-2irFY +inrd dou FY+FY =6

Exercice 3
1) Soit Se& R), T€eD et aceR. Ona
(e (Sxt),p) = (Sxt,e@p) = (S,(T,e* @ p(zx +1)))
= (e 5, (91T, 0 (3 1 1)) = (€478 * €T, )
Dou e (Sxt)=e*S xeT .
2) Soit 'opérateur différentiel D = % +L+a, acR
Ona (e%T) = ae®™T + e**T"
(eazT)” — eaxl +2a 0T ! + a2 e
et D (e**T) = e®®T" + 2a e*T" + a® e T + ae®®T + T + ae®™T
= e (T" + T +al) + 2a T + (a® + a) e**T
Pour déterminer I'opérateur D, demandé, remarquons que
D (e®T) = e** DT + 2a e**T" + (a® + a) e**T
d’on e DT = (e%T)" + (e**T) + ae®T — 2a ¢**T" — (a® + a) T
= (ea"'”T)” + (e“’”T)' —2a (ea"'”T)' + aZe®®T
= (e**T)" + (1 - 2a) (e**T)" + a?e®*T
L’opérateur cherché est alors D, = % + (1 - 2a) % + a?
et on a bien e DT = D, (e**T).
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3) Pour répondre a la question, il suffit de remarquer que e**§ = 4
Si Ty esttelleque DTy =0, onaalors D, (e**Ty) = e** DTy = €5 =4
La solution élémentaire de D, est donc e**Ty.

15 (Juillet 2003)
Exercice 1 On considére pour tout n € N, les fonctions de la variable

réelle t définies par fult) = (1—4722)"~ 2 pour |t| < = et fu(t)=0
ailleurs. On note  Ff,(\) la transformée de Fourier de f,.

1) Justifier pourquoi les fonctions f, et ¢™f, sont intégrables pour

tout n et tout m dans N. Conclure ensuite que Ff, est declasse C.
2) On pose Zn(N) = A" Ff(A), n e N. Montrer que

a) Zy(\)+ 12N+ (1-2)Z,(\) =
[ Fh + FLO )]+ Cn+ DX F L)

b)) FfaN)+ FfaN) = Flap ).
c) (Cn+1) Ffu(A) = =X Ffor1(A) , (On pourra commencer par
calculer  f,/ ).
3)En déduire que Z,, est solution de ’équation de Bessel

Y+ iy (1-5)y=0

Exercice 2
Pour tout nombre réel « et tout entier naturel k& , on définit

la distribution Ty o = Y (¢)tFet.

1) Pour quelles valeurs de p € C la transformée de Laplace L(Tk.q)(p)
existe-t-elle?

2) Soit p € R. Trouver une relation de récurrence entre L(T}q)(p) et
L(Ti—-1,0)(p), puis calculer L(T} o)(p).

3) Applications:

a) Trouver une distribution 7' vérifiant £(T') = —£=.
p+1

Solution
Exercice 1
1) Les fonction f, ainsi que les fonctions ¢™f,, sont intégrables car
elles sont continues et a supports compacts contenus dans |¢| < % De plus,
Ffn est declasse C° car pour tout entier m on a
[ Ffa)™ = F(=2ima)™ fo.
2) Posons Z,(\) = N"Ffn ()
a) Ona ZL(A) =\ LF f () + X" [F fu (V)]
Zi(N) = n(n = DA 2F o (V) + 0\ Ff (A] +
A\ T F £ W)+ A [Ff (V)]
=N [F L V] + 202" [Ffn N +n(n— DA 2F £, (V)
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Dot ZL(\)+ 12,0 + (1 - —) Zn(N) =
= A" [Ffu O] + 200" [F Lo (V] +0(n = DA"2F £, (V) +
AN TP F (N + N E £ (V] + A F i (A) = 02T Ef, (N
=N [Frfa N+ FfaN] + 2+ 1) XN F L, (V).
b) Remarquons que  fy11(t) = (1 — 4722 fo = fo + (=2int)? fo
Dod [F fua] ) = [FFu] )+ [F (<2imt)? fu] ) = [FL () + [FA]" )
¢) On a ni1(t) = =2im (2n + 1) (—2i7t) fp
et [F frpa] V) = (2inX) [F fasa] (V)
Drow (2imA) [F faia] (V) = [F (=2i7) (2n + 1) (=2int) fo] (A)
= (=2im) 2n+1) [Ffu] (V)
et parsuite A [F fo](N) =—C2n+1) [Ff] () .
3) Utilisons les resulta ts de a) , b) et ¢) pour calculer
Za@)+1 Zy@)+ (1- %
Zi(@)+1 Z @)+ (1= 2) Zo = 2" [Ffa (@) + Fo @)]+En+ 1) a1 F f (2)
=" [F for1](2) = 2" [F faga] () =0.

Zn, Ona

\_/

Exercice 2
1) Une distribution T admet une transformée de Laplace pour tout
p=a+iy,tel que x > x9 si e T est tempérée pour tout T > xo .

Soit p €S ,ona (Y(t)there ™ o) = ftkeo‘t Tt (t)dt . Cette intégrale
converge pour tout ¢ € S désque a—z < 0 Par consequent, la transformée

de Laplace de T} o = Y (t)theot existe pour tout p =z +iy tel que x > a.
2) Soit peR, p>a. Ona

LTja(p) = (Trare ) = [ thevteride = Lo ok
0

tk‘fle(ozfp)tdt
0 a—p p—a

= & ?tk_le(a_p)tdt .

p—a
0
Ainsi  Tgo(p) = ﬁ LTy—1.4(p) -
Le calcul de LT} (p) est alors évident. On a
LTya(p) = 325 LTio1,0(p) = TP LTi2,0(p) == s LTh,a(p)

= Grar [ €TV = Gy

3) Application
a) Ona LTy _1(p) =
cherchée vérifie la relation
LT = LTy 1(p)L§' =L [Y(t) —tx 6}
Dou T=Y({t)et*xd =6—-Y(t)e
b) Appliquons la transformation de Laplace a 1’équation don-
née Y(t)tet xT =Y (t)sint ,
ona LY (t)te!LT = LY (t)sint
Comme LY (t)te! = LT} 1 = 7 11)2 et LY (t)sint =

+ et comme L£§ = p, ladistribution

1 47
77 onen déduit
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LT (p) = B =1 -2k = £~ 2LY (t)cost et T =32V (t)cost .

Janvier 2005
Ezercice 1  Soit un réel o >1 et la suite de fonctions (f,),

définies sur [0, +oo[ par [u(l) = 72

1) Montrer que f,(t) — 0 pour tout ¢ € [0, +oof.

2) En effectuant une étude rapide de la fonction f, sur [0,+oo],
montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que | f,(t)] < M ,
pour tout n €N et tout t e [0,+o0].

3) Soit f € L'(]0,+00]) tel que +foof(t)dt =1.
0

nt
14+nate

+OO [erNet
et calculer lim LEntentl f(t)dt.

Dites pourquoi (t) — 0 presque partout sur [0, +o0[

Ezercice 2 Soit D = {(aj,y,z) ER3 telsque 0<x<1, 0<y<I, 2’20}

et f(z,y,2) la fonction définie sur D par f(z,y,2)= W

1) Justifier I’utilisation du théoréme de Fubini et calculer [ f(z,y,z)dzdy
[0,1]x[0,1]
en fonction de =z .
2) Posons 0(z) = [[ f(z,y,2)dzdy . Montrer que 6(z) est
0,1]%[0,1]
Lebesgue-intégrable sur [0,4+00[. En déduire que [ est lebesgue

intégrable sur D.

I2

142222

3) En remarquant que f(z,y,z) = zziy2 (

+oo
| f(z,y,2z)dz en fonction de z et y.
0
4) En justifiant encore une fois l'utilisation du théoréme de Fu-

+oo
bini calculer [ f(z,y,z)dzdydz. En déduire que i (%)%z =
D 0

2
_ 1+12222> , calculer

wLog2.
(On rappelle qu’une primitive de Logt est tLogt—t )

Erercice 3 L’espace L?(R) muni du produit scalaire

+o00
< f,g>= [ f(z)g(z)dz est un espace de Hilbert. Soit H, ,n €N

n 712
les polynémes d’Hermite définis par H,(z) = (—1)" iy
n—1_—x

dzm

2 2 2
dte ™ _ d (drTle”® d""'e _
1) En observant que — = 4 (W) et que = =

(=)"le=*"H,_, , montrer que H,(z) = 2zH,_1(z) — H,_ ().

n
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2) Vérifier que  Hy(z) = 1, Hi(z) = 2x , Hy(z) = 42° -2,
Hj(z) = 823 — 12z.

22
3) Soit ¢,(z) = ane T Hy(z) , avec a, € R choisi tel que
H<pn||§ = (pn,¢,) = 1. Calculer ¢, en fonction de a, pour
n=0,1,23.

On admet que les ¢, constituent une base hilbertienne de L?(R)

2

x

4) Soit  f(z) = z%e~7. Vérifier que [ = igog + %gpl et en
déduire (f,p1) , (f,p3) et (f, ¢, pour n # 1,3 en fonction de
Q.

5) Justifier I’égalité Hf||2 (f, 012+ (f,03)? et en déduire la valeur
de |f|> en fonction de a;, et as.

6) Calculer la valeur de Hf||§ sachant que a2 = m .

Juin 2005

EXERCICE 1 Soit pout tout n € N, les distributions
k=n

n_25k et T = Z(Sk
1) Soit ¢ € S espace des fonctions & décroissance rapide; On

rappelle que hm |x oz | = 0. Montrer qu’il existe N € N tel que

lo(n)] < 2 pour tout n > N.
2) Montrer que T, € E' et T €S
3) Montrer que 7, — T dans S’

EXERCICE 2 Soit les fonctions

0 si o] >2 0si |z >1
f(z) = 1si |z|<1 et g(x):{ 1= o] si 0< |a|<1
2— x| si 1< |z[ <2

1) Dire pourquoi les fonctions [ et ¢ définissent-elles des
distributions.
2) Veérifier que f=g=*(6+061+5_1) ;
3) Calculer les transformées de Fourier Fg(\) et Ff(\).
4) Calculer la dérivée f’(x) au sens des distributions ainsi que sa
transformée de Fourier Ff'(\) de f'. En déduire Ff()\). Comparer
avec 3).

EXERCICE 3 Soit l’équation I’équation intégrale :

f(t —t2+ff )sin(t — u)du

1) Ecrire dans D', l’equatlon de convolution correspondante.
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2) Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre, pour ¢ > o
, l’équation intégrale.

EXERCICE 4
1) Utiliser le calcul symbolique pour calculer l’inverse dans
D' de la distribution T = §" + 2§ + 24.
2) Soit f la solution correspondant aux conditions initiales
f(0) et f'(0) de l’équation différentielle
(1) J"(2) + 2/ (@) + 2/ (x) = 0
On note Y f la distribution de D’ définie par f. Montrer que
Y f est solution de I’équation de convolution
(6" 426" +28) * Y f = [f'(0) + 2f(0)] § + £(0)d".
3) Déterminer f dans RT pour f(0)=0 et f/(0)=2.
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