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¨
Exercice 1

Soit ρ une fonction continue sur R telle que 0 ≤ ρ(x) ≤ 1 , ρ(x) = 1
si | x |≤ 1 et ρ(x) = 0 si | x |≥ 2 . On pose ρn(x) = ρ( xn) , pour n = 1, 2, ...
On munit R de la mesure de Lebesgue. Soit f ∈ L1(R), (espace des fonctions
Lebesgue intégrables sur R ). On pose fn = ρnf .
i) Montrer que le support de ρn est contenu dans [−2n, 2n]
ii) Montrer que fn ∈ L1(R) , pour tout n = 1, 2, ...
ii) Montrer que

R
R fn(x)dx −→n

R
R f(x)dx .

Exercice 2
On munit I = [−π, π] de la mesure de lebesgue et on considère l’espace

L2(I) des fonctions réelles de carré intégrable sur I , sur lequel on définit le
produit scalaire usuel hf, gi =

R +π
−π f(x)g(x)dx . On rappelle que la famille

S =
n

1√
2π
, sinnx√

π
, cosnx√

π
, n > 1

o
constitue une base hilbertienne de l’espace de

Hilbert L2(I) et que k f k22= hf, fi =
R +π
−π f2(x)dx .

i) Calculer
D
x, 1√

2π

E
,
D
x, sinnx√

π

E
et
D
x, cosnx√

π

E
ii) Montrer que k x+

nP
k=1

(−1)k sin kxk k2
n
0 .

ii) Calculer k x k22, puis utiliser i) pour montrer que
∞P
n=1

1
n2 =

π2

6 .

Exercice 3
On considère la fonction f définie pour tout x ∈ R∗ par

f(x) = Y (x)xeλx , où Y (x) est la fonction d’Heaviside définie sur R par
Y (x) = 0 si x < 0 et Y (x) = 1 si x > 0 .

i) Justifier pourquoi f définit-elle une distribution.
ii) Calculer au sens des distributions d2

dx2 (
df
dx − λf).

Exercice 4
Soit la fonction de deux variables réelles u(t, x) = Y (t)

2
√
πt
e−

x2

4t avec
u(0, x) = 0 .
1) Vérifier que u est de classe C1 sur R2 .
2) Calculer au sens des distributions Du où D est l’opérateur différentiel

D = ∂
∂t −

∂2

∂x2 .

3) Soit ϕ ∈ D(R2) , montrer queR +∞
0

dt
R +∞
−∞

e−
x2

4t

2
√
πt

∂2ϕ
∂x2 (t, x)dx =

R +∞
0

dt
R +∞
−∞

e−
x2

4t

2
√
πt

∂ϕ
∂t (t, x)dx .
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Solution

Exercice1
i) Il est demandé de montrer une inclusion, ce qui est toujours plus facile

qu’une égalité, ne serait-ce que parcequ’une égalité est une double inclusion.
Rappelons que le support d’une fonction est le complémentaire du plus grand
ouvert où cette fonction est nulle. Si x /∈ [−2n, 2n] , on a | x

n |> 2 ; par
conséquent ρn (x) = ρ

¡
x
n

¢
= 0 . Ainsi, ρn est nulle dans l’ouvert

]−∞, 2n[ ∪ ]2n,+∞[ ce qui implique par définition que supp( ρn) ⊂
[−2n, 2n] .

ii) Nous disposons de deux moyens pour vérifier qu’une fonction h est
intégrable : ou bien on montre que

R +∞
−∞ | h |< +∞ , ou bien on majore | h |

par une fonction qui est intégrable. Dans notre situation, on a
| fn (x) |=| ρn (x) f(x) |≤ | f(x) | , d’où le résultat demandé puisque f est

intégrable .
iii) Dans cette question, il s’agit de montrer qu’une suite d’intégrales

converge vers une intégrale. Dans pratiquement tout les cas, c’est le théorème de
convergence dominée de Lebesgue qui permet de résoudre ce genre de problème.
Vérifions donc les hypothèses du théorème de Lebesgue. D’après ce qui précède
les fn sont intégrables et | fn |≤ f ,∀n ≥ 1 , avec f intégrable , Il reste
à montrer que fn (x) −→ f(x) pour tout x ∈ R. En effet, soit x ∈ R et
p ∈ N tel que | x |≤ p . Pour tout n ≥ p on a ρn (x) = 1 ,( car | x |≤ n)
et par suite fn (x) = f(x) pour tout n ≥ p . Autrement dit, x étant
fixé, il existe p ∈ N tel que | fn (x)− f(x) |= 0 pour tout n ≥ p . C’est à
dire que fn (x) −→ f(x) pour tout x ∈ R. Le théorème de Lebesgue permet
alors d’affirmer que

R
R fn (x) dx −→

R
R f (x) dx lorsque n −→∞ .

Exercice 2
i) Les quantités à calculer sont les coéficients de la fonction f(x) = x

sur la base hilbertienne donnée. les calculs sont élémentaires :D
x, 1√

2π

E
=
R +π
−π

x√
2π
dx = 0D

x, sinnx√
π

E
=
R +π
−π

x sinnx√
π

dx = 1√
π

¡−x cosnx
n

¢
]+π−π +

1
n
√
π

R +π
−π cosnxdx

= 1
n
√
π

¡−x cosnx
n

¢
]+π−π = (−1)

n+1 2
√
π

n .D
x, cosnx√

π

E
=
R +π
−π

x cosnx√
π

dx = 1√
π

¡
x sinnx

n

¢
]+π−π +

1
n
√
π

R +π
−π sinnxdx = 0

ii) Comme la fonction f(x) = x est dans L2 (I) , elle s’ecrit dans la

base hilbertienne S , x =
∞X
n=0

hx,ϕniϕn , avec ϕn ∈ S . D’après i) , tous les

produits hx, ϕni sont nuls sauf ceux en sin . On obtient

x =
∞X
n=1

(−1)n+1 2
√
π

n
sinnx√

π
= 2

∞X
n=1

(−1)n+1 sinnxn . Ces’égalités étant au

sens de L2 (I) , cela signifie que la série 2
∞X
n=1

(−1)n+1 sinnxn converge dans
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l’espace normé L2 (I) vers la fonction x . Et cela s’ecrit

kx− 2
nX

k=1

(−1)k+1 sin kxk k2 = kx+ 2
nX

k=1

(−1)k sin kx
k k2 −→ 0 lorsque n −→

∞ .
iii) On a kxk22 =

R +π
−π x2dx = 2

3π
3 . D’autre part, d’après la formule

de Bessel-Parceval on a , kxk22 =
∞X
n=1

|
D
x, sinnx√

π

E
|2=

∞X
n=1

4π
n2 , (les autres

termes sont nuls d’après i) ). On a donc 2
3π

3 =
∞X
n=1

4π
n2 . On en déduit l’égalité

demandée
∞X
n=1

1
n2 =

π2

6 .

Exercice 3
i) La fonction f étant définie continue partout sur R , sauf peut

être en 0 , est localement intégrable sur R (intégrable sur tout intervalle fermé
borné de R ). Elle définit donc une distribution sur R .

ii) On a d2

dx2

³
df
dx − λf

´
= d3f

dx3 − λd2f
dx2 . La fonction xeλx etant de

classe C∞ sur R , on a
df
dx = Y 0xeλx + Y

¡
eλx + λxeλx

¢
= Y

¡
eλx + λxeλx

¢
,

car Y 0xeλx = δxeλx = 0 .
En dérivant une seconde fois, on obtient
d2f
dx2 = Y 0 ¡eλx + λxeλx

¢
+ Y

¡
2λeλx + λ2xeλx

¢
et tenant compte du fait que Y 0xeλx = δxeλx = 0 et Y 0eλx = δ ,
on a d2f

dx2 = δ + Y
¡
2λeλx + λ2xeλx

¢
. Une troisième dérivation donne

d3f
dx3 = δ0 + 2λδ + Y

¡
3λ2eλx + λ3xeλx

¢
. D’où finalement

d2

dx2

³
df
dx − λf

´
= δ0+2λδ+Y

¡
3λ2eλx + λ3xeλx

¢
−λδ+λY

¡
2λeλx + λ2xeλx

¢
= δ0 + λδ + λ2Y eλx .

Exercice 4
i) Il est clair que la fonction u est continue sur R2\(0, 0) . Au point

(0, 0) , on a lim
(t,x)−→(0,o)

u(t, x) = lim
(t,x)−→(0,0)

Y (t)

2
√
πt
e−

x2

4t = 0 = u(0, 0) , d’où la

continuité en (0, 0) et donc sur R2. Il reste à vérifier que les dérivées partielles

de u sont continues. On a ∂u
∂t (t, x) =

e−
x2

4t

4t
√
πt

³
x2

2t − 1
´
si t > 0 et ∂u

∂t (t, x) = 0

si t < 0 . On voit alors que lim
t−→0+

∂u
∂t (t, x) = 0 = lim

t−→0−
∂u
∂t (t, x) . D’autre part,

le calcul de la dérivée par rapport à x donne ∂u
∂x (t, x) = −xY (t)

e−
x2

4t

4t
√
πt

si

t > 0 et ∂u
∂x (t, x) = 0 si t ≤ 0 et on a lim

x−→0
∂u
∂x (t, x) = 0 , d’où la continuité

des dérivées partielles de u .
ii) Puisque u est de classe C1 et ∂u

∂x (t, x) de classe C2 , les dérivées
au sens des distributions et les dérivées au sens des fonctions coincident . On a
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donc au sens des distributions Du = ∂u
∂t−

∂2u
∂x2 . Le calcul de

∂2u
∂x2 (t, x) donne

∂2u
∂x2 (t, x) =

e−
x2

4t

4t
√
πt

³
x2

2t − 1
´
si t > 0 et ∂2u

∂x2 (t, x) = 0 si t < 0 . On en déduit

que Du = 0 , en vertu de la question précédente.
iii) On a hDu,ϕi = 0 pour toute fonction ϕ ∈ D(R) , puisque Du = 0

. C’est à dire
ZZ

R2
Du(t, x)ϕ(t, x)dtdx = 0 ; ce qui impliqueZZ

R2

∂u

∂t
(t, x)ϕ(t, x)dtdx =

ZZ
R2

∂2u
∂x2 (t, x)ϕ(t, x)dtdx . Mais par définition

de la dérivée d’une distribution, on a −
ZZ

R2
u(t, x)

∂ϕ

∂t
(t, x)dtdx =

ZZ
R2

u(t, x)
∂2ϕ

∂x2
(t, x)dtdx,

égalité équivalente à −
R∞
0

dt
R +∞
−∞

e−
x2

4t

2
√
πt

∂ϕ
∂t (t, x)dx =

R∞
0

dt
R +∞
−∞

e−
x2

4t

2
√
πt

∂2ϕ
∂x2 (t, x)

__________________________________________________________
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Exercice 1
On considère la suite de fonctions fn(x) = x(1− x

n)
n lnxχ[0,n] , n ≥ 1

et on admet que la fonction f(x) = xe−x lnx est intégrable sur [0,+∞[ et
que (1− x

n)
n ≤ e−x .

1) Vérifier que | fn(x) |≤| f(x) | .
2) Montrer que lim

n−→∞
R n
0
x(1− x

n)
n lnxdx =

R x
0
xe−x lnxdx.

Exercice 2
On munit L2([−1, 1]) du produit scalaire hf, gi =

R +1
−1 f(t)g(t)dt .

1) Vérifier que les polynômes X0 =
1√
2
, X1 =

√
3√
2
x et X2 =√

5
2
√
2
(3x2 − 1) sont orthogonaux deux à deux. Calculer la norme k X1 k2 de

X1 dans L2([−1, 1]) .
2) Soit V le sous espace vectoriel de L2([−1, 1]) engendré par

{X0,X1,X2} et soit P la projection orthogonale de L2([−1, 1]) sur V
.Calculer P (x3) et P (ex) .

Expliquer sans faire de calcul, pourquoi on a les égalitésR +1
−1 x

4dx =
R +1
−1 xP (x

3)dx et
R +1
−1 x

2exdx =
R +1
−1 x

2P (ex)dx.

Exercice 3
Pour tout entier m ∈ N , on désigne par Dm l’ensemble

Dm = {ϕ ∈ C(R),de classe Cm et à support compact} . Une suite (ϕi)i
d’éléments de Dm converge vers 0 dans Dm si les ϕi ont leurs support
dans un même compact et si pour tout p , 0 ≤ p ≤ m la suite (d

pϕi
dxp )i

converge vers 0 uniformément. On note Dm0
le dual de Dm et on

rappelle que T ∈ Dm0
si et seulement si pour toute suite (ϕi)i qui converge

vers 0 dans Dm0
, on a T (ϕi) −→ 0 .

1) Soit f ∈ L1loc et δ la mesure de Dirac. Montrer que Tf et δ

appartiennent à D00 . On fixe m ∈ N et on définit S : Dm −→ R par
S(ϕ) = dmϕ

dxm (0) . Montrer que S ∈ Dm0
.
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2) Soit m ≥ 0 et T ∈ Dm0
, montrer que T ∈ D0 .

3) Soit ϕ ∈ D , montrer que
∞P
n=0

ϕ(n)(n) converge. On pose

T (ϕ) =
∞P
n=0

ϕ(n)(n) . Montrer que T est une distribution.

Solution
Exercice 1

1) L’inégalité demandée se laisse vérifier sans difficulté. On a¯̄
fn(x) |=| x

¡
1− x

n

¢n
lnx

¯̄
≤| e−xx lnx |=| f(x) | ,pour tout n > 0

et tout x ∈ ]0, n[ .
|fn(x)| = 0 ≤| f(x) | , pour tout n > 0 et tout x /∈ ]0, n[ .

2) Il s’agit ici d’étudier la limite d’une suite d’intégrales. Dans de tels
situations, l’outil indiqué est le théorème de Lebesgue. Vérifions donc les hy-
pothèses de son application.

i) Les fonctions fn sont intégrables car elles sont majorées en module
par une fonction intégrable.

ii) On a |fn(x)| ≤| f(x) | , ∀x ∈ R,∀n > 0 , avec f intégrable .
iii) Ensuite, on sait que lim

n−→∞
¡
1− x

n

¢n
= e−x , et que lim

n−→∞χ]0,n[ =
χ]0,∞[ , pour tout x ∈ R .
D’où lim

n−→∞fn(x) = lim
n−→∞x

¡
1− x

n

¢n
lnx = e−xx lnx = f(x)χ]0,∞[ , pour

tout x ∈ R.
Les hypothèses du théorème de Lebesgue sont toutes satisfaites. Par con-

séquent on a
lim

n−→∞
R
R fn(x)dx =

R
R f(x)χ]0,∞[dx , c’est à dire lim

n−→∞
R n
0
x
¡
1− x

n

¢n
lnxdx =R∞

0
e−xx lnxdx .

Exercice 2
1) Il faut vérifier que hXi,Xji =

R +1
−1 Xi(x)Xj(x)dx = 0, pour tout

i 6= j = 0, 1, 2, . On a hX0,X1i =
R +1
−1

1√
2

√
3√
2
xdx =

√
3√
2

R +1
−1 xdx = 0

hX0,X2i =
R +1
−1

1√
2

√
5

2
√
2

¡
3x2 − 1

¢
dx =

√
5
4

£
(x3 − x)

¤+1
−1 = 0

hX1,X2i =
R +1
−1
√
3√
2
x
√
5

2
√
2

¡
3x2 − 1

¢
dx =

√
3
√
5

4

h
3x4

4 −
x2

2

i+1
−1
= 0 .

Le calcul de la norme de X1 danx L2 ([−1,+1]) donne kX1k22 = hX1,X1i =R +1
−1
√
3√
2
x
√
3√
2
xdx = 3

2

h
x3

3

i+1
−1
= 1 , d’où kX1k2 = 1 .

2) On a d’après le cours P (f) = hf,X0iX0 + hf,X1iX1 + hf,X2iX2

, pour tout f ∈ L2 ([−1,+1]) .
i) Pour f(x) = x3 , on a


x3,X0

®
=
R +1
−1

x3√
2
dx = 0 ,

x3,X1

®
=
R +1
−1 x

3
√
3√
2
xdx =

√
3√
2

h
x5

5

i+1
−1
=
√
6
5 ,

et

x3,X2

®
=
R +1
−1 x

3
√
5

2
√
2
(3x2−1)dx =

√
5

2
√
2

h
3x

6

6 −
x4

4

i+1
−1
= 0.
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On en déduit P (x3) =
√
6
5

√
3√
2
x = 3

5x .

ii) Pour f(x) = ex , on obtient hex,X0i =
R +1
−1

ex√
2
dx = e−e−1√

2
,

hex,X1i =
R +1
−1 x

ex
√
3√
2
dx =

√
3√
2

³
[xex]1−1 −

R +1
−1 e

xdx
´

=
√
3√
2

£¡
e+ e−1

¢
−
¡
e− e−1

¢¤
=
√
6e−1 et

hex,X2i =
R +1
−1 e

x
√
5

2
√
2
(3x2 − 1)dx =

√
5

2
√
2

h
3
R +1
−1 x

2exdx−
R +1
−1 e

xdx
i
.

Une intégration par partie de la première intégrale donneR +1
−1 x

2exdx = e− 3e−1 ; et comme
R +1
−1 e

xdx = e− e−1 , on aboutit à

hex,X2i =
√
5√
2

¡
e− 4e−1

¢
. On en déduit l’expression de P (ex)

P (ex) = e−e−1√
2

1√
2
+
√
6e−1

√
3√
2
x+

√
5√
2

¡
e− 4e−1

¢ √
5

2
√
2
(3x2 − 1)

= −34e−
9
2e
−1 + 3e−1x+ 15

4

¡
e− 4e−1

¢
x2 .

Pour la dernière partie de cette question, remarquons que l’égalitéR +1
−1 x

4dx =
R +1
−1 xP (x

3)dx est équivallente à
R +1
−1 x(x

3 − P (x3))dx = 0

. Mais dans l’espace de Hilbert L2 ([−1,+1]) , cette dernière égalité s’ecrit
x3 − P (x3), x

®
= 0. Ce qui est bien sûr vérifié car x3−P (x3) est orthogonal

à V , donc aussi à x =
√
2√
3
X1 qui est dans V . De même, comme ex−P (ex)

est orthogonal à V , il est aussi orthogonal à x2 = 2
√
2

3
√
5
X2 − 2√

5
X0 qui

appartient à V . Par conséquent, on a

x2, ex − P (ex)

®
= 0 . C’est à direR +1

−1 x
2(ex − P (ex))dx = 0 , ou encore de façon équivallente

R +1
−1 x

2exdx =R +1
−1 x

2P (ex) dx .

Exercice 3
1) Il s’agit ici de vérifier que Tf et δ sont bien définies sur D0 et qu’elles

y sont linéaires et cotinues. On a pour toute ϕ ∈ D0, tel que supportϕ ⊂ [a, b]
|Tf (ϕ)| =

¯̄R
R f(t)ϕ(t)dt

¯̄
≤
R
R | f(t) || ϕ(t) | dt =

R b
a
| f(t) || ϕ(t) | dt ≤

sup |ϕ(t)|
t∈[a,b]

R b
a
| f(t) | dt < +∞

car ϕ est continue donc bornée sur tout interval fermé borné et f est
localement intégrable. La linéarité se vérifie sans aucune difficulté en utilisant
la linéarité de l’intégrale. Montrons que Tf est continue sur D0 . Soit
(ϕi)i une suite dans D0 qui converge vers 0 dans D0 . Les mêmes

majorations que précédemment donnent |Tf (ϕi)| ≤ sup |ϕi(t)|
t∈[a,b]

R b
a
| f(t) | dt .

Mais comme ϕi
D0

−→ 0, on a en particulier sup |ϕi(t)|
t∈[a,b]

−→
i→+∞

0 . Ce qui implique

|Tf (ϕi)| −→ 0 lorsque i −→∞ ; d’où la continuité de Tf .Le cas de δ se
traite de façon analogue puisqu’on a |δ(ϕi) | = |ϕi(0)| ≤ sup |ϕi(t)|

t∈[a,b]
−→ 0 .

L’application S est linéaire sur Dm car l’opérateur de dérivation dm

dxm

est linéaire. Montrons la continuité. Soit (ϕi)i une suite dans Dm qui
converge vers 0 dans Dm . Si les supports des ϕi sont tous contenu dans
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l’intervalle [a, b] , on a en particulier sup
¯̄̄
ϕ
(m)
i (t)

¯̄̄
t∈[a,b]

−→ 0 et donc à fortiori¯̄̄
ϕ
(m)
i (0)

¯̄̄
−→ 0 , donc S(ϕi) −→ 0 par définition de S . Ce qui montre que

S est continue sur Dm .
2) Soit T ∈ Dm0

, m ≥ 0 . Comme D ⊂ Dm , T est bien définie et
linéaire sur D. Pour montrer la continuité, considérons une suite (ϕi)i une
suite dans D qui converge vers 0 dans D . Cela implique par définition de
la convergence dans D que les supports des ϕi sont contenus dans un même

compact et que pour tout k ≥ 0 , la suite
³
ϕ
(k)
i

´
i
converge uniformément

vers 0 . Donc en particulier (ϕi)i converge vrs 0 dans Dm . On en déduit
que T (ϕi) −→ 0 , ce qui achève de montrer que T est continue sur D , c’est
à dire T ∈ D0 .
3) Si ϕ ∈ D , puisqu’elle est à support compact, il existe un entier N tel

que ϕ(n)(x) = 0 pour tout n ∈ N et pour tout x tel que |x| ≥ N . On a

donc ϕ(n)(n) = 0 pour tout n ≥ N . D’où
∞X
n=0

ϕ(n)(n) =
NX
n=0

ϕ(n)(n) < +∞

. Si maintenant on pose T (ϕ) =
∞X
n=0

ϕ(n)(n) pour toute ϕ ∈ D , on vient de

voir que T est bien définie sur D . On vérifie sans peine que T est linéaire
puisque la série est en fait une somme finie. Montrons la continuité.
1èreméthode: Soit K un compact quelconque de R et ϕ ∈ D à support

dans K .On a

|T (ϕ)| =≤
NϕX
n=0

¯̄
ϕ(n)(n)

¯̄
≤ NϕPK,Nϕ (ϕ) , où PK,Nϕ (ϕ) = sup

©¯̄
ϕ(n)(x)

¯̄
, x ∈ K,n ≤ Nϕ

ª
et Nϕ est un entier qui dépend de ϕ tel que ϕ(n)(x) = 0 pour tout n et
tout x tel que |x| ≥ Nϕ.
2ièmeméthode : Soit (ϕi)i une suite dans D qui converge vers 0

dans D . Il existe donc un compact K qui contient les supports des ϕi .
Soit N un entier tel que K ⊂ [−N,N ] . Pour tout i ∈ N , on a |T (ϕi)| =¯̄̄̄
¯

NX
n=0

ϕ
(n)
i (n)

¯̄̄̄
¯ ≤

NX
n=0

¯̄̄
ϕ
(n)
i (n)

¯̄̄
≤

NX
n=0

sup
n¯̄̄
ϕ
(n)
i (x)

¯̄̄
, x ∈ K,n ≤ N

o
≤ N sup

n¯̄̄
ϕ
(n)
i (x)

¯̄̄
, x ∈ K,n ≤ N

o
Mais comme sup

n¯̄̄
ϕ
(n)
i (x)

¯̄̄
, x ∈ K,n ≤ N

o
−→ 0
i→∞

car ϕi −→ 0
i→∞

dans D
, on en déduit finalement que T (ϕi) −→ 0 , c’est à dire que T ∈ D0 .

___________________________________
3 (Janvier 2001)

Exercice1
a) Vérifier que (1− t)

1
t < e−1 pour tout t ∈ R , 0 < t < 1 , puis

montrer que
¡
1− x

n

¢n
< e−x pour tout x > 0 .

8



b) En considérant la suite de fonctions (fn)n≥0 définies par
fn(x) =

¡
1− x

n

¢n
e
x
2 si x ∈ [0, n] et fn(x) = 0 sinon,

montrer que lim
n−→∞

R n
0

¡
1− x

n

¢n
e
x
2 dx = 2 .

Exercice2
On rappelle que la famille

n
1√
2π
, sinnx√

π
, cosnx√

π
, n ≥ 1

o
est une base

hilbertienne de L2 ([−π, π]) .
a) Calculer les intégralesR +π

−π
x2√
2π
dx ,

R +π
−π

x2 sinnx√
π

dx et
R +π
−π

x2 cosnx√
π

dx .

b) Expliquer pourquoi k 4
nX

k=1

(−1)k
k2 cos kx+ π2

3 − x2 k2 tend vers

0 lorsque n −→∞ .
c) Calculer k x2 k22 et utiliser l’égalité de Bessel-Parceval pour

montrer que
+∞X
n=1

1
n4 =

π2

90 .

Exercice3
Soit la distribution T = Y (x)ex où Y est la fonction d’Heaviside.

Montrer que pour tout k > 0 , T (k) =
kX
i=0

δ(i) où δ est la distribution de

Dirac en 0 .

Exercice 4
Soit ϕ ∈ D(R) telle que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 , et dont le support est contenu

dans ]1, 2[ . On suppose en plus que ϕ(x) = 1 pour tout x ∈ ]a, b[ où a et
b sont des réels tels que 1 < a < b < 2 . On pose ϕn(x) = e−nϕ(nx) pour
tout n ≥ 1 .

a) Montrer que ϕn ∈ D(R) , pour tout n ≥ 1 .
b) Calculer ϕ(k) (dérivée kième de ϕ) et montrer que ϕn −→ 0 dans

D(R) .
c) On considère l’application linéaire T : D (Ω) .−→ R , définie par

T (ϕ) =
R
R e

1
x2 ϕ(x)dx où D (Ω) est l’espace des fonctions de classe C∞ .à

support dans Ω = R\{0} .
d) Montrer que T (ϕn) ≥ e−n

R b
n
a
n
e

1
x2 dx , et que

T (ϕn) ≥ b−a
n en pour tout n tel que n− b2 ≥ b2 .

e) En calculant lim
n−→∞T (ϕn) , déduire que T /∈ D0 (Ω) (i.e. T n’est

pas une distribution sur Ω ) .

Solution
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Exercice 1
a) Appliquons le théorème des accroissements finis à la fonction ln (1− t)

entre 0 et t : ln (1− t) < −t . Si 0 < t < 1 , on en déduit 1
t ln (1− t) < −1

et en prenant l’exponentielle dans les deux membres, la première inégalité de-
mandée (1− t)

1
t < e−1 .En remplaçant t par x

n , on obtient¡
1− x

n

¢ n
x < e−1. D’où ,si x > 0 ,

¡
1− x

n

¢
n < e−x.

b) Soit fn(x) =
¡
1− x

n

¢
ne

x
2 χ[0,n] ,pour n > 0. On a

lim
n−→∞fn(x) = e−

x
2 χ[0,∞[, pour tout x > 0,

car lim
n−→∞

¡
1− x

n

¢
n = e−x et lim

n−→∞χ[0,n] = χ[0,∞[.

D’autre part , d’après a) on a, | fn(x)| ≤ e−
x
2 ,∀n. Cette inégalité implique

au passage que les fn sont intégrables sur [0,∞[ . Nous venons de nous assurer
que les hypothèses du théorème de Lebesgue sont satisfaites. On a donc

lim
n−→∞

R n
0

¡
1− x

n

¢
ne

x
2 dx = lim

n−→∞
R∞
0

fn(x)dx =
R∞
0

e−
x
2 dx = 2.

Exercice 2
a) Le calcul des intégrales ne présente aucune difficulté . On trouve :R +π

−π
x2√
2π
dx = π2

√
2π
3 ,

R +π
−π

x2 sinnx√
π

dx = 0

et
R +π
−π

x2 cosnx√
π

dx = (−1)n 4
√
π

n2 .

b) La fonctoion f(x) = x2 appartient à L2 ([−π, π]) . Si on note
λn =

R +π
−π x2ϕn(x)dx où ϕ0(x) =

1√
2π
, et ϕn(x) = sinnx ou ϕn(x) = cosnx,

la série de fonctions
∞P
0
λnϕn converge dans L2 ([−π, π]) vers x2. Cela signifie

que lim
n−→∞

°°°° nP
0
λiϕi − x2

°°°°
2

= 0. Tenant compte des calculs faits en a), on

obtient lim
n−→∞

°°°°4 nP
1
(−1)k cos kxk2 + π2

3 − x2
°°°°
2

= 0

c) On a
°°x2°°2

2
= 2π5

5 . D’autre part d’après l’égalité de Bessel-Parceval

on a
°°x2°°2

2
=
P
|λn|2 = 2π5

9 +
∞P
1

16π
n4

Il en résulte
∞P
1

1
n4 =

1
16

³
2π4

5 −
2π4

9

´
= π4

9 .

Exercice 3

Vérifions la formule par récurrence. On a T 0 = y0ex + Y ex = δ + T
car δex = δ

Supposons que T (k) = T +
k−1P
i=0

δ(i), et dérivons les deux membres,

T (k+1) = T 0 +
k−1P
i=0

δ(i+1), qui s’écrit en remplaçant i+ 1 par j

T (k+1) = δ+ T +
kP

j=1
δ(j) . D’où la formule cherchée T (k+1) = δ+

kP
j=0

δ(j) .

10



Exercice 4
a) Les ϕn sont de classe C∞ car ϕ l’est. De plus si x /∈

¤
1
n ,

2
n

£
on a nx /∈ ]1, 2[, donc ϕ (nx) = 0 , et par suite ϕn (x) = 0. Par conséquent
on a support de ϕn est contenu dans

£
1
n ,

2
n

¤
et donc ϕn ∈ D .

b) On a ϕ0n(x) = ne−nϕ0(nx), et en dérivant succéssivement
jusqu’à l’ordre k , on obtient ϕ

(k)
n (x) = nke−n ϕ(k)(nx) . Montrons la

convergence dans D . D’après a), pour tout n > 0 , le support de ϕn
est contenu dans

£
1
n ,

2
n

¤
, donc toutes les ϕn ont leurs supports contenus

dans [1, 2] . D’autre part si on pose K = [1, 2] et si k ∈ N, on a

pK,k (ϕn) = sup
j≤k

sup
x∈K

¯̄̄
ϕ
(j)
n (x)

¯̄̄
≤ sup

j≤k
sup
x∈K

¯̄
ϕ(j)(x)

¯̄
nke−n = Akn

ke−n , avec

Ak = sup
j≤k

sup
x∈K

¯̄
ϕ(j)(x)

¯̄
est une constante qui ne dépend que de k . Il en

résulte que pK,k (ϕn) −→ 0 lorsque n −→∞
c) comme le support de ϕn est contenu dans

£
1
n ,

2
n

¤
, on a

T (ϕn) =
R
R e

1
x2 ϕn(x)dx =

R 2
n
1
n

e
1
x2 ϕn(x)dx

= e−n
R 2
n
1
n

e
1
x2 ϕ(nx)dx ≥ e−n

R b
n
a
n
e

1
x2 dx

car
£
a
n ,

b
n

¤
⊂
£
1
n ,

2
n

¤
, 0 ≤ ϕ(x) et ϕ(nx) = 1 sur ]a, b[ .

Ensuite, comme e
1
x2 est décroissante, on a e

n2

b2 ≤ e
1
x2 pour tout

x ∈
£
a
n ,

b
n

¤
D’où , T (ϕn) ≥ e−n

R b
n
a
n
e

1
x2 dx ≥ e−n

R b
n
a
n
e
n2

b2 dx = b−a
n e−ne

n2

b2 ≥ b−a
n en ,

pourvu que n−b2
b2 ≥ 1.

d) De ce qui précède, il résulte que
lim

n−→∞ T (ϕn) ≥ lim
n−→∞

b−a
n en = +∞ . Mais cmme on a vu que ϕn −→ 0

dans D, on en déduit que T n’est pas continue, i.e. T /∈ D0.
_____________________________________________

4 (Janvier 2002)

1) Soit (fk)k une suite de fonctions localement intégrables convergeant
simplement vers une fonction f localement intégrable. Montrer en utilisant le
théorème de Lebesgue que s’il existe g localement intégrable telle que

|fk(x)| ≤ g(x), ∀x ∈ R et ∀k ∈ N, alors la suite de distributions (Tfk)k
converge dans D0 (R) vers la distribution Tf .

2) On considère la suite de fonction (fk)k , k ≥ 1 définie par

fk(x) =

 0si x < − 1
2k

kx+ 1
2 si − 1

2k ≤ x ≤ 1
2k

1 si x > 1
2k

a) Vérifier que ∀k ≥ 1, fk est localement intégrable.
b) Calculer fk(0) et montrer que la suite (fk)k converge simplement

vers la fonction f définie par f(x) = 0 si x < 0 , f(x) = 1 si x > 0 et
f(0) = 1

2

11



c) Montrer en utilisant la question 1) que Tfk −→ Tf dans D0(R)
et vérifier que Tf coincide avec la distribution d’Heaviside.

d)Montrer que si une suite de distributions (Tn)n converge vers T ,
la suite des distributions dérivées (T 0n)n converge vers la dérivée T 0 de T .
En déduire que T 0fk −→ δ dans D0(R).

e) Calculer f 0k(x) et utiliser d) pour déterminer la limite dans D0(R)
de la suite (kπ(kx))k lorsque k −→∞

où π(x) =

½
1 si | x |≤ 1

2
0 si | x |> 1

2

f) Montrer que δ0(x) peut être considérée, lorsque k −→∞ , comme
la limite dans D0(R) de la suite k

£
δ(x+ 1

2k )− δ(x− 1
2k )
¤
.

Solution

1) Soit ϕ ∈ D. Posons pour tout k ∈ N , hk (x) = fk(x)ϕ (x) et
h(x) = f(x)ϕ (x) . On a d’après les hypothèses hk (x) −→ h (x) , k −→∞ et
|hk (x)| ≤ |g(x)ϕ (x)| . Comme les fonctions gϕ et les hk sont intégrables,
le théorème de convergence dominée de Lebesgue implique

lim
k−→∞

R
hk (x) dx =

R
h (x) dx . Autrement dit lim

k−→∞
hTfk , ϕi = hTf , ϕi .

Ce qui signifie que Tfk −→ Tf dans D0 .
2) a) On vérifie sans peine que pour tout k > 0 , les fk sont

continues sur R puisque fk(− 1
2k ) = 0 et fk(

1
2k ) = 1. Donc elles sont

localement intégrables et définissent par conséquent des distributions Tfk .
b) On a Tfk(0) =

1
2 pour tout k ∈ N ∗. Si x < 0 , il existe n

tel que x < − 1
2n , et alors fn(x) = 0 et fk(x) = 0 pour tout n ≤ k . Donc

fk(x) −→ 0 pour de tels x . Si x > 0, il existe n ∈ N ∗ tel que x > 1
2n ,

et alors fn(x) = 1 et fk(x) = 1 pour tout k ≥ n. Donc fk(x) −→ 1 pour
de tels x . En définitive la suite (fk) converge simplement vers la fonction f
qui vaut f(x) = 0 si x < 0 , f(x) = 1 si x > 0 et f(0) = 1

2 .
c) On a |fk(x)| ≤ 1 , pour tout x ∈ R et tout k ∈ N ∗. Comme

la fonction constante identiquement égale à 1 est localement intégrable, les
hypothèses de 1) sont toutes satisfaites . Il en résulte que Tfk −→ Tf dans
D0 . De plus Tf = Y car f(x) = Y (x) sauf sur l’ensemble {0} qui est de
mesure de Lebesgue nulle.

d) Si Tn −→ T , on a hTn, ϕi −→ hT,ϕi pour toute ϕ ∈ D
Comme la dérivée ϕ0 est aussi dans D , on a hTn, ϕ0i −→ hT, ϕ0i et
donc aussi hT 0n, ϕi −→ hT 0, ϕi , c’est à dire T 0n −→ T 0. Il en résulte que
T 0fk −→ T 0f = Y 0 = δ .

e) On a f 0k(x) = 0 si |x| > 1
2k et f 0k(x) = k si |x| ≤ 1

2k .
Si on pose uk(x) = kπ(kx) , on s’aperçoit que uk(x) = f 0k(x) . Comme

T 0fk = T f 0k = Tuk , on en déduit d’après d) que Tuk −→ δ dans D0.
f) Rappelons que si h est une fonction qui présente des dis-

continuités aux points a et b avec des sauts respectfs s1 et s2, alors
T 0h = h0 + s1δa + s2δb , où h0 est la dérivée de h en tant que fonction. La

12



fonction uk(x) = kπ(kx) a des discontinuités en x = − 1
2k et en x = 1

2k
avec un saut égal à k. Donc T 0uk = kδ− 1

2k
+ kδ 1

2k
. Comme Tuk −→ δ , on a

T 0uk −→ δ0 , c’est à dire

k
³
δ− 1

2k
+ δ 1

2k

´
−→ δ0 lorsque k −→∞ .

__________________________________________________________
5 (Janvier 2003)

Exercice1
On rappelle que la famille

n
1√
2π
, sinnx√

π
, cosnx√

π
, n ≥ 1

o
est une base

hilbertienne de L2 ([0, 2π]) .

1) Calculer
R 2π
0

e(1+in)xdx et en déduire les valeurs de
D
ex, 1√

2π

E
,D

ex, sinnx√
π

E
et

D
ex, cosnx√

π

E
pour n ≥ 1 . (Le h, i désigne le produit scalaire

dans L2 ([0, 2π]) ) .

2) Montrer que k ex− e2π−1
π

Ã
1
2 +

nX
k=1

1
1+k2 cos kx−

nX
k=1

k
1+k2 sin kx

!
k2

tend vers 0 lorsque n −→ +∞ où k . k2 désigne la norme de L2 ([0, 2π]) .

3) Calculer k ex k22 et en déduire que 1
2 +

+∞X
k=1

1
1+k2 =

π
2
e2π+1
e2π−1 .

4) Soit F le sous-espace vectoriel de L2 ([0, 2π]) engendré parn
1√
2π
, sinx√

π
, cosx√

π

o
. Déterminer la projection PF de ex sur F .

Exercice2
A- Soit la suite de fonctions fn(x) =

sin2 nx
nx2 , n ≥ 1 , définie par

fn(x) =
sin2 nx
nx2 si x 6= 0 et fn(0) = 0 .

1) Montrer que fn définit une distribution Tfn , pour tout n ≥ 1.
2) Soit ϕ ∈ D(R),

a) Montrer que sin2 t
t2 ϕ( tn) −→

sin2 t
t2 ϕ(0) lorsque n −→ ∞ , et

que
¯̄̄
sin2 t
t2 ϕ( tn)

¯̄̄
≤M sin2 t

t2 où M est une constante positive qui dépend de ϕ
.

b) Montrer que
R
R
sin2 nx
nx2 ϕ(x)dx =

R
R
sin2 t
t2 ϕ( tn)dt .

3) Déduire de ce qui précède que Tfn −→ πδ dans D0(R) . (On
admettra que

R
R
sin2 t
t2 dt = π ) .

B- Soit gn(x) = ne−n|x| , n ≥ 0. En utilisant une démarche analogue à
celle de A, calculer dans D0(R) , la limite de la suite (Tgn)n lorsque n −→∞
.

Solution
Exercice 1
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1) On a
2πR
0

e(1+in)xdx = 1
1+in

¡
e(1+in)2π − 1

¢
= 1

1+in

¡
e2π − 1

¢
= e2π−1

1+n2 − i n(e2π−1)
1+n2 .

En remarquant que e(1+in)x = exeinx et que cosnx+ i sinnx = einx , il
en résulteD

ex, 1√
2π

E
= 1√

2π

2πR
0

exdx = e2π−1√
2π

.

et
D
ex, 1√

π
cosnx

E
+ i

D
ex, 1√

π
sinnx

E
= 1√

π

2πR
0

ex (cosnx+ i sinnx) dx

= 1√
π

2πR
0

e(1+in)xdx = 1√
π

h
e2π−1
1+n2 − in(e

2π−1)
1+n2

i
D’où

D
ex, 1√

π
cosnx

E
= 1√

π
e2π−1
1+n2 , et

D
ex, 1√

π
sinnx

E
= − 1√

π
n(e2π−1)
1+n2

2) Les expressions calculées ci-dessus représentent les cefficients de

la fonction ex dans la base hilbertienne
n

1√
2π
, 1√

π
cosnx, 1√

π
sinnx, n ≥ 1

o
de

L2 [0, 2π] . Il en résulte que ex = e2π−1
π

·
1
2 +

∞P
k=1

1
1+k2 cos kx−

∞P
k=1

k
1+k2 sin kx

¸
dans L2 [0, 2π] . C’est à dire que la série précédente converge dans L2 [0, 2π]
vers la fonction ex . Cela s’écrit°°°°ex − e2π−1

π

·
1
2 +

nP
k=1

1
1+k2 cos kx−

nP
k=1

k
1+k2 sin kx

¸°°°°
2

−→ 0
n−→∞ .

3) On a kexk22 =
2πR
0

e2xdx = e4π−1
2 . De l’égalité de Bessel-Parceval

e4π−1
2 = ( e

2π−1√
π
)2
·
1
2 +

∞P
k=0

( 1
1+k2 )

2 +
∞P
k=1

( k
1+k2 )

2

¸
= ( e

2π−1√
π
)2
·
1
2 +

∞P
k=0

1
1+k2

¸
on déduit 1

2 +
∞P
k=0

1
1+k2 =

π
2

e4π−1
(e2π−1)2 =

π
2
(e2π−1)(e2π+1)

(e2π−1)2 = π
2
e2π+1
e2π−1 .

4) Soit F le sous espace engendré par
n

1√
2π
, 1√

π
cosx, 1√

π
sinx

o
On sait que la projection PF (e

x) de ex sur F s’ecrit

PF (e
x) =

D
ex, 1√

2π

E
1√
2π
+
D
ex, 1√

π
cosx

E
1√
π
cosx+

D
ex, 1√

π
sinx

E
1√
π
sinx

D’où PF (e
x) = e2π−1

2π (1 + cosx− sinx).

Exercice 2
A- 1) Pour tout n > 0 , la fonction fn est localement intégrable

car elle est continue partout sauf peut être en 0 où elle est finie. Donc elle
définit une distribution Tfn .

2) a) pour t ∈ R fixé, sin2 t
t2 ϕ

¡
t
n

¢
−→ sin2 t

t2 ϕ (0)

car ϕ
¡
t
n

¢
−→ ϕ (0) lorsque n −→∞.

De plus on a
¯̄̄
sin2 t
t2 ϕ

¡
t
n

¢¯̄̄
≤ sin2 t

t2 sup
¯̄
ϕ
¡
t
n

¢¯̄
=M sin2 t

t2 .

b) Dans l’intégrale
R
R
sin2 nx
nx2 ϕ (x) dx , effectuons le change-

ment de variable nx = t . On aR
R
sin2 nx
nx2 ϕ (x) dx =

R
R
sin2 t
t2 ϕ

¡
t
n

¢
dt .
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3) Il s’agit ici de montrer que Tfn(ϕ) −→ πϕ (0) pour toute
ϕ ∈ D .
C’est à dire

R
R
sin2 nx
nx2 ϕ (x) dx −→ πϕ (0) .En tenant compte de b) et

du fait que
R
R
sin2 t
t2 dt = π , cela revient à montrer que

R
R
sin2 t
t2 ϕ

¡
t
n

¢
dt

−→
R
R
sin2 t
t2 ϕ (0) dt . Comme souvent, lorsqu’il s’agit de limite d’une suite

d’intégrales, le théorème de Lebesgue est l’outil adéquat pour se tirer d’affaire.
Vérifions que les hypothèses de son application sont satisfaites. Posons hn(t) =
sin2 t
t2 ϕ

¡
t
n

¢
. D’après a) on a hn(t) −→ sin2 t

t2 ϕ (0) lorsque n −→ ∞ et

| hn(t)| ≤M sin2 t
t2 , la fonction M sin2 t

t2 étant intégrable sur R. On a donc
R
R

hn(t)dt −→
R
R
sin2 t
t2 ϕ (0) dt , c’est à dire ce qui est demandé Tfn −→ πδ.

B- Opérons de la même manière pour gn(x) = ne−n|x| qui définissent
des distributions pour la même raison que ci-dessus. En faisant le changement
de variable t = nx on aR

R
ne−n|x|ϕ (x) dx =

R
R
e−|t|ϕ

¡
t
n

¢
dt

On a e−|t|ϕ
¡
t
n

¢
−→ e−|t|ϕ (0) lorsque n −→∞ ,

et
¯̄
e−|t|ϕ

¡
t
n

¢¯̄
≤Me−|t| , avec M = sup |ϕ (x)|

Comme e−|t| est intégrable, on peut appliquer le théorème de Lebesgue et
on obtient alorsR

R
e−|t|ϕ

¡
t
n

¢
dt −→

R
R
e−|t|ϕ (0) dt =

0R
−∞

etϕ (0) dt +
0R
−∞

e−tϕ (0) dt =

2ϕ (0)
Il en résulte que hTgn , ϕi −→ h2δ, ϕi et donc Tgn −→ 2δ .
__________________________________________________________
6 (mai 99)

Exercice 1

Pour tout n ≥ 0 , on pose Tn =
+∞X
k=0

δk , où δk est la distribution de

Dirak au point x = k .
1) Montrer que Tn est une distribution à support compact. Quel est son

support? Expliquer pourquoi Tn est tempéréé.

2) Vérifier que T =
+∞X
k=0

δk est tempérée et montrer que la suite de distri-

butions (Tn)n converge dans S 0
vers T .

3) Montrer que la suite des convolées (Tn ∗ Tn)n converge dans S 0
vers

T ∗T . (On pourra utiliser les propriétés de la transformée de Fourier et de son
inverse et obtenir le résultat sans faire le calcul de Tn ∗ Tn ).
4) Calculer la transformée F(Tn)(λ) de Tn en λ ∈ R , puis en admettant

que T ∗ T =
+∞X
k=0

(k + 1)δk , calculer F(T ∗ T )(λ) . En déduire la formule de

multiplication des séries
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(
+∞X
k=0

e−2iπkλ)

Ã
+∞X
k=0

e−2iπkλ
!
=

Ã
+∞X
k=0

(k + 1)e−2iπkλ
!
.

5) Soit la distribution S dont le support est contenu dans [0,+∞[ et telle
que S0 = T . Verifier que δ00 ∗ (S ∗ S) = T ∗ T . Montrer que

S ∗ S =
+∞X
k=0

(k + 1)(x − k)Y (x − k) , où Y est la fonction de Heaviside

définie par Y (t) = 0 si t < 0 et Y (t) = 1 si t > 0 .

Exercice 2

On pose T =
+∞X
k=0

ekδk .

1) Vérifier que T est une distribution .
2) Montrer que T admet une transformée de Laplace qu’on calculera.
3)A l’aide de la transformation de Laplace, résoudre dans D0

+ l’équation
différentielle:

y00 − 2y0+ 2y =
+∞X
k=0

ekδk

Solution

Exercice 1
1) La distribution Tn =

nP
k=0

δk est une somme d’un nombre fini de

distributions à supports compacts, donc elle est elle-même à support compact,
puisque l’espace E 0 des distributions à support compact est un espace vectoriel.
On peut aussi le vérifier directement en utilisant la définition du support d’une
distribution. En effet, soit ϕ ∈ D0 à support dans le complémentaire de
{0, 1, .......n} .On a Tn(ϕ) =

nP
k=0

δk(ϕ) =
nP

k=0

ϕ (k) = 0. Par conséquent le

support de Tn est contenu dans {0, 1, .......n} .
On sait d’après le cours que toute distribution à support compact est tem-

pérée, donc Tn ∈ S 0.
2) soit T =

∞P
k=0

δk et ϕ ∈ S , montons que T (ϕ) est bien définie.

Puisque ϕ ∈ S on a lim
|x|−→∞

¯̄
x2ϕ(x)

¯̄
= 0 . Il existe donc un réel A > 0

tel que
¯̄
x2ϕ(x)

¯̄
≤ 1 dès que |x| ≥ A , ou encore |ϕ(x)| ≤ 1

x2 pour
tout |x| ≥ A . Ainsi, pour tout k ≥ A, k ∈ N , on a |ϕ(k)| ≤ 1

k2 . D’où

|T (ϕ)| ≤
∞P
k=0

|δk (ϕ)| ≤
[A]P
k=0

ϕ (k) +
∞P

k=[A]+1

1
k2 < +∞. Montrons à présent que

Tn
S0−→ T . Soit ϕ ∈ S , il faut vérifier que Tn(ϕ) −→ T (ϕ) . On a

Tn(ϕ) =
nP

k=0

δk(ϕ) =
nP

k=0

ϕ (k) et lim
n

nP
k=0

ϕ (k) =
∞P
k=0

ϕ (k) = T (ϕ) .
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3) L’énoncé suggère d’éviter de faire des calculs. D’après ce qui précède on

sait que Tn
S0−→ T , donc F(Tn) S0−→ F(T ). Il en résulte que

F(Tn)F(Tn) S0−→ F(T )F(T ) . Appliquons la transformée de Fourier inverse
,

F [F(Tn)F(Tn)] S0−→ F [F(T )F(T )] , c’est à dire
FFTn ∗FFTn S0−→ FFT ∗FFT , ce qui est équivalent à Tn ∗ Tn

S0−→ T∗
T.

4) On a FTn(λ) = F(
nP

k=0

δk) (λ) =
nP

k=0

F(δk) (λ) .

Comme F(δk) (λ) =

δk, e

−2iπλx® = e−2iπλk , on a FTn(λ) =
nP

k=0

e−2iπλk

.

Calculons F (T ∗ T ) .On a F (T ∗ T ) = F
· ∞P
k=0

(k + 1) δk

¸
=
∞P
k=0

(k + 1)Fδk

=
∞P
k=0

(k + 1) e−2iπλk

La formule de multiplication des séries s’en déduit en remarquant que
F (T ∗ T ) = F(T )F(T )
On obtient

µ ∞P
k=0

e−2iπλk
¶µ ∞P

k=0

e−2iπλk
¶
=
∞P
k=0

(k + 1) e−2iπλk .

5) Soit S ∈ D0+ telle que S0 = T . On a δ00 ∗ (S ∗ S) = (S ∗ S)00
= S0 ∗ S0 = T ∗ T

Appliquons la transformée de Laplace aux premier et dernier membre des
égalités précédentes

L
¡
δ00
¢
L (S ∗ S) (p) = L (T ∗ T ) (p) = L

· ∞P
k=0

(k + 1) δk

¸
(p)

D’où L (S ∗ S) (p) = L
· ∞P
k=0

(k + 1) δk

¸
(p)
£
L
¡
δ00
¢¤−1

Des relations
£
L
¡
δ00
¢¤−1

= 1
p2 et L

³
Y tα−1
Γ(α)

´
(p) = 1

pα , et donc en

particulier L (Y t) (p) = 1
p2 , on déduit

L (S ∗ S) (p) = L (Y t) (p)L
· ∞P
k=0

(k + 1) δk

¸
(p) = L

· ∞P
k=0

(k + 1) δk ∗ Y t
¸
(p)

et par conséquent S∗S =
∞P
k=0

(k + 1) δk ∗Y t =
∞P
k=0

(k + 1) (x− k)Y (x− k)

Exercice 2
Soit la distribution T =

∞P
n=0

enδn

1) Vérifions que T ∈ D0 . Soit ϕ ∈ D et k ∈ N tel que le support de

ϕ est contenu dans [−k, k] . On a |hT,ϕi| =
¯̄̄̄
kP

n=0
enϕ (n)

¯̄̄̄
≤

kP
n=0

en |ϕ (n)| ≤

sup |ϕ (x)|
kP

n=0
en , qui montre que T est bien continue sur D.
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2) Pour que T admette une transformlée de Laplace il suffit que
e−xT soit une distribution tempérée. Soit donc ϕ ∈ S . On a |he−xT, ϕi| =¯̄̄̄¿
e−x

∞P
n=0

enδn, ϕ

À¯̄̄̄
=

¯̄̄̄ ∞P
n=0

ene−nϕ (n)
¯̄̄̄
≤
∞P
n=0

|ϕ (n)| < +∞

car
∞P
n=0

|ϕ (n)| ≤
kP

n=0
|ϕ (n)|+

∞P
n=k+1

1
n2 , du fait que ϕ ∈ S .

Ainsi, LT (p) =
∞P
n=0

enLδ(p) =
∞P
n=0

e−n(p−1).

3) Appliquons la transformée de Laplace aux deux membres de l’équation
différentielle

y00 − 2y0 + 2y = T . On a L y00 (p)− 2Ly0 (p) + 2Ly (p) = LT (p)
Et avec les formules de dérivations
L y00 (p) = p2Ly (p) − py(0) − y0(0) et Ly0 (p) = pLy (p) − y(0) , on

obtient¡
p2 − 2p+ 2

¢
Ly (p)− (p− 2) y(0)− y0(0) = LT (p)

D’où Ly (p) = 1
(p−1)2+1LT (p) +

p−1
(p−1)2+1y(0) +

1
(p−1)2+1 [y

0(0)− y(0)]
En remarquant que

1
(p−1)2+1 = L [Y (t) sin t] (p− 1) et

p−1
(p−1)2+1 = L [Y (t) cos t] (p− 1) , on a

Ly (p) = LT (p)L [Y (t) sin t] (p− 1) + y(0)L [Y (t) cos t] (p− 1)+
+ [y0(0)− y(0)]L [Y (t) sin t] (p− 1)

Comme L(f)(p− 1) = L (etf)(p)) , on obtient
Ly (p) = LT (p)L [Y (t)et sin t] (p)+y(0)L [Y (t)et cos t] (p)+[y0(0)− y(0)]L [Y (t)et sin t] (p)
qui donne finalement y = T∗Y (t)et sin t+y(0)Y (t)et cos t+[y0(0)− y(0)]Y (t)et sin t
Un calcul simple donne enδn ∗ Y (t)et sin t = etY (t− n) sin(t− n)
On obtient finalement la solution

y(t) = et

"
[t]P
n=0

Y (t− n) sin(t− n) + y(0)Y (t) cos t+ [y0(0)− y(0)]Y (t) sin t

#
__________________________________________________________

7 (Mai 2000)

Exercice1
1) Montrer que la fonction f(x) = x définit une distribution tempérée.

Calculer sa transformée de Fourier Ff .
2) Soit T ∈ S 0 , espace des distributions tempérées. En utilisant la

transformation de Fourier, montrer que les solutions de l’équation xT = 0
sont de la forme T = cδ , où δ est la distribution de Dirac et c une
constante.

Exercice2
1) Calculer les transformées de Fourier des distributions suivantes :

δa , e2iπx, e−2iπx , cos 2iπx et sin 2iπx .
2) Soit la fonction f(x) = − cos 2πxπ2x2 + sin 2πx

2π3x3 . Calculer lim f(x)
x−→0

.
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3) On pose g(x) = (−2iπx)3 f(x) . Calculer la transformée de Fourier
Fg(λ) de g . En déduire que Ff vérifie une équation différentielle du 3ième

ordre.
4) i) Calculer l’inverse de δ000 dans D0+ .

ii) Résoudre l’équation précédente dans D0+ .
iii) On note u(λ) la solution touvée en ii). Montrer que

u(λ) = (λ2−1) [Y (λ− 1)− Y (λ+ 1)] où Y est la fonction de Heaviside.
5) Déterminer le support de u(λ) .
6) En utilisant la définition de la transformée de Fourier inverse F

calculer Fu(x) et retrouver f .

Solution
Exercice 1

1) La fonction f(x) = x est localement intégrable sur R car elle y
est continue. Elle définit donc une distribution. Comme de plus on a |f(x)| ≤
2 |x| la distribution qu’elle définit est tempérée. Sa transformée de Fourier est
[ Fx] (λ) = − 1

2iπ [ F(−2iπx)1] (λ) = −
1
2iπ [ F1]

0 (λ) = − 1
2iπ δ

0.
2) Comme FxT = 0 , on a Fx ∗ FT = 0 . D’où en tenant

compte du calcul précédent − 1
2iπ δ

0 ∗ FT = 0 , ou encore δ ∗ ( FT )0 = 0
, qui équivaut à ( FT )0 = 0 . On en déduit que FT = c , où c est une
constante. En prenant la transformée de Fourier inverse des deux membres on
obtient T = F FT = c F1 = cδ .

Exercice2
1) La distribution δa est à support compact, donc

Fδa(λ) =

δa, e

−2iπλx® = e−2iπλa .
On a de même Fδ1(x) =


δ1, e

2iπxλ
®
= e2iπx .

D’où Fe2iπx = δ1 et Fe−2iπx = δ−1. Partant de là et utilisant les
expression des fonctions cos et sin sous forme exponentielle, on déduit

F cos 2πx = F
³
e2iπx+e−2iπx

2

´
= 1

2 (δ1 + δ−1)

et F sin 2πx = F
³
e2iπx−e−2iπx

2i

´
= 1

2i (δ1 − δ−1) .
2) Un développement limité de la fonction f au voisinage de 0 donne

f(x) = − 1
π2x2

³
1− 4π2x2

2

´
+ 1

2π3x3

³
2πx− 8π3x3

6

´
+ (x) = 2− 2

3 + (x)

avec (x) −→ 0
x−→0

. D’où lim
x−→0

f(x) = 4
3 .

On peut donc définir f(0) par prolongement continu.
3) On a g(x) = (−2iπx)3

¡
− cos 2πxπ2x2 + sin 2πx

2π3x3

¢
= −8iπx cos 2πx+4i sin 2πx

et Fg(λ) = 4 F( −2iπx cos 2πx)(λ) + 4i F(sin 2πx)(λ)
= 4 [ F cos 2πx]0 (λ) + 4i F(sin 2πx)(λ)
= 4

¡
1
2 (δ1 + δ−1)

0¢+ 4i ¡ 12iδ1 − δ
¢
.

Et finalement Fg(λ) = 2
¡
δ1 − δ−1 + δ01 + δ0−1

¢
(λ) .

D’autre part on a Fg(λ) = F((−2iπx)3f) = ( Ff)000 (λ).
D’où l’équation différentielle vérifiée par Ff :
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( Ff )000 = 2
¡
δ1 − δ−1 + δ01 + δ0−1

¢
4) i) Utilisons la transformée de Laplace et le calcul symbolique pour

calculer l’inverse de δ000.
On a

¡
δ000
¢−1 ∗ δ000 = δ , d’où L

¡
δ000
¢−1 L ( δ000) = L (δ)

et L
¡
δ000
¢−1

= 1
L ( δ000) =

1
p3

Mais comme L(Y tα−1
Γ(α) )(p) =

1
pα , on en déduit

¡
δ000
¢−1

= Y t2

Γ(3) = Y t2

2 .

ii) De la relation ( Ff )000 = δ000 ∗ Ff , on déduit
Ff = 2 ∗

¡
δ1 − δ−1 + δ01 + δ0−1

¢
Effectuons alors les calculs en remplaçant

¡
δ000
¢−1

par sa valeur
Ff (λ) =

¡
Y (t)t2 ∗ δ1

¢
(λ)+

¡
Y (t)t2 ∗ δ01

¢
(λ)−

¡
Y (t)t2 ∗ δ−1

¢
(λ)+

¡
Y (t)t2 ∗ δ0−1

¢
(λ)

=
h
Y (t)t2 +

¡
Y (t)t2

¢0i ∗ δ1(λ)− hY (t)t2 − ¡Y (t)t2¢0i ∗ δ−1(λ)
=
£
Y (t)t2 + 2Y (t)t

¤
∗ δ1(λ)−

£
Y (t)t2 − 2Y (t)t

¤
∗ δ−1(λ)

= Y (λ−1)(λ−1)2+2Y (λ−1)(λ−1)−
£
Y (λ− 1)(λ+ 1)2 − 2Y (λ+ 1)(λ+ 1)

¤
= Y (λ− 1)(λ2− 1)−Y (λ+1)(λ2− 1) = (λ2− 1) [Y (λ− 1)− Y (λ+ 1)]

iii) On s’aperçoit que c(λ) est bien la solution trouvée ci-dessus
5) On a Y (λ− 1) 6= 0 si et seulement si λ ≥ 1 , et Y (λ+1) 6= 0 si

et seulement si λ ≥ −1 .
Donc c(λ) = 0 si λ < −1 ou λ > 1, Par conséquent le support de c(λ)

est [−1, 1] .
6) On vient de voir au 4) iii) que c(λ) = Ff (λ) . Prenons la

transformée de Fourier inverse des deux membres de cette égalité,£
Fc(λ)

¤
(x) =

£
FFf(λ)

¤
(x) = f(x) .

_________________________________________________
8 (Mai 2001)

Exercice1
Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre l’équation différentielle

ty00 + (1− 2t) y0 − 2y = 0 avec y(0) = 1 et y0(0) = 2 .

Exercice2
Si A est une distribution sur R , on note A∗n la distribution

A ∗A ∗ · · · ∗A , n fois. Soit B une autre distribution, vérifier que
(A+B)∗2 = A∗2+2A∗B+B∗2 . On admet que cette formule se généralise

pour n (car le produit de convolution est commutatif et associatif) comme suit

(A+B)∗n =
nX

k=0

Cn
kA
∗k ∗B∗n−k . On note δa la distribution de Dirac au

point a et on définit par récurrence la suite de distributions
(Tn)n : T1 =

1
2 (δ1 + δ−1) , Tn = Tn−1 ∗ T1 .

1) a et b étant deux réels quelconques, vérifier que δa + δb = δa+b

et que Tn = T ∗n1 puis montrer que Tn =
1
2n

nX
k=0

Cn
k δ2k−n .
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2) Assurez-vous que Tn est à support compact , puis calculer les
transformées de Fourier FT1(λ) de T1 et FTn(λ) de Tn . (On pourra
utiliser la relation Tn = T ∗n1 ) .

3) Pour tout n ≥ 1 , on pose fn(λ) = FTn
³

λ
2π
√
n

´
.

a) Vérifier que lim
n−→∞ ln fn(λ) = −

λ2

2 .

b) Soit ϕ ∈ D(R) et hn(λ) = fn(λ)ϕ (λ) . Vérifier que
| hn(λ) |≤| ϕ (λ) | , pour tout n ∈ N et tout λ ∈ R , et utiliser le

théorème de Lebesgue (on vérifiera soigneusement les hypothèses) pour montrer
que la suite de distributions ( fn)n converge dans D0 (R) vers la distribution
e−

λ2

2 .
4) Justifier pourquoi fn ∈ S 0 (R) (distribution tempérée) ainsi que

e−
λ2

2 . On pose gn = Ffn , montrer que la suite de distributions ( gn)n
converge dans S 0 (R) vers une distribution que l’on déterminera.

Solution
Exercice 1
Appliquons la transformée de Laplace à l’équation donnée,
L(ty00) + L(y0) + 2L(−ty0)− 2L(y) = 0
qui donne en utilisant les formules de dérivation liées à la transformée de

Laplace
−L0(y00) + L(y0) + 2L0(y0)− 2L(y) = 0
−
£
p2L(y)− py(0)− y0(0)

¤0
+ pL(y)− y(0) + 2 [pL(y)− y(0)]0 − 2L(y) = 0

Tenant compte des conditions initiales , on obtient¡
2p− p2

¢
L0(y)− pL(y) = 0 , ou encore L0(y)

L(y) = −
1

p−2 .
L’intégration de cette équation différentielle conduit à
L(y) = k

p−2 = k(Y e2t) (p) et à y = ke2t .
Comme 1 = y(0) = k , on obtient finalement y = e2t .

Exercice 2
La vérification demandée ne présente aucune difficulté, on a

(A+B)∗2 = (A+B) ∗ (A+B) = A∗2 + 2A ∗B +B∗2.
1) On peut procéder de deux manières

soit par calcul direct
hδa ∗ δb, ϕi = hδa ⊗ δb, ϕ(x+ y)i = hδa, hδb, ϕ(x+ y)ii

= hδa, ϕ(x+ b)i = ϕ(a+ b) = δa+b(ϕ)
Donc δa ∗ δb = δa+b.
soit en utilisant la transformée de Fourier
F (δa ∗ δb) = F(δa)F(δb) = e−2iπλae−2iπλb = e−2iπλ(a+b) = F(δa+b)
d’où δa ∗ δb = δa+b.
Pour la deuxième égalité on a
Tn = Tn−1 ∗ T1 = Tn−2 ∗ T1 ∗ T1 = · · · · · · = Tn−k ∗ T ∗k1 = · · · · · · = T ∗n1
Quant à la dernière formule, on a
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Tn =
£
1
2 (δ1 + δ−1)

¤n
= 1

2n

nP
k=0

Ck
nδ
∗k
1 ∗ δ

∗(n−k)
−1

Mais d’après ce qui précède on a
δ∗k1 = δk et δ∗k1 ∗ δ

∗(n−k)
−1 = δ2k−n

et finalement Tn =
1
2n

nP
k=0

Ck
nδ2k−n

2) La distribution Tn est à support compact car elle est somme finie
de distributions à supports compacts.
On a FT1(λ) = 1

2 ( Fδ1 + Fδ−1) = e−2iπλ+e2iπλ
2 = cos 2πλ

et FTn(λ) = FT ∗n1 (λ) = ( FT1)n(λ) = (cos 2πλ)n .
3) Le calcul de fn donne : fn(λ) = FTn

³
λ

2π
√
n

´
= cosn λ√

n
.

a) On a ln fn(λ) = n ln cos λ√
n
.

Il résulte de cos λ√
n
= 1− λ2

2n + ε(λ
2

n ) et de ln(1 + t) ∼ t ,

que lim
n−→∞ ln fn(λ) = −λ2

2

b) Soit ϕ ∈ D et hn = fnϕ , on a |hn(λ)| ≤ |ϕ(λ)| car¯̄̄
cosn λ√

n

¯̄̄
≤ 1 , et par suite hn ∈ L1. D’autre part lim

n−→∞hn (λ) = e−
λ2

2 ϕ(λ)

puisque lim
n−→∞fn (λ) = e−

λ2

2 en vertue du a). On peut donc appliquer le

théorème de Lebesgue à la suite hn,

et on obtient
R
R hn(λ)dλ −→n

R
R e
−λ2

2 ϕ(λ)dλ , qui signifie que la suite de

distributions fn converge dans D0 vers la distribution e−
λ2

2 .
4) Les fonctions fn sont bornées et localement intégrables, elles définis-

sent donc des distributions tempérées ; de même pour e−
λ2

2 . Comme fn con-

verge dans D0 vers e−
λ2

2 , et comme la transformée de fourier est continue
sur S 0, on a

gn = F fn −→ F e−
λ2

2 =
√
2π e−2π

2x2 .
_________________________________________
9 (juin 2002)

Exercice1
On note Y la fonction d’Heaviside. Résoudre en utilisant la transformée

de Laplace, l’équatioin différentielle f 00(x)+f(x) = xY (x) sous les conditions
initiales f(0) = 1 et f 0(0) = −2 .

Exercice2
a) Montrer que la fonction Y (x) sinx définit une distribution de D0+ .

Justifier alors l’existence du produit de convolution Y (x) sinx ∗ Y (x) sinx et
le calculer .

b) On considère l’équation différentielle
(E) : f 00(x) + f(x) = Y (x) sinx .
i) Ecrire (E) sous forme d’une équation de convolution dans D0+ .
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ii) Montrer que (E) admet une solution unique dans D0+ et la calculer
en utilisant le calcul symbolique.

Exercice3
On considère la fonction fα(x) = e−a|x| | x |α−1 avec a > 0 et α > 0
a) Vérifier que fα(x) = Y (x)e−axxα−1 + Y (−x)eax(−x)α−1 .
b) Calculer la transformée de Fourier de fα(x) et de la fonction
x −→ e−a|x| . ( On rappelle que F

¡
Y (x)e−axxα−1

¢
(λ) = Γ(α)

(a+2iπλ)α

où Γ (α) =
R +∞
0

e−xxα−1dx est la fonction d’Euler) . En déduire la
transformée de Fourier inverse de la fonction λ −→ 1

a2+4π2λ2
.

c) Soit l’équation différentielle
(E0) f 00(x)− a2f(x) = Y (x) sinx (a ∈ R)
i) Montrer que la fonction Y (x) sinx définit une distribution tempérée.
ii) En utilisant la transformation de Fourier et son inverse, montrer que

(E0) admet une solution tempérée qui est donnée par
f(x) = 1

2ae
−a|x| ∗ Y (x) sinx .

iii) Calculer f(x) en remarquant que
e−a|x| = Y (x)e−ax + Y (−x)eax .

Solution

Exercice 1
Appliquons la transformation de Laplace à l’équation d2f

dx2 +f = xY (x)
.
L(d

2f
dx2 ) (p) + Lf(p) = L [xY (x)] (p) .

Tenant compte du fait que L [xY (x)] (p) = 1
p2 (la vérification de cette

denière égalité est immédiate par calcul direct ou en utilisant la relation L [x1] (p) =
−L [−x1] (p) = −L [1]0 (p) ), et avec les formules de dérivation , l’équation de-
vient

p2Lf(p)− pf(0)− f 0(0) + Lf(p) = 1
p2¡

p2 + 1
¢
Lf(p) = 1

p2 + p− 2
D’où Lf(p) = 1

p2+1
1
p2 +

p
p2+1 − 2

1
p2+1 =

1
p2 −

1
p2+1 +

p
p2+1 −

2
p2+1

= p
p2+1 −

3
p2+1 +

1
p2 = L (Y cosx− 3Y sinx+ x)

Et finalement f(x) = Y cosx− 3Y sinx+ x.

Exercice 2
a) La fonction Y sinx définit une distribution de D0+ car elle est

localement intégrable et à support dans [0,+∞] . Le produit de convolution
Y (x) sinx ∗ Y (x) sinx existe car la distribution Y (x) sinx est dans D0+ . On
a

[Y (x) sinx ∗ Y (x) sinx] (t) =
tR
0

sin(t−x) sinxdx = 1
2

tR
0

cos(2x−t)dx− t cos t
2
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= Y sin t
2 − Y t cos t

2
b)
i) L’équation proposée d2f

dx2 + f = Y (x) sinx s’écrit dans D0+
(δ00 + δ) ∗ f = Y (x) sinx .
ii) Multiplions les deux membres de l’équation précédente par l’inverse

de (δ00 + δ) . On a f = (δ00 + δ)−1 ∗ Y (x) sinx . Utilisons le calcul
symbolique pour calculer (δ00+δ)−1. On a 1

p2+1 =
1
2i

³
1

p−i −
1

p+i

´
. Comme¡

δ0 − λδ
¢−1

= Y eλx (car , rappelons le LY eλx = 1
p−λ ), on en déduit

(δ00 + δ)−1 = Y eix−Y e−ix
2i = Y (x) sinx .

Par conséquent
f(t) = [Y (x) sinx ∗ Y (x) sinx] (t) = Y sin t

2 − Y t cos t
2 .

Exercice 3
a) On a

fα(x) = Y (x)e−axxα−1 si x ≥ 0 et fα(x) = Y (−x)eax(−x)α−1 si x ≤ 0
Donc fα(x) = Y (x)e−axxα−1 + Y (−x)e−a|x| |x|α−1 .

b) On a F (fα) (λ) = F
¡
Y (x)e−axxα−1

¢
(λ)+F

³
Y (−x)e−a|x| |x|α−1

´
(λ)

= Γ(α)
(a+2iπλ)α + F

¡
Y (−x)e−a(−x)(−x)α−1

¢
= Γ(α)

(a+2iπλ)α +
Γ(α)

(a−2iπλ)α
La transformée de Fourier de e−a|x| s’ obtient à partir de la formule

précédente en faisant α = 1 et en remarquant que F [f(−x)] (λ) = F (f) (−λ)
On trouve F

¡
e−a|x|

¢
(λ) = 2a

4π2λ2+a2
. La transformée de Fourier inverse de la

fonction λ −→ 2a
4π2λ2+a2

s’en déduit immédiatement

F
h

2a
4π2λ2+a2

i
(x) = F

£
F
¡
e−a|x|

¢
(λ)
¤
(x) = e−a|x| .

c) Soit l’équation d2f
dx2 − a2f = Y (x) sinx

i) D’après le cours, toute fonction localement intégrable bornée
définit une distribution tempérée; c’est le cas de Y (x) sinx.

ii) Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres de
l’équation (E2) f 00 − a2f = Y (x) sinx ,

on a Ff 00 − a2 Ff = FY (x) sinx
et comme Ff 00 = (2iπλ)Ff on obtient Ff = −1

4π2λ2+a2
FY (x) sinx

On en déduit en prenant la transformée de Fourier inverse et en tenant
compte du b)

f = FFf = F
h

−1
4π2λ2+a2

FY (x) sinx
i
= F

³
−1

4π2λ2+a2

´
∗ FFY (x) sinx

= − 1
2a e−a|x| ∗ Y (x) sinx .

iii) On a f(t) =
£
− 1
2a e−a|x| ∗ Y (x) sinx

¤
(t)

Calculons ce produit de convolution

f(t) =
+∞R
−∞
− 1
2a e−a|t−x|Y (x) sinxdx =

+∞R
0

− 1
2a e−a|t−x| sinxdx

= − 1
2a

+∞R
0

e−a|t−x| sinxdx = − 1
2a

tR
0

e−a(t−x) sinxdx− 1
2a

+∞R
t

ea(t−x) sinxdx
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= − e−at
2a

tR
0

eax sinxdx− eat

2a

∞R
t

e−ax sinxdx

Une intégration par parties donneR t
0
eax sinxdx = −eax cosx]t0 + a

R t
0
eax cosxdx

= −eat cos t+ 1 + aeax sinx]t0 − a2
R t
0
eax sinxdx

D’où
R t
0
eax sinxdx = eat

1+a2 (a sin t− cos t) +
1

1+a2

De même
R +∞
t

e−ax sinxdx = e−at cos t+ae−at sin t−a2
R∞
t

e−ax sinxdx
et R +∞

t
e−ax sinxdx = e−at

1+a2 (a sin t+ cos t)
Ainsi, en remplaçant dans l’égalité ci-dessus, on obtient finalement

f(t) = − 1
2a(1+a2) (a sin t− cos t)−

e−at
2a(1+a2) −

1
2a(1+a2) (a sin t+ cos t)

= − sin t
1+a2 −

e−at
2a(1+a2)

Dans D0+ , la solution est f(t) = −Y (t)
³
sin t
1+a2 +

e−at
2a(1+a2)

´
.

______________________________________________
10 ( Mai2003)

Exercice 1 : Résoudre dans D0+(R) l’équation différentielle
X 00 + 2X 0 +X = Y (t)

Exercice 2 : Résoudre en utilisant la transformation de Laplace l’équation
intégrale R x

0
f(t) cos(x− t)dt = f 0(x) .

Exercice 3 : La température en un point d’abscisse x d’une barre de
longueur illimitée est donnée à chaque instant t ≥ o, par une fonction u(x, t)
de classe C2 en x et C1 en t, qui est solution de l’équation de la chaleur

∂u(x,t)
∂t − ∂2u(x,t)

∂x2 = δ(x)δ(t) , où δ(x) et δ(t) sont respectivement les
mesures de Dirac en x = 0 et en t = 0
On suppose que u(x, 0) = u0(x) est donnée, et en prolongeant u(x, t)

par 0 pour t ≤ 0, on définit sur R×R la distribution U(x, t) = Y (t)u(x, t)
où Y (t) est la fonction d’Heaviside avec Y (0) = 1 .
1) Montrer que la distribution U vérifie l’équation aux dérivées partielles

∂U(x,t)
∂t − ∂2U(x,t)

∂x2 = u0(x)δ(t) + δ(x)δ(t)
2)Pour tout t ≥ 0 fixé, on note V (λ, t) = F(U(x, t))(λ) la transformée

de Fourier au point λ de la distribution , ou fonction, U(x, t) de la variable
x.Puisque x est la variable d’intégration, on remarquera et on admettra que
∂V (λ,t)

∂t = F(∂U(x,t)∂t )(λ).

Montrer que V (λ, t) vérifie l’équation de convolution£
δ0(t) + 4π2λ2δ(t)

¤
∗ V (λ, t) = V (λ, 0)δ(t) + δ(t)

3)En déduire que V (λ, t) = [V (λ, 0) + Y (t)] ∗ Y (t)e−4π2λ2t
4) On rappelle que F(e−πλ2)(x) = e−πx

2

. Après avoir vérifié que

F(e−kλ2)(x) =
p

π
k e
−π2x2

k , montrer que
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U(x, t) = u0(x)Y (t)
1

2
√
πt
e−

x2

4t + Y (t)e−4π
2λ2t.

____________________________________________________

Solution
Exercice 1

Dans D0+ l’équation X 00+2X 0+X = Y (t) est équivalente à l’équation
de convolution

¡
δ00 + 2δ0 + δ

¢
∗X = Y.

En utilisant le calcul symbolique, cela revient à chercher la distribution cor-
respendant à 1

(p+1)2
, qui est l’inverse symbolique de la distribution δ00+2δ0+δ

. Cette distribution est Y (t)e−tt . D’où X(t) = Y (t) ∗ Y (t)e−tt

On a [Y (x) ∗ Y (x)e−xx] (t) =
tR
0

xe−xdx = −te−t − e−t + 1

et donc X(t) = −te−t − e−t + 1.

Exercice 2
L’équation intégrale

R x
0
f(t) cos(x− t)dt = f 0(t) est équivalente dans

D0+ à l’équation de convolution [Y (t)f(t) ∗ Y (t) cos t] (x) = Y (x)f 0(x) ; En
prenant la transformée de Laplace, on a
[LY f ] (p)·[LY cos] (p) = [LY f 0] (p) = pLY f − f(0)
Tenant compte des résultats du cours [LY f 0] (p) = pLY f − f(0) et

[LY cos] (p) = p
p2+1 , on obtient

[LY f ] (p) = p2+1
p3 = f(0)

h
1
p +

1
p3

i
= f(0) [LY ] (p) + f(0)

h
LY t2

2

i
(p)

d’où Y (t)f(t) = f(0)Y (t)
h
t2

2 + 1
i
.

Exercice 3
1) Effectuons les dérivées demandées de la distribution U(x, t) = Y (t)u(x, t)

On a ∂U
∂t (x, t) = Y 0(t)u(x, t) + Y (t)∂u∂t (x, t) = u(x, 0)δ(t) + Y (t)∂u∂t (x, t)

∂U
∂x (x, t) = Y (t)∂u∂x (x, t) et

∂2U
∂x2 (x, t) = Y (t)∂

2u
∂x2 (x, t)

D’où ∂U
∂t (x, t)−

∂2U
∂x2 (x, t) = u(x, 0)δ(t) + Y (t)∂u∂t (x, t)− Y (t)∂

2u
∂x2 (x, t)

= u0(x)δ(t) + Y (t)
h
∂u
∂t (x, t)−

∂2u
∂x2 (x, t)

i
= u0(x)δ(t) + Y (t)δ(t)δ(x) .

2) Posons F [U(x, t)] (λ) = V (λ, t) . Puisque t est considéré comme
un paramètre indépendant de la variable d’intégration x ,

on a ∂V
∂t (λ, t) = F

∂U
∂t (λ) . Prenons la transformée de Fourier de l’équation

trouvée en 1) :

F
£
∂U
∂t (x, t)

¤
(λ)−F

h
∂2U
∂x2 (x, t)

i
(λ) = F [u0(x)δ(t)] (λ)+F [Y (t)δ(t)δ(x)] (λ)

= δ(t)F [u0(x)] (λ) + Y (t)δ(t)F [δ(x)] (λ) = V (λ, 0)δ(t) + Y (t)δ(t).
D’autre part
F
£
∂U
∂t (x, t)

¤
(λ) −F

h
∂2U
∂x2 (x, t)

i
(λ) = ∂V

∂t (λ, t)− (2iπλ)2FU(λ)
= ∂V

∂t (λ, t) + 4π
2λ2V (λ, t) =

£
δ0(t) + 4π2λ2δ(t)

¤
∗ V (λ, t)

D’où finalement£
δ0(t) + 4π2λ2δ(t)

¤
∗ V (λ, t) = V (λ, 0)δ(t) + Y (t)δ(t).
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Remarque : Attention, l’écriture
£
δ0(t) + 4π2λ2δ(t)

¤
∗ V (λ, t) peut préter

à confusion car t est le point où est pris le produit de convolution . L’écriture
correcte, sans aucune ambiguité, serait

££
δ0(s) + 4π2λ2δ(s)

¤
∗ V (λ, s)

¤
(t)

3) Calculons l’inverse de convolution de la distribution
£
δ0(t) + 4π2λ2δ(t)

¤
.

En utilisant le calcul symbolique, cela revient à trouver la distribution corre-
spendant à 1

p2+4π2λ2
. Cette distribution est Y (t)e−4π

2λ2t . Il en résulte

V (λ, t) = [V (λ, 0) + Y (t)] ∗ Y (t)e−4π2λ2t .
4) Pour k > 0 , on sait que k [Ff(kλ)] (x) = [Ff(λ)]

¡
x
k

¢
. Il en

résulteh
Fe−kλ2

i
(x) =

·
Fe−π

³ √
k√
π
λ
´2¸

(x) =
√
π√
k

h
Fe−πλ2

i ³√
π√
k
x
´
=
√
π√
k
e−

π2x2

k .

Prenons la transformée de Fourier inverse (en x ) de l’équation de convo-
lution vérifiée par V

U(x, t) =
£
FV (λ, t)

¤
(x) = F

h
[V (λ, 0) + Y (t)] ∗ Y (t)e−4π2λ2t

i
(x)

= Y (t)F [V (λ, 0)] (x)
h
Fe−4π2λ2t

i
(x)+Y (t)

£
F1
¤
(x)

h
Fe−4π2λ2t

i
(x)

Avec la formule ci-dessus avec k = 4π2t on a
h
Fe−4π2λ2t

i
(x) = 1

2
√
πt
e−

x2

4t

D’où finalement
U(x, t) = Y (t)u0(x)

1
2
√
πt
e−

x2

4t +

inacheve___Y (t)
£
F1
¤
(x)

h
Fe−4π2λ2t

i
(x) =??________Prendre_Y(0)=0__??___

__________________________________________________

11 (Juillet 99)
Exercice1

Pour tout n > 0 , on définit la fonction fn : R −→ R par fn(t) = n
si 0 < t < 1

n et fn(t) = 0 sinon. On note Tn la distribution définie par fn
.

a) Montrer que Tn ∈ E 0 (espace des distributions à support compact )
et que son support est contenu dans

£
0, 1n

¤
b) Soit ϕ une fonction de classe C∞ ; en remarquant que

R 1
n

0
ϕ(0)dt =

1
nϕ(0) , montrer qu’il existe M > 0 tel que | Tn(ϕ)− ϕ(0) |≤ M

n .
c) En déduire que Tn −→ δ dans E 0.
d)Calculer la transformée de Laplace L(Tn) . Retrouver c) en calculant

limL(Tn) lorsque n −→∞ .
Exercice2

Soit f la fonction de la variable réelle t définie par f(t) = 0 si t < 0
et f(t) = 2n−1 si n < t < n+ 1 , pour n = 0, 1, 2...

a) Calculer L(f).

b)Trouver X ∈ D0+ solution de l’équation X ∗ f =
n=+∞P
n=0

2n−1δn.

Exercice3
On définit la fonction G(x, t) des deux variables réelles x et t par

: G(x, t) = e2
√
2πxt−πt2
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a) Les transformées de Fourier sont prises par rapport à la variable x
et on rappelle que
F(e−πu2)(λ) = e−πλ

2

.

Montrer que F(G(x, t)e−πx2)(λ) = G(λ,−it)e−πλ2 . On pourra commencer
par montrer que F(G(x, t)e−πx2)(λ) = eπt

2 R +∞
−∞ e−2iπλxe−π(x−t

√
2)dx , puis

arriver à la formule demandée en effectuant un changement de variable.

b) On rappelle que eu =
n=+∞P
n=0

un

n! .Montrer que G(x, t) =
n=+∞P
n=0

Pn(t)
tn

n!

, où Pn est un polynôme de degrés n qu’on ne cherchera pas à calculer .
c)On pose ϕn(x) = Pn(x)e

−πx2 . Vérifier que ϕn ∈ S (espace des
fonctions à décroissance rapide), et déduire de a) et de b) que F (ϕn(x)) (λ) =
(−i)n ϕn (λ) .
___________________________________________________

Solution
Exercice1

a) Les fonctions fn , n > 0 , sont localement intégrables car sur tout
intervalle [a, b] fermé borné de R , on aR b

a
fn (t)dt = nλ

¡
[a, b] ∩

£
0, 1n

¤¢
≤ nλ

¡£
0, 1n

¤¢
= 1 , où λ est

la mesure de Lebesgue sur R . Donc elles définissent des distributions Tn .
D’autre part, soit ϕ ∈ D(R) dont le support est contenu dans le complémentaire
de

£
0, 1n

¤
. On a

hTn, ϕi =
R
R fn (t)ϕ(t)dt =

R 1
n

0
nϕ(t)dt = 0 , puisque ϕ est nulle sur£

0, 1n
¤
. On en déduit que le support de Tn est contenu dans

£
0, 1n

¤
et donc

Tn ∈ E 0 .
b) Soit ϕ ∈ E , espace des fonctions de classe C∞ . En remarquant

que n
R 1
n

0
ϕ(0)dt = ϕ(0) , on a

| Tn(ϕ)− ϕ(0) |=|
R 1
n

0
nϕ(t)dt− ϕ(0) |=|

R 1
n

0
(nϕ(t)− nϕ(0))dt |

≤ n
R 1
n

0
| ϕ(t)− ϕ(0) | dt .

Comme ϕ est C∞ , il existe une constante M > 0 telle que | ϕ0(ξ) |≤
M quel que soit ξ ∈ [0, t] . D’après le théorème des accroissements finis,
on a | ϕ(t) − ϕ(0) |≤ tM . Reprenant les calculs précédents, on obtient

| Tn(ϕ)− ϕ(0) |≤ n
R 1
n

0
tMdt = M

2n .
c) D’après ce qui précède, on a lim

n−→∞ | Tn(ϕ)− ϕ(0) |= 0 ,∀ϕ ∈ E ,
qui peut encore s’ecrire

lim
n−→∞ | Tn(ϕ) − δ(ϕ) |= 0 ,∀ϕ ∈ E . Et cela signifie par définition que

Tn −→ δ dans E 0 .
d) On a L(Tn)(p) =

R∞
0

e−ptfn(t)dt =
R 1
n

0
ne−ptdt = n

p

¡
1− e−

p
n

¢
Un développement limité à l’ordre 2 de e−

p
n donne n

p

¡
1− e−

p
n

¢
∼ 1− p

2n .

On en déduit que lim
n−→∞ L(Tn)(p) = 1 = L(δ)(p)

Ce qui confirme bien que Tn −→ δ dans E 0.
Exercice 2
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a) On a L (f) (p) =
R∞
0

e−ptf(t)dt =
∞P
n=0

R n+1
n

2n−1e−ptdt

=
∞P
n=0

2n−1 e
−pn−e−p(n+1)

p = 1−e−p
p

∞P
n=0

2n−1e−pn .

b) Appliquons la transformée de Laplace aux deux membres de l’équation.
Sachant que L(X ∗ f) = L(X)L(f) , et que L(δn) = e−pn , on obtient

L(X)L(f) =
∞P
n=0

2n−1L(δn) =
∞P
n=0

2n−1e−pn . D’où d’après a), L(X)(p) =

p
1−e−p . Mais comme

p
1−e−p = p

∞P
n=0

e−pn et comme p = L(δ0) , on en déduit
que

L(X) = L(δ0)
∞P
n=0

L(δn) = L(δ0 ∗
∞P
n=0

δn) = L(
∞P
n=0

δ0n) , et par conséquent

X =
∞P
n=0

δ0n .

Exercice 3
a) Les calculs ne sont pas compliqués, il suffit de suivre attentivement

les indications données. Par définition de la transformée de Fourier, on a
F(G(x, t)e−πx2)(λ) =

R +∞
−∞ e−2iπλxe−πt

2

e−πx
2

dx

= eπt
2 R +∞
−∞ e−2iπλxe−πx

2+2
√
2πxt−2πt2dx = eπt

2 R +∞
−∞ e−2iπλxe−π(x−

√
2t)2dx

.
En effectuant le changement de variable u = x −

√
2t , on obtient

F(G(x, t)e−πx2)(λ) = eπt
2 R +∞
−∞ e−2iπλue−2

√
2iπλte−πu

2

du

= e2
√
2πλ(−it)−π(it)2 R +∞

−∞ e−2iπλue−πu
2

du = G(λ, it)F
³
e−πx

2
´
(λ) = G(λ, it)e−πλ

2

b) Développons la fonction G(x, t) = e2
√
2πxte−πt

2

suivant les puis-
sances de t , on obtient

G(x, t) = e2
√
2πxte−πt

2

=
∞P
i=0

(2
√
2πxt)
i!

i ∞P
j=0

(−πt2)j
j! =

P
i,j
(−1)j (2

√
2πx)
i!j!

i

ti+2j

soit en posant i+ 2j = n

G(x, t) =
∞P
n=0

Pn(x)
tn

n! , avec Pn(x) =
[n2 ]P
j=0
(−1)j (2

√
2π)

n−2j
n!

j!(n−2j)! xn−2j

où
£
n
2

¤
désigne la partie entière de n

2 .
c) On sait que si une fonction est à décroissance rapide, alors son produit

par n’importe quel polynôme est aussi à décroissance rapide. Or, il est clair que
ϕ (x) = e−πx

2

est à décroissance rapide puisque lim
|x|−→∞

|x|m
¯̄
ϕ(n) (x)

¯̄
= 0

pour tout n et tout m , donc ϕn = Pne
−πx2 ∈ S . Montrons maintenant

l’égalité demandée. Puisque G(x, t) =
∞P
n=0

Pn(x)
tn

n! , on a

F(G(x, t)e−πx2)(λ) = F
µ
(
∞P
n=0

Pn(x)
tn

n! )e
−πx2

¶
(λ)

=
∞P
n=0

tn

n!F
³
Pn(x)e

−πx2
´
(λ) =

∞P
n=0

tn

n!F (ϕn) (λ) . (∗)
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Mais daprès la question a), F(G(x, t)e−πx2)(λ) = G(λ, it)e−πλ
2

, Et utilisant
à nouveau b) pour les variables λ et (it) , on obtient

F(G(x, t)e−πx2)(λ) = G(λ, it)e−πλ
2

=
∞P
n=0

Pn(λ)
(−it)n
n! e−πλ

2

=
∞P
n=0

tn

n! (−i)nPn(λ)e−πλ
2

.

On en déduit, en comparant avec la relation (∗) , que
∞P
n=0

tn

n!F (ϕn) (λ) =
∞P
n=0

tn

n! (−i)nPn(λ)e−πλ
2

,

qui implique que
F (ϕn) (λ) = (−i)nPn(λ)e−πλ

2

= (−i)nϕn(λ) , puisque la décomposi-
tion en série entière est un unique.
_________________________________________________
12 (Juillet 2000)

On rappelle que la fonction de Bessel d’ordre n, n > 0 , est la fonction

notée Jn(x) définie par Jn(x) = (
x
2 )

n

+∞X
k=0

(−1)k (x2 )
2k

k!(n+k)! et qu’elle est solution

de l’équation différentielle
(E) x2y00 + xy0 + (x2 − n2)y = 0 .

a) Vérifier que J1(x) = − J 00(x) .

A- Pour tout n ≥ 0 on pose fn(x) =
£
1− (2πx)2

¤n− 1
2 si | x |≤ 1

2π et
fn(x) = 0 sinon. On note Ffn(λ) la transformée de Fourier de f en λ ∈ R .

1) Vérifier que fn+1(x) − fn(x) = (−2iπx)2 fn(x) et en déduire que
Ffn+1(λ) =Ffn(λ) +(Ffn)00(λ) .

2) Calculer f 0n+1(x) et en déduire en utilisant les formules de déri-
vation de la transformée de Fourier que λ Ffn+1(λ) = − (2n+ 1) (Ffn)0(λ)
.

3) Utiliser 1) et 2) pour montrer que la fonction Zn(x) = λnFfn(λ)
est solution de l’équation (E) (où la variable x est remplacée par la variable
λ ) .

B- 1) Montrer que
R t
0
(t−x)pxqdx = p!q!

(p+q+1)! t
p+q+1 pour tout p, q ∈ N .

2) En utilisant le développement de J0 en série entière, calculer di-
rectement S = Y (x)J0(x) ∗ Y (x)J0(x) où Y (x) est la fonction d’Heaviside.
On admettra la formule

P
p+q=k

2p!2q!
22p(p!)2q(q!)2 = 1 , pour tout k ∈ N .

3) Vérifier en utilisant la transformation de Laplace et le calcul symbol-
yque que S(t) = Y (t) sin t .

4)Montrer que la distribution S vérifie l’équation S00 + S = δ et
donner un opérateur différentiel D tel que DS = δ .

5) Vérifier que D(Y J0) = δ0 + Y DJ0 .
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6)Utiliser l’équation (E) et la question a) du début pour montrer que
D(Y J0) = δ0 + Y J1(x)

x . En déduire que Y (x)J0(x) ∗ Y J1(x)
x = Y (x)J1(x) .

Solution

a) On a J0(x) =
k=∞P
k=0

(−1)k (
x
2 )

2k

(k!)2
, dérivons terme à terme

J 00(x) =
k=∞P
k=1

(−1)k 2k2
(x2 )

2k−1

(k!)2
=

k=∞P
k=1

(−1)k x2
(x2 )

2k−2

(k!)(k−1)! , et en posant

l = k − 1 , on obtient J 00(x) = −x
2

∞P
l=0

(−1)l (
x
2 )

2k

l!(l+1)! = −J1(x).

A)

1) On a fn+1(x)− fn(x) =
h
1− (2πx)2

in+1− 1
2 −

h
1− (2πx)2

in− 1
2

= − (2πx)2
h
1− (2πx)2

in− 1
2

= (−2iπx)2 fn(x)
Il en résulte Ffn+1 − Ffn = F (−2iπx)2 fn(x) = (Ffn)00 .

2) La dérivée de fn+1 se calcule facilement, on trouve
f 0n+1(x) = −(2n+ 1)

¡
4π2x

¢
fn(x) . En utilisant les formules de dérivation

de la transformée de Fourier on a
(2iπλ)Ffn+1(λ) = Ff 0n+1(λ) = −(2n+ 1)4π2F(xfn)(λ)

= −(2n+ 1)2iπF(−2iπxfn)(λ)
d’où λFfn+1(λ) = −(2n+ 1)F(−2iπxfn)(λ) = −(2n+ 1) [Ffn]0 (λ).

3) Vérifions que Zn(λ) = λnFfn(λ) est solution de l’équation (E).
On a

Z0n(λ) = nλn−1Ffn(λ) +λn [Ffn]0 (λ)
et

Z00n(λ) = n(n− 1)λn−2Ffn(λ) + 2nλn−1 [Ffn]0 (λ) + λn [Ffn]00 (λ)
D’où
λ2Z00n+ λZ0n+ (λ2 − n2)Zn = n(n − 1)λnFfn(λ) + 2nλn+1 [Ffn]0 (λ) +

λn+2 [Ffn]00 (λ) + nλnFfn(λ) +λn+1 [Ffn]0 (λ) + λn+2Ffn(λ) − n2λnFfn(λ)
= λn+2

£
Ffn(λ) + [Ffn]00 (λ)

¤
+ (2n + 1)λn+1 [Ffn]0 (λ) = λn+2Ffn+1(λ) −

λn+2Ffn+1(λ) = 0.
L’avant dernière égalité étant dûe à 1) et 2) .

B)

1) Soit Ip,q =
tR
0

(t− x)
p
xqdx , où p, q ∈ N . Faisons une intégration

par parties

Ip,q = (t− x)p xq+1

q+1

it
0
+ p

q+1

tR
0

(t− x)p−1 xq+1dx = p
q+1Ip−1,q+1

On en déduit

Ip,q =
p

q+1
p−1
q+2

p−2
q+3 ......I0,q+p =

p!
(q+1)(q+2).....(q+p)

tR
0

xq+pdx = p!q!
(p+q+1)! t

p+q+1

2) On a S(t) = [ Y (x)J0(x) ∗ Y (x)J0(x)] (t)
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=

·
k=∞P
k=0

(−1)k (
x
2 )

2k

(k!)2
Y (x)

¸
∗
·
i=∞P
i=0
(−1)i (

x
2 )

2i

(i!)2
Y (x)

¸
(t)

=
∞P

i,k=0

(−1)i+k 1
(k!)2(i!)2

£
Y (x)(x2 )

2k ∗ Y (x)(x2 )2i
¤
(t)

=
∞P

i,k=0

(−1)i+k 1
(k!)2(i!)2

1
22k22i

I2k,2i

=
∞P

i,k=0

(−1)i+k 1
(k!)2(i!)2

1
22k22i

(2k)!(2i)!
(2k+2i+1)! t

2k+2i+1

=
∞P
l=0

∞P
k+i=l

(−1)l 1
(k!)2(i!)2

1
22k22i

(2k)!(2i)!
(2l+1)! t

2l+1

Comme
∞P

k+i=l

1
(k!)2(i!)2

1
22k22i

(2k)!(2i)!
(2l+1)! = 1, il en résulte

S(t) =
∞P
l=0

(−1)l t2l+1

(2l+1)! = Y (t) sin t.

3) Appliquons la transformée de Laplace
LS(p) = L(Y J0)L(Y J0) = 1√

p2+1

1√
p2+1

= 1
p2+1 = L(Y sin t)(p)

D’où S = Y (t) sin t.
4) En tenant compte du fait que δ sin t = 0 dans la dérivation de S ,

on obtient
S0 = Y 0 sin+Y cos t = Y cos t . Dérivons une seconde fois
S00 = Y 0 cos t − Y cos t = δ − S . On obtient la relation annoncée

S00 + S = δ , et l’ opèrateur demandé est D = d2

dx2 + 1 .
5) Calculons D(Y J0)

D(Y J0) = (Y J0)
00 + Y J0 = (Y

0J0 + Y J 00)
0 + Y J0 = (δ + Y J 00)

0 + Y J0
= δ0 + Y 0J 00 + Y J 000 + Y J0

Comme Y 0J 00 = δJ 00 = 0 (puisque J 00(0) = 0 ), on obtient finalement
D(Y J0) = δ0 + Y (J 000 + J0) = δ0 + Y DJ0 .

6) Puisque J0 est solution e (E) (pour n = 0 ) , on a
x2J 000 + xJ 00 + x2J0 = 0 . Comme J1 = −J 00 (question préliminaire a) ) ,

on a J 000 + J0 =
J1(x)
x . Autrment dit D(J0) =

J1(x)
x .

Il en résulte d’après 5) D(Y J0) = δ0 + Y J1(x)
x .

Le produit de convolution s’en déduit
Y J0 ∗ Y J1(x)

x = Y J0 ∗
£
D(Y J0)− δ0

¤
= Y J0 ∗D(Y J0)− Y J0 ∗ δ0

= D (Y J0 ∗ Y J0)− (Y J0)0 = DS − Y J 00 − δ = Y J1 ,
puisque DS − δ = 0 et J1 = −J 00 .

__________________________________________________
13 (Juillet 2001)

Exercice1
On considère l’équation de diffusion ∂Ψ

∂t (x, t) = c ∂2Ψ
∂x2 (x, t) où c est

une constante positive et Ψ (x, t) une fonction de deux variables réelles x et
t . La transformée de Fourier en un point λ ∈ R de Ψ (x, t) par rapport à la
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variable x est une fonction de λ et du paramètre t qu’on notera FΨ(λ, t)
. Nous admettrons que ∂

∂tFΨ(λ, t) = F
∂Ψ
∂t (λ) . En utilisant la définition de

la transformation de Fourier écrire cette dernière égalité sous forme de limites
d’intégrales. Quel est le résultat du cours qui permettrait de démontrer ces
égalités?

1) Soit f(x) = e−
x2

a2 avec a ∈ R . Ecrire une équation différentielle du 1er
ordre vérifiée par f et une équation différentielle du 1er ordre vérifiée par sa
transformée de Fourier Ff (λ) . Vérifier que Ff (λ) = e−π

2a2λ2 .
2) Montrer que FΨ(λ, t) = FΨ(λ, 0) e−π2a2λ2 avec a = 2

√
ct .

3) Calculer Ψ (x, t) dans chacun des cas suivants:
i) Ψ (x, 0) = δ
ii) Ψ (x, 0) = δ−1 + δ+1

Exercice2
Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre l’équation différentielle

ty00 + y0 + 4ty = 0 avec les conditions initiales y(0) = 3 et y0(0) = 0

Solution
Exercice 1

Par définition de la transformée de Fourier, l’égalité
∂
∂tFΨ(λ, t) = F

∂Ψ
∂t (λ) est équivalente à

∂
∂t

R +∞
−∞ e−2iπλxΨ(x, t)dx =

R +∞
−∞ e−2iπλx ∂Ψ∂t (x, t) dx ,

qui est équivalente à son tour, par définition de la dérivée, à
lim
h−→0

1
h

hR +∞
−∞ e−2iπλx (Ψ(x, t+ h)−Ψ(x, t)) dx

i
=

·R +∞
−∞ e−2iπλx lim

h−→0
1
h (Ψ(x, t+ h)−Ψ(x, t)) dx

¸
.

Cette égalité pourrait se démontrer avec le théorème de Lebesgue appliqué
à la suite de fonctions fn =

1
hn
(Ψ(x, t+ hn)−Ψ(x, t))

où hn est une suite de scalaires qui tend vers zéro.

1) Dérivons la fonction f(x) = e−
x2

a2 . On a

f 0(x) = −2xa2 e
−x2

a2 , et l’équation différentielle est f
0
(x) + 2x

a2 f(x) = 0 . En
prenant la transformée de Fourier on obtient l’équation différentielle Ff 0(λ)+
F
¡
2x
a2 f(x)

¢
= 0 . Utilisant les formules de dérivation, cette équation devient

2π2a2λ Ff(λ) + [Ff(λ)]0 = 0 . L’intégration de cette dernière équation
donne Ff(λ) = e−π

2a2λ2 .
2) Appliquons la transformée de Fourier à l’équation de diffusion initiale

∂Ψ
∂t (x, t) = c ∂2Ψ

∂x2 (x, t)

On a F ∂Ψ
∂t (λ) = cF ∂2Ψ

∂x2 (λ) .
Soit en tenant compte de l’égalité admise au début ,
∂
∂tFΨ(λ, t) = c (2iπλ)

2FΨ(λ, t) , équation différentielle qu’on intégre sans
peine et qui a pour solution
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FΨ(λ, t) = ke−4cπ
2λ2t , k étant une constante réelle.

Si t = 0, on a FΨ(λ, 0) = k , et si l’on pose a2 = 4ct , on obtient
FΨ(λ, t) = FΨ(λ, 0)e−π2a2λ2 , c’est à dire d’après le résultat obtenu en 1),

FΨ(λ, t) = FΨ(λ, 0)Ff(λ) , qui s’écrit aussi
FΨ(λ, t) = F [Ψ(λ, 0) ∗ f(λ)] . Il en résulte Ψ(x, t) = Ψ(x, 0) ∗ f(x).

3) Calcul de Ψ(x, t)

i) Si Ψ(x, 0) = δ, on a Ψ(x, t) = f(x) = e−
x2

a2 = e−
x2

4ct .
ii) Si Ψ(x, 0) = δ1 + δ−1 on a

Ψ(x, t) = (δ1 + δ−1) ∗ f = f(x+ 1) + f(x− 1) = e−
(x+1)2

4ct + e−
(x−1)2
4ct .

Exercice 2
Soit l’équation ty00 + y0 + 4ty = 0 avec les conditions initiales

y(0) = 3, y0(0) = 0
On a L(ty00)+L(y0)+L(4ty) = 0 , ou − [L(y00)]0+L(y0)−4 [L(y)]0 = 0
soit −

£
p2L(y)− py(0)− y0(0)

¤0
+ pL(y)− y(0)− 4 [L(y)]0 = 0¡

p2 + 4
¢
[L(y)]0 + pL(y) = 0

On en déduit L(y) = c√
p2+4

et y = cJ0(2t) . Les conditions initiales

permettent de calculer la valeur de la constante, on trouve c = 3. La solution
est donc y = 3J0(2t).
_____________________________________
14 (Juillet 2002)
Exercice1
Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre l’équation intégrale
f(x) = x2 +

R x
0
f(t) sin(t− x)dt .

Exercice2
Soit T une distribution tempérée sur R . On suppose que xT = 1

et que T est impaire. On note FT la transformée de Fourier de T et Y
la fonction d’Heaviside.

a) Calculer(FT )0 et montrer que FT = −2iπY + c , où c est une
constante réelle. b) Utiliser la parité de
T pour calculer la valeur de la constante c

et vérifier que FT = −2iπY + iπ .
En déduire que FY +FY = δ .

Exercice3
1) Soit S ∈ E 0 (R) (distribution à support compact), et T ∈ D0(R) .

Montrer que pour tout a ∈ R , on a eax (S ∗ T ) = (eaxS) ∗ (eaxT ) .
2) Soit l’opérateur différentiel D = d2

dx2 +
d
dx + a , a ∈ R . Calculer

D (eaxT ) et trouver un autre opérateur différentiel Da tel que
Da(e

axT ) = eaxDT , pour tout T ∈ D0(R) .
3) Soit T0 une solution élémentaire de D (i.e. DT0 = δ ) . Donner

une solution élémentaire de D0 en fonction de T0 .
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Solution
Exercice 1

Appliquons la transformée de Laplace à l’équation intégrale

f(x) = x2 +
xR
0

f(t) sin(x− t)dt

On a Lf(p) = L
¡
Y x2

¢
+L [f ∗ Y sin] (p) = [LY ]00 (p) +Lf (p)L (Y sin) (p)

= 2
p3 +

1
p2+1Lf (p)

D’où Lf (p) = 2
p3 +

2
p5 = L

¡
Y x2

¢
(p) + 1

12L
¡
Y x4

¢
(p)

et f(x) = 1
12Y x

4 + Y x2

Exercice 2
a) On sait que [FT ]0 = F (−2iπxT ) . Utilisant l’hypothèse xT = 1,

on a [FT ]0 = −2iπF (1) = −2iπδ . Il en résulte, puisque Y 0 = δ , que
FT = −2iπY + c , où c est une constante réelle.

b) On a hFT , ϕi = −2iπ
∞R
0

ϕ (x) dx+c
+∞R
−∞

ϕ (x) dx et hFT , ϕ (−x)i =

−2iπ
0R
−∞

ϕ (x) dx + c
+AR
−A

ϕ (x) dx

Comme FT est impaire (hFT , ϕi = − hFT , ϕ (−x)i) , il en résulte

−2iπ
0R
−∞

ϕ (x) dx+ c
+∞R
−∞

ϕ (x) dx = 2iπ
∞R
0

ϕ (x) dx− c
+∞R
−∞

ϕ (x) dx

D’où 2c
+∞R
−∞

ϕ (x) dx = 2iπ
+∞R
−∞

ϕ (x) dx et c = iπ .

On a T = FFT =− 2iπFY + iπF1 = −2iπFY + iπδ
et −T = −2iπFY + iπδ d’où FY + FY = δ

Exercice 3
1) Soit S ∈ E 0 (R) , T ∈ D0 et a ∈ R. On a

h eax (S ∗ t) , ϕi = hS ∗ t, eaxϕi =

S,

T, ea(x+t)ϕ(x+ t)

®®
= heaxS, heatT,ϕ (x+ t)ii = heaxS ∗ eaxT,ϕi

D’où eax (S ∗ t) = eaxS ∗ eaxT .
2) Soit l’opérateur différentiel D = d2

dx2 +
d
dx + a , a ∈ R.

On a (eaxT )0 = aeaxT + eaxT 0

(eaxT )00 = eaxT 00 + 2a eaxT 0 + a2 eaxT
et D (eaxT ) = eaxT 00 + 2a eaxT 0 + a2 eaxT + aeaxT + eaxT 0 + aeaxT

= eax (T 00 + T 0 + aT ) + 2a eaxT 0 +
¡
a2 + a

¢
eaxT

Pour déterminer l’opérateur Da demandé, remarquons que
D (eaxT ) = eaxDT + 2a eaxT 0 +

¡
a2 + a

¢
eaxT

d’où eaxDT = (eaxT )00 + (eaxT )0 + aeaxT − 2a eaxT 0 −
¡
a2 + a

¢
eaxT

= (eaxT )
00
+ (eaxT )

0 − 2a (eaxT )0 + a2eaxT
= (eaxT )00 + (1− 2a) (eaxT )0 + a2eaxT

L’opérateur cherché est alors Da =
d2

dx2 + (1− 2a)
d
dx + a2

et on a bien eaxDT = Da (e
axT ) .
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3) Pour répondre à la question, il suffit de remarquer que eaxδ = δ
Si T0 est telle que DT0 = δ , on a alors Da (e

axT0) = eaxDT0 = eaxδ = δ
La solution élémentaire de Da est donc eaxT0.
_________________________________________________
15 (Juillet 2003)

Exercice 1 On considère pour tout n ∈ N, les fonctions de la variable

réelle t définies par fn(t) = (1− 4π2t2)n−
1
2 pour |t| < 1

2π et fn(t) = 0
ailleurs. On note Ffn(λ) la transformée de Fourier de fn.
1) Justifier pourquoi les fonctions fn et tmfn sont intégrables pour

tout n et tout m dans N. Conclure ensuite que Ffn est de classe C∞.
2) On pose Zn(λ) = λn Ff(λ), n ∈ N. Montrer que
a) Z

00
n(λ) +

1
λZ

0
n(λ) + (1− n2

λ2
)Zn(λ) =

= λn
h
Ffn(λ) + Ffn(λ)

00
i
+ (2n+ 1)λn−1 Ffn(λ)0

b) Ffn(λ) + Ffn(λ)
00
= Ffn+1(λ).

c) (2n + 1) Ffn(λ)
0
= −λ Ffn+1(λ) , (On pourra commencer par

calculer f 0
n+1).

3)En déduire que Zn est solution de l’équation de Bessel
y00 + 1

xy
0 + (1− n2

x2 )y = 0 .

Exercice 2
Pour tout nombre réel α et tout entier naturel k , on définit

la distribution Tk,α = Y (t)tkeαt.
1) Pour quelles valeurs de p ∈ C la transformée de Laplace L(Tk,α)(p)

existe-t-elle?
2) Soit p ∈ R . Trouver une relation de récurrence entre L(Tk,α)(p) et

L(Tk−1,α)(p), puis calculer L(Tk,α)(p).
3) Applications:

a) Trouver une distribution T vérifiant L(T ) = p
p+1 .

b) Résoudre l’équation de convolution Y (t)tet ∗ T = Y (t) sin(t).
___________________________________________________

Solution
Exercice 1

1) Les fonction fn ainsi que les fonctions tmfn sont intégrables car
elles sont continues et à supports compacts contenus dans |t| ≤ 1

2π . De plus,
Ffn est de classe C∞ car pour tout entier m on a

[ Ffn](m) = F (−2iπx)m fn.
2) Posons Zn(λ) = λnFfn (λ)

a) On a Z0n(λ) = nλn−1Ffn (λ) + λn [Ffn (λ)]0
Z0

0
n (λ) = n(n− 1)λn−2Ffn (λ) + nλn−1 [Ffn (λ)]0+

+nλn−1 [Ffn (λ)]0 + λn [Ffn (λ)]00
= λn [Ffn (λ)]00 + 2nλn−1 [Ffn (λ)]0 + n(n− 1)λn−2Ffn (λ)
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D’où Z 0
0
n (λ) +

1
λZ

0
n(λ) +

³
1− n2

λ2

´
Zn(λ) =

= λn [Ffn (λ)]00 + 2nλn−1 [Ffn (λ)]0 + n(n− 1)λn−2Ffn (λ)+
+nλn−2Ffn (λ) + λn−1 [Ffn (λ)]0 + λnFfn (λ)− n2λn−2Ffn (λ)
= λn

£
Ffn (λ)00 + Ffn (λ)

¤
+ (2n+ 1)λn−1Ffn (λ)0 .

b) Remarquons que fn+1(t) =
¡
1− 4π2t2

¢
fn = fn + (−2iπt)2 fn

D’où [F fn+1] (λ) = [Ffn] (λ) +
h
F (−2iπt)2 fn

i
(λ) = [Ffn] (λ)+ [Ffn]00 (λ)

c) On a f 0n+1(t) = −2iπ (2n+ 1) (−2iπt) fn
et

£
F f 0n+1

¤
(λ) = (2iπλ) [F fn+1] (λ)

D’où (2iπλ) [F fn+1] (λ) = [F (−2iπ) (2n+ 1) (−2iπt) fn] (λ)
= (−2iπ) (2n+ 1) [Ffn]0 (λ)

et par suite λ [F fn+1] (λ) = − (2n+ 1) [Ffn]0 (λ) .
3) Utilisons les résultats de a) , b) et c) pour calculer

Z
00
n(x) +

1
x Z 0n(x) +

³
1− n2

x2

´
Zn, on a

Z
00
n(x)+

1
x Z0n(x)+

³
1− n2

x2

´
Zn = xn

£
Ffn (x)00 + Ffn (x)

¤
+(2n+ 1)xn−1Ffn (x)0

= xn [F fn+1] (x)− xn [F fn+1] (x) = 0 .

Exercice 2
1) Une distribution T admet une transformée de Laplace pour tout

p = x + iy , tel que x > x0 si e−xtT est tempérée pour tout x > x0 .

Soit ϕ ∈ S , on a

Y (t)tkeαte−xt, ϕ

®
=
∞R
0

tkeαte−xtϕ (t) dt . Cette intégrale

converge pour tout ϕ ∈ S dès que α−x < 0 . Par consequent, la transformée
de Laplace de Tk,α = Y (t)tkeαt existe pour tout p = x+ iy tel que x > α.

2) Soit p ∈ R , p > α. On a

LTk,α(p) = hTk,α, e−pti =
∞R
0

tkeαte−ptdt = tke(α−p)t
α−p

i∞
0
+ k

p−α
∞R
0

tk−1e(α−p)tdt

= k
p−α

∞R
0

tk−1e(α−p)tdt .

Ainsi Tk,α(p) =
k

p−α LTk−1,α(p) .
Le calcul de LTk,α(p) est alors évident. On a
LTk,α(p) = k

p−α LTk−1,α(p) =
k(k−1)
(p−α)2 LTk−2,α(p) =·······=

k!
(p−α)k LT0,α(p)

= k!
(p−α)k

∞R
0

e(α−p)tdt = k!
(p−α)k+1 .

3) Application
a) On a LT0,−1(p) = 1

p+1 , et comme Lδ
0 = p , la distribution

cherchée vérifie la relation
LT = LT0,−1(p)Lδ0 = L

£
Y (t)e−t ∗ δ0

¤
.

D’où T = Y (t)e−t ∗ δ0 = δ − Y (t)e−t .
b) Appliquons la transformation de Laplace à l’équation don-

née Y (t)tet ∗ T = Y (t) sin t ,
on a LY (t)tetLT = LY (t) sin t
Comme LY (t)tet = LT1,1 = 1

(p−1)2 et LY (t) sin t = 1
p2+1 , on en déduit
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LT (p) = (p−1)2
p2+1 = 1− 2 p

p2+1 = Lδ − 2LY (t) cos t et T = δ − 2Y (t) cos t .

_________________________________

Janvier 2005
Exercice 1 Soit un réel α > 1 et la suite de fonctions (fn)n

définies sur [0,+∞[ par fn(t) =
nt

1+nαtα .
1) Montrer que fn(t) −→

n
0 pour tout t ∈ [0,+∞[ .

2) En effectuant une étude rapide de la fonction fn sur [0,+∞[ ,
montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que | fn(t)| ≤ M ,
pour tout n ∈ N et tout t ∈ [0,+∞[ .

3) Soit f ∈ L1 ( [0,+∞[) tel que
+∞R
0

f(t)dt = 1.

Dites pourquoi nt
1+nαtα f(t) −→ 0 presque partout sur [0,+∞[

et calculer lim
n−→∞

+∞R
0

1+nt+nαtα

1+nαtα f(t)dt.

Exercice 2 Soit D =
©
(x, y, z) ∈ R3, tels que 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, z ≥ 0

ª
et f(x, y, z) la fonction définie sur D par f(x, y, z) = 1

(1+x2z2)(1+y2z2) .

1) Justifier l’utilisation du théorème de Fubini et calculer
RR

[0,1]×[0,1]
f(x, y, z)dxdy

en fonction de z .
2) Posons θ(z) =

RR
[0,1]×[0,1]

f(x, y, z)dxdy . Montrer que θ(z) est

Lebesgue-intégrable sur [0,+∞[ . En déduire que f est lebesgue
intégrable sur D.

3) En remarquant que f(x, y, z) = 1
x2−y2

³
x2

1+x2z2 −
y2

1+y2z2

´
, calculer

+∞R
0

f(x, y, z)dz en fonction de x et y.

4) En justifiant encore une fois l’utilisation du théorème de Fu-

bini calculer
R
D

f(x, y, z)dxdydz. En déduire que
+∞R
0

(Arctgzz )2dz =

πLog2.
(On rappelle qu’une primitive de Logt est tLogt−t )

Exercice 3 L’espace L2(R) muni du produit scalaire

< f, g >=
+∞R
−∞

f(x)g(x)dx est un espace de Hilbert. Soit Hn , n ∈ N

les polynômes d’Hermite définis par Hn(x) = (−1)n ex
2 dne−x

2

dxn .

1) En observant que dne−x
2

dxn = d
dx

³
dn−1e−x

2

dxn−1

´
et que dn−1e−x

2

dxn−1 =

(−)n−1e−x2Hn−1 , montrer que Hn(x) = 2xHn−1(x)−H 0
n−1(x).
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2) Vérifier que H0(x) = 1 , H1(x) = 2x , H2(x) = 4x2 − 2 ,
H3(x) = 8x

3 − 12x.
3) Soit ϕn(x) = ane

−x2

2 Hn(x) , avec an ∈ R choisi tel que
kϕnk

2
2 = hϕn, ϕni = 1. Calculer ϕn en fonction de an pour

n = 0, 1, 2, 3.
On admet que les ϕn constituent une base hilbertienne de L2(R)

.
4) Soit f(x) = x3e−

x2

2 . Vérifier que f = 1
8a3

ϕ3 +
3
4a1

ϕ1 et en
déduire hf, ϕ1i , hf, ϕ3i et hf, ϕni pour n 6= 1, 3 en fonction de
an.
5) Justifier l’égalité kfk22 = hf, ϕ1i

2
+hf, ϕ3i

2 et en déduire la valeur
de kfk22 en fonction de a1 et a3.

6) Calculer la valeur de kfk22 sachant que a2n =
1

2nn!
√
π
.

–––––––––––––––––––––

Juin 2005
EXERCICE 1 Soit pout tout n ∈ N , les distributions

Tn =
k=nP
k=0

δk et T =
k=∞P
k=0

δk.

1) Soit ϕ ∈ S , espace des fonctions à décroissance rapide; On
rappelle que lim

x−→∞
¯̄
x2ϕ(x)

¯̄
= 0. Montrer qu’il existe N ∈ N tel que

|ϕ(n)| ≤ 1
n2 pour tout n ≥ N.
2) Montrer que Tn ∈ E0 et T ∈ S0.
3) Montrer que Tn −→ T dans S0.

EXERCICE 2 Soit les fonctions

f(x) =

 0 si |x| > 2
1 si |x| < 1

2− |x| si 1 < |x| < 2
et g(x) =

½
0 si |x| > 1

1− |x| si 0 < |x| < 1

1) Dire pourquoi les fonctions f et g définissent-elles des
distributions.

2) Vérifier que f = g ∗ (δ + δ1 + δ−1) ;
3) Calculer les transformées de Fourier Fg(λ) et Ff(λ).
4) Calculer la dérivée f 0(x) au sens des distributions ainsi que sa

transformée de Fourier Ff 0(λ) de f 0. En déduire Ff(λ) . Comparer
avec 3).

EXERCICE 3 Soit l’équation l’équation intégrale :

f(t) = t2 +
tR
0

f(u) sin(t− u)du

1) Ecrire dans D0
+ l’équation de convolution correspondante.
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2) Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre, pour t > o
, l’équation intégrale.

EXERCICE 4
1) Utiliser le calcul symbolique pour calculer l’inverse dans

D0
+ de la distribution T = δ00 + 2δ0 + 2δ.

2) Soit f la solution correspondant aux conditions initiales
f(0) et f 0(0) de l’équation différentielle

(1) f 00(x) + 2f 0(x) + 2f(x) = 0
On note Y f la distribution de D0

+ définie par f . Montrer que
Y f est solution de l’équation de convolution

(δ00 + 2δ0 + 2δ) ∗ Y f = [f 0(0) + 2f(0)] δ + f(0)δ0.
3) Déterminer f dans R+ pour f(0) = 0 et f 0(0) = 2 .
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