COURS METHODES MATHEMATIQUES POUR L’INGENIEUR 2
Cours de filicre MAM, ISTIL deuxiéme année
Ionel Sorin CTUPERCA

Le but de ce cours est d’introduire un outil trés utilisé dans la modélisation mathéma-
tique : les distributions.
Le cours s’adresse en principal a des éléves des écoles d’ingénieurs filiére modélisation ma-
thématique.
La plupart des résultats sont donnés sans démonstration, les détails des preuves étant
données en classe.
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Chapitre 1

Une introduction intuitive a la théorie
de la mesure et a I'intégrale de Lebesque

1.1 La mesure de Lebesque

On va introduire d’abord la mesure de Lebesque qui est en fait un nombre réel positif
(> 0) qu’on associe a “tout” ensemble de IR".
En fait on n’associera a tout ensemble de IR" une mesure mais seulement a certains en-
sembles qu’on peut grouper dans une collection des ensembles appellée tribu de Lebesque.
Mais on evitera les complications mathématiques et on fait comme si on associe une mesure
a tout ensemble de IR". En fait les ensembles auxquelles on n’associe pas de mesure sont
des ensembles qui ne sont jamais utilisés dans les applications (des ensembles qui ne sont
pas intuitives!).

Dans la suite pour tout ensemble X on notera P(X) 'ensemble des parties de X.

Définition 1.1. Soit X un ensemble et soit p: P(X) — [0, +o0] = IR, U {+00}.

On dit que p est une mesure sur X si

a) p(@) =0 (ici @ est 'ensemble vide)

b) Pour toute suite des ensembles {4, }, _pvavec A, C X, Vn € IN et avec A, disjointes
deux a deux (A, NA,, =0, Vn#m)ona:

i (UevAn) = D nlAn).
nelN

Conséquences :
1) Si Ay, Ay, -+ A, C X avec A;NA; =0, Vi#jalors

p(U A) = ZM(Ai)-

En particulier, pour tous A, B C X avec ANB = on a
WA U B) = p(4) + u(B).
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2) Si A,B C X avec A C B alors

pu(A) < p(B)

(car B=AU(B— A) avec AN (B —A) =0 donc u(B) = u(A) + u(B — A). Mais comme
w(B — A) >0, on a le résultat.)
Dans la suite on va s’intéresser a des mesures définies sur I'espace euclidien IR".

Proposition 1.2. (Résultat admis) Il existe une mesure A, sur IR" telle que pour tout
ensemble P du type “pavé ouvert” de la forme

P =ay, by[x]ag, ba|- - - ]an, b,| C IR"
avec —oo < a; <b; < 4o00,1=1,---n, on a
M(P) = (by —ay)(by —ag) -+ (b, — ayn).
Cette mesure \, s’appelle mesure de Lebesque sur IR".

Remarque 1.3. Cette proposition nous donne :

Sin =1 et P =la,b], alors \y(P) = b— a. Dans ce cas la mesure est la longueur du
segment |a, b .

Sin =2 et P =|ay,bi[x]ag, bs[, alors Ao(P) = (by — a1)(by — ag) et la mesure est I’aire du
rectangle |aq, by [Xx]ag, b|.

Sin =3 et P =|ay, bi[x]ag, by[x]as, bs[, alors A3(P) = (by — a1)(bs — a2)(bs — a3) et la
mesure est le volume du parallelipipede Jay, by[x]as, ba[x]as, bs].

Alors la mesure de Lebesque généralise respectivement la longueur, ['aire, le volume des
ensemble en IR, IR, IR® respectivement.

Remarque 1.4. Pour calculer la mesure de Lebesque d’un ensemble quelconque en IR"
il faut décomposer cet ensemble en une union (éventuellement infinie) des pavés et faire
la somme des mesures de chaque pavé. Pour un ensemble arbitraire ceci peut étre assez
complique (par exemple pour un disque dans le plan). On verra plus loin une méthode plus
simple pour calculer la mesure de Lebesque d’un ensemble arbitraire.

Le résultat suivant dit que la mesure de Lebesque de tout singleton est égale a zero :
Proposition 1.5. Pour tout x € IR" on a
An({z}) =0.
Démonstration. voir cours. [
On déduit alors que pour tous a,b € IR avec a < b on a
Ai(Ja, 0]) = Au([a, b)) = Mi([a, b)) = Ai(la, b)) =b—a

(car par exemple |a, b] =]a,b[U{b} donc A;(]a, b]) = A1(Ja, b)) +A1({b}) et on a le résultat
en utilisant le fait que A\;({b}) =0.)
On a aussi :



Proposition 1.6. Si A C IR" est au plus dénombrable (c’est a dire finie ou dénombrable)
alors \,(A) = 0.

Démonstration. voir cours. ]

Exemples :

1. L’ensemble {1,2} est un ensemble de mesure de Lebesque 0 en IR.

2. L’ensemble () des nombres rationels est un ensemble de mesure de Lebesque 0 en [R.
De méme Q" est de mesure de Lebesque 0 en IR".

Question : Y-a-t’il des ensembles de mesure nulle qui ne soient pas au plus dénombrable ?
La réponse est OUI, au moins en IR" avec n > 2, comme il résulte de la proposition
suivante :

Proposition 1.7. Soit A est un segment en IR?, par exemple de la forme :
A =[a,b] x {c} avec a,b,c € IR, a < b. Alors la mesure de Lebesque de A en IR* est
nulle (c’est a dire \ay(A) =0).

Démonstration. voir cours. ]

Ce résultat peut se généraliser au cas d’une courbe arbitraire en IR?, ayant une certaine
régularité (par exemple de classe C! par morceaux). En fait on a le résultat général suivant
(preuve assez difficile) :

Proposition 1.8. Toute variété (avec une certaine régularité) de dimension m < n dans
IR" est de mesure de Lebesque 0 en IR".

Conséquence : Soit 2 C IR" un ensemble ouvert et régulier et 02 sa frontiére. Alors
on a A,(9Q) = 0 (car 9Q est une variété de dimension n — 1 en IR"). Ceci implique
immédiatement : A\, (2) = A\, (€2), ot Q est 'adhérence de 2 en IR".

Définition 1.9. Soit A C IR". On dira qu'une propriété sur A a lieu presque pour tous
x € A (on va noter : p.p. x € A) si ensemble des x € A sur lequel la propriété n’a pas
lieu est un ensemble de mesure de Lebesque nulle.

Exemple : Soit f : IR — IR avec

1 si r=1
flz)=14 2 si r=3
0 si x#1 et ©v#3

Alors f(xz) = 0, p.p. x € IR (car 'ensemble des x tels que f(z) # 0 est {1,3} qui est un
ensemble de mesure nulle).



1.2 L’intégrale de Lebesque

On ne donnera pas la définition exacte de I'intégrale de Lebesque, car ceci demande un
appareil mathématique assez élaboré. On donnera en fait de maniére intuitive cette notion,
en donnant ses propriétés, car elle ressemble a 'intégrale de Rieman.

Dans la suite on va noter IR = IR U {00} = [~o0, +o0]. On utilise les conventions :
0-(+o0) =0 et oo — oo nest pas définie.
“Deéfinition” :

Soit ACIR"et f: A— ]I_% L’intégrale de Lebesque de f sur A (quand elle existe) est un
élément € IR noté [, f(x)d\, ou aussi [, f(z)dz, qui satisfait les propriétés (L1)-(L10)
données ci-dessus.

Les propriétés de 'intégrale de Lebesque sont les suivantes :
(L1) Pour toute constante ¢ € IR on a [, cdx = ch,(A).
Conséquence : \,(A) = [, 1dz.

(L2) (linéarité) : Si fi1, fo: A — IR et oy, a9 € IR alors

[ a0+ st e = [ 7o)+ [ )

(L3) (relation de Chasles) Si A1 N Ay = ) alors

/ fdx = fdx+ fdx.
A1UA Aq Ag

(L4) Si B C IR" avec \,(B) =0et f: B — IR alors

/f

(L5) Si f est 1ntegrable sur A et f(x) = g(z) p.p. © € A alors g est intégrable sur A et
Jaf(@)de = [, g(x

Consequence.& f( )—Opp z € Aalors [, f(z)dz =0.

(L6) (intégration des inégalités) Si f(x) < g(x ) p p.x € Aalors [, f(z)de < [, g(x

(L7) Sif(z)>0ppareAet [, f()dx:Oalorsf()—OpprA

(L8) (inégalité triangulaire) UA ydz| < [, |f(z)| da.

(L9) Soit Q C IR" ouvert et f : Q — IR une fonction continue par morceaux (c’est a

dire : il existe une partition Ay, As--- A, de Q telle que f soit continue a l'intérieur A;
de chaque A;). Alors f est intégrable Lebesque sur ) si et seulement si f est intégrable
Riemann sur €2 et en plus on a

[ 1@ = [ 1w

ol la deuxiéme intégrale désigne l'intégrale de Riemann sur €) et cette intégrale s’écrit
encore



Remarque 1.10. Donc dans la “plupart” des cas rencontrés dans les applications, [’inté-
grale de Lebesque et celle de Rieman coincident.

Exemple 1. Soit f: ] —1,400[— IR donnée par

) ={
1 1 5

1 00 -

Exemple 2. (exemple de fonction intégrable Lebesque et non-intégrable Rieman)
Soit f :]0,1[— IR donnée par

si x € [-1,1]
si xe[l,+oof (1.1)

-

Alors

1 si zeQnlo,1

f(@—{o S ze(R-Q)no1f (1.2)

ol () désigne 'ensemble des nombres rationnels. D’un exemple précédent on sait que la
mesure de Lebesque de @ (donc de Q N0, 1[) est nulle, donc on a f(x) = 0 p.p. x €]0, 1]
donc de la Conséquence de L5) on déduit que f est intégrable Lebesque et que

fdiy =0.

10,1]
D’autre part il est bien connu que la fonction f n’est pas intégrable au sense de Rieman.
Ceci semble contredir la propriété L9) mais la fonction f n’est continue en aucun point,
donc la propriété L9) ne s’applique pas.
L10) (Théoréme de convergence dominée de Lebesque) Soit A C IR", { fy}, v une suite
des fonctions f, : A — IR intégrables Lebesque sur A et f une fonction f : A — IR. On
suppose que
i) fr(x) — f(x) pour k — 400, p.p. x € A (convergence simple)
ii) : 1l existe g : A — IR fonction Lebesque integrable avec g(z) > 0, p.p. x € A telle que

|fi(z)| < g(z), pp xeA VkelN.

Alors f est integrable Lebesque sur A et en plus

/fk(x)da:ﬁ/f(x)dx, pour k — +4o00.
A A

On finit cette section en remarquant que la notion d’integrabilité Lebesque s’étend de
maniére naturelle a des fonctions f : A — C avec C l'ensemble complexe : si f = f1 +ifo
avec f1, fa: A — IR et i = v/—1, on dit que f est integrable Lebesque si et seulement si f;
et fo sont integrables Lebesque. En plus on a :

Sy fdhy = [, frdr, +i [, fad), et aussil'inégalité triangulaire :
NG EIALGES



1.3 Les espaces de Lebesque

Soit €2 C IR" un ouvert et p un nombre tel que 1 < p < +o00.
Cas1l) 1<p<+o0.
On définit 'ensemble

LP(Q) ={u:Q— C, /Q |u(z)P dx < +o00}.

avec aussi la convention qu’on “ne distingue pas” deux fonctions qui sont égale presque
partout.

Par exemple, la fonction u définie sur IR qui est égale partout a zero sauf dans un point o
elle vaut 1, est considérée comme 1’élément zero de LP(IR) (on confond cette fonction avec
la fonction 0).

La raison de cette convention supplémentaire est le fait que nous voulons que LP(£2) soit

un espace de Banach muni de la norme ||u||z»q) = UQ lu(z) P dx} "7 Alors il doit satisfaire
une propriété essentielles : |lul|zr@) =0 = u = 0; si u est tel que ||u||r) = 0 alors
en utilisant L7) on déduit v = 0 mais pas nécessairement partout sur €2 mais seulement
p.p. x € §2; c’est pourquoi on doit confondre toute fonction égale presque partout a zero
avec la fonction zero.
En fait la définition complete de LP(2) est plus compliquée et elle fait appel a la notion
de classes d’équivalence.

Cas 2) p=+oc.
On définit

L) ={u:Q—C, Ja>0, |u(z)] <a, pp.z e}

avec la méme convention : on confond les fonctions égale presque partout.

Il est facile de voir que toute fonction bornée est un élément de L*°(Q2). Un exemple de
fonction non bornée qui est dans L>(2) est la fonction définie sur IR et qui vaut 0 partout,
sauf dans les points n € IN* ou elle vaut n. La propriété de la définition est vraie pour tout
a > 0; en fait on confond cette fonction avec la fonction nulle.

L’ensemble L>(£2) est aussi un espace de Banach muni de la norme

|ullLe) = inf{a > 0, |u(z)] < a, pp. x € Q}. Cette derniére quantité s’appelle le
suppremum essentiel de |u| et le plus souvent il n’est autre que sup,cq |u(x)|.



Chapitre 2

La théorie des distributions.

2.1 Introduction

Une distribution est une sorte de “fonction généralisée” et elle est introduite pour mo-
déliser des phénomeénes ot les fonctions habituelles ne sont pas trés pratiques a utiliser.
Commencons par 'exemple suivant : supposons qu’on a un signal physique d’une treés
grande intensité sur une region trés petite dans l'espace (par exemple une charge élec-
trique trés concentrée dans un petit voisinage d’un point, et nulle ailleurs; c’est ce que les
physiciens appellent une charge ponctuelle). Supposons que la quantité totale de charge
est connue, égale par exemple a 1. Nous pouvons considérer une densité de charge (pour
simplifier on suppose que la charge est en dimension 1 et qu’elle est concentrée autour du
point 0) qui sera une fonction p : IR — IR telle que

" grande” st x € "petit” intervalle autour de 0
px) = :
0 ailleurs

mais de tel sorte que [fp p(x)dz = 1.
On peut donner comme exemple d’une telle densité la fonction

{ noosiow€ [~ L] (2.1)

P (sc) - 0 sinon

avec n un nombre trés grand, qui peut étre en général assez mal connu (difficile de savoir
dans un cas donné si on a n = 1000 ou n = 1200, etc..).
On aimerait avoir une limite, pour n — +oo d’une telle fonction.

Le physicien P. Dirac a introduit et utilisé une fonction 6 : IR — IR qui est vue comme
un sorte de “limite” pour n — +oo de la fonction définie en (2.1). La fonction d (appellée
aussi la fonction de Dirac) est telle que

1. 6(0) = 40

2. §(x) =0, VYax#0



3. JRpo(x)de =1.
L’existence d’une telle fonction contredit la théorie de la I'intégration au sense de Lebesque,
car de la propriété 2. on déduit 6 = 0 p.p. x € IR donc fR d(x)dr = 0 ce qui est en
contradiction avec 3.
On introduira une limite de la fonction p définie en (2.1) qui sortira du cadre des fonctions ;
¢a sera une distribution.

Un exemple dans I’électrostatique.
Supposons qu’on a une charge électrique qui occupe un volume Q C IR® et qui est donnée
par une densité de charge p: Q — IR.
Dans la réalité une telle fonction est assez mal connue (on ne peut disposer que des ap-
proximations) car aucun appareil de mesure ne peut nous donner la valeur de p dans un
point = de €2. Ceci parce que tout appareil ne peut mesurer que 'effet produit sur lui par les
charges situés dans un voisinage de ce point. En plus il y a une infinité des points x € €.
En fait I'experimentateur accéde indirectement a la densité de charge p(z) par ses pro-
priétés, c’est a dire, en mesurant non pas p(z) mais des quantités physiques importantes,
faisant intervenir p, comme par exemple :

1. La charge totale

Q= /Qp(w) dx

2. La charge dans un sous-domaine w de {2

(donc on peut noter @ = Qq)

3. Le potentiel dans un point a € IR® :

1
V= / plr)
dmeg Jq |r — al

avec €y une constante physique, ou | - | désigne la norme euclidienne d’un vecteur.

Ce sont en fait des quantités du type

[ parela) da (2:2)
Q

avec ¢ : () — IR données par exemple par
p =1 pour @
¢ =1, pour Q,

1 1
P = Tneg o] POUT Va.
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On pourrait considérer de maniére théorique toutes les intégrales du type (2.2) pour "toute"
fonction .. Il est alors naturel d’introduire une application

T, : "un ensemble des fonctions test" — C

T,(p) = / p(@)p() dr, Vi

Théoriquement, si on connait toutes les intégrales du type (2.2) pour tous ¢ alors on “aurait
suffisament d’information” por caractériser p, donc 7, est une autre maniere de se donner
p; ceci a condition d’avoir :

P1 7é p2 — Tp1 #Tpg

(on va détailler ceci ultérieurement).
Dans la suite on introduira de maniere rigoureuse des applications plus générales que T},.

2.2 L’espace D(f2) des fonctions test

Partout dans ce cours, ) désigne un ouvert dans IR".

Définition 2.1. Soit ¢ : @ — C (C désigne 'ensemble des nombres complexes) une
fonction continue. On appeélle support de ¢ (notation supp(yp)) 'adhérence en IR" de
I'ensemble  {z € Q, ¢(z) # 0} (I'ensemble de non-annulation de ).

Le support est toujours fermé. On pourrait travailler aussi en IR, mais on prefére C
(plus général).
Notation : On note par C§°(2) ou encore D(2) 'ensemble des fonctions ¢ : 2 — C
(IR si travail en IR) indéfiniment diérivables et a support compact et inclus en (.
Notation : Pour tout o € IN', o = (o, 2, -~ ), ¢; € IN, Vj = 1,---n on utilisera la
notation
D% = ¢ si a=(0,---0)

. ol

L T e
ol on a noté |a| = oy + -+ .
Quelques exemples fondamentaux : (voir cours pour d’autres exemples)
Exemple 1.
La fonction constante 0 est toujours un élément de D(£2), car son support est 'ensemble
vide qui est considéré comme un compact inclus dans tout ensemble.
Exemple 2.
On considére n = 1 et 2 = IR. On introduit la fonction 6, : IR — C' définie par

5 (2.3)

sinon

1

[ exp () si lz] < 1

Il est evident que I'ensemble de non-annulation de 6, est I'intervalle | — 1,1[, donc on a
supp(0;) = [—1,1]; le support est donc un compact inclus dans IR. On montre aussi que
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6, est indéfini dérivable (voir cours) donc 6, € D(IR).
Exemple 3.
Soit €2 ouvert en IR". Soit a = (a1, a9, - a,) € 2. Comme € est ouvert, il existe € > 0 tel

que
n

H[ak — €, Qg —|—€] c Q.
k=1

On considére la fonction ¢ : IR" — C' définie par

V(s 0) = 0y (‘”1 ‘C”) 0, (‘”2 ‘a2) o (xn—an) |
€ € P

Il est facile de voir que ¢ est un élément de D(IR"). Si on voit 1) comme une fonction
définie sur €2 (en la restreignant a €2) alors on a aussi ¢ € D(Q).

(Question : qui est le support de ¢ ?)

Conséquence : L’ensemble D(2) ne se réduit pas a I’élément 0.

Exemple 4.

Si f € DQ) et g e C°€) alors fg € D(Q) (c’est évident : fg € C>(Q) et en plus
supp(fg) C supp(g) ; donc comme supp(g) est compact supp(fg) est compact aussi).

Cet exemple donne une maniére de construire "beaucoup" des éléments de D(€2) si on en
connait un seul ; exemple : x6;(x), sin(x)f;(x) ete.. sont des fonctions dans D(IR).

Proposition 2.2. Toute combinaison linéaire des éléments de D(Q2) est encore un élément
de D() (c’est a dire : Vo, a0 € C, Y1, € D(Q) on a ajpr + asps € D(N) ).

Preuve : voir cours.
Cette proposition nous dit en fait que D(2) est un espace vectoriel complexe (réel si
on travail en IR), vu comme un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel complexe des
fonctions définies sur 2 a valeurs en C, avec les opérations addition ” +” et multiplication
par des scalaires ” -7 habituelles :

(o1 + p2)(x) = r1(z) + p2(x), Vo1, p2 € D(Q), V2 eQ

A-@)(x)=A-p(x), YAEC,VpeDQ), VaeQ.
Dans la suite on introduira une topologie sur D(£2), c’est & dire, un fagon de dire qu’une

suite des éléments de D(2) est “proche” d’'un élément de D(12).

Définition 2.3. Soit {,} . v une suite des éléments de D(Q2) et € D({2). On dit que
v, — ¢ au sense de D(§2) (on sous-entend que pour p — +00) si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

1. Il existe un ensemble compact K fixe, indépendant de p, avec K C €2 tel que
supp(p,) C K, Vp € IN et aussi supp(p) C K.
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2. Pour tout multi-indice v € IN" la suite {D%p,} _py converge uniformément sur K
vers D%p, c’est a dire

sup | D%p,(z) — D%@(z)| — 0  pour p— 400
rzeK

Remarque 2.4. Ceci est une topologie plus compliquée que sur un espace de Banach X
ot on a stmplement

T, — x  sietseulement si ||z, —z||x — 0 pour p— +o0.

2.3 La notion de distribution

Définition 2.5. On appelle distribution sur (2 toute application linéaire et continue
de D(Q2) dans C'; c’est a dire, une application T : D(2) — C est une distribution sur €2 si
elle satisfait les deux conditions suivantes :

1.
T(Br1 + Papa) = 1T (p1) + BT (p2), YV Pr1,02€ C, V1,02 € D(Q)

2

(linéarité)

2. Pour toute suite {gop}peﬂv C D(Q2) telle que ¢, — 0 au sense D(2) on a T'(¢,) — 0

dans C' (continuité)

Notation : On notera dans la suite par D’'(§2) ’ensemble de toutes les distributions sur
2. On dit aussi que D'(Q2) est le dual de D(12).
Notation : On utilisera dans la suite la notation plus commode < T, ¢ > (crochet de
dualité) au lieu de T'(p), pour toute distribution 7" € D'(2) et tout élément ¢ € D(Q2) (on
appellera ¢ fonction test pour la distribution 7).

Nous donnerons pour l'instant deux exemple fondamentaux des distributions.
Le résultat suivant introduit les distributions du type Dirac.

Définition 2.6. Soit a € €2 et considérons 'application ¢, : 2 — C' définie par
< g, >=(a), V¢ e D).
Alors ¢, est une distribution sur €2 appellée distribution de Dirac en a sur ().

Preuve du fait que 9, est une distribution : voir cours.
Notation : Si 0 € € on notera dyg par J ; cette distribution s’appellera simplement distri-
bution de Dirac sur ().

Avant de donner le deuxiéme exemple fondamental des distributions on rappeélle quelques
notations trés utilisées :
Notation : On note C(Q2) 'ensemble des fonctions continues sur 2. Pour tout k£ € IV
on note C*(Q) 'ensemble des fonctions dérivables jusqu’a lordre k sur € avec toutes les
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dérivées continues (une fonction u est dérivables jusqu’a 'ordre k si D*u existe pour tout
a € IN* avec |a| < k) ; remarquons que C°(Q) = C(Q).
Notation : Pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < +00 on note

Lq

loc

(Q) ={u:Q— C, pour tout compact K C 2 ona ue LK) (donc / lu(x)]|?dx < 4+00)}
K

Remarque 2.7. 1.
LY(Q) c L ()

loc

C(Q) C Lo ().

(preuves faciles laissées en exercice!)

Exemple : u: R — C, u=1.0nau € L}, (IR) mais u ¢ L'(IR).
(voir le cours pour d’autres exemples.)
Le deuxiéme exemple fondamental des distributions est le suivant :

Définition 2.8. Pour toute fonction u € L}, () on définit la distribution 7,, de la maniére
sulvante :

< Ty, >= / u(z)p(x)de, Vo e D).
Q
La distribution T, s’appelle distribution réguliére associée a u.

Preuve du fait que T, est une distribution : voir cours.
On a le lemme fondamental suivant :

Lemme 2.9. Siu € L, .(Q) est tel que

/Qu(x)go(x) =0 Vo € D(Q)

alors u =0 p.p.
(voir cours pour une preuve dans le cas particulier u continue)

Remarque 2.10. Le lemme peut s’ennoncer de la maniere équivalente suivante :
T,=0 = u=0.

Le but de ce qui suit est de justifier le fait que toute fonction qui est dans L}, peut
étre vue comme une distribution.
On introduit 'application suivante :

G: L, (Q) —D(Q) donnéepar G(u)=T, VYucL,. ().

L’application G associe a chaque fonction u sa distribution réguliére. Alors G(Lj,.(2)) n’est
autre que [’ensemble des distributions régquliéres.
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Théoréme 2.11. a) G est un isomorphisme entre L}, .(Q) et G(L,.(Q)).

loc

b) G n’est pas surjective (donc G(L},.(Q)) C D'(Q)).

Preuve : voir cours (remarquer que linjectivité G est une conséquence immédiate du

Lemme 2.9). En particulier on démontre b) en montrant que les distributions de Dirac ne
sont pas dans des distributions régquliéres.
L’intérét de ce resultat est le fait qu’on peut “identifier” les deux espaces L) .(Q) et
G(L},.()) en identifiants en fait chaque fonction u € L}, () a sa distribution réguliere T,.
Donc on va dire par abus de language que u est une distribution en pensant en fait a T,,.
On aura alors (en utilisant toujours cette identification) L}, .(Q) C D'(2)). (C’est analoque
a l'inclusion IR C C' ou on identifie chaque nombre réel z au nombre complexe = + 07).
C’est dans ce sense qu’on peut dire que les distributions généralisent les fonctions : une
fonction localement intégrable est un cas particulier de distribution. De la preuve de b)
Théoréme 2.11 on déduit que les distributions de Dirac ne sont pas des fonctions.

On a 'analogue suivant de la Proposition 2.2 :

Proposition 2.12. Toute combinaison linéaire des éléments de D'(S2) est encore un élé-
ment de D' () (c’est a dire : Yoy, € C, VT, T, € D'(Q) on a anTi + anTy € D'(Q)).

Preuve : voir cours.
Cette proposition nous dit en fait que D’(2) est un espace vectoriel complexe (réel si
on travail en IR), vu comme un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel complexe des
applications de D(2) dans C, avec les opérations addition ” +” et multiplication par des
scalaires ” -7 habituelles :

<T+Th,p>=<Ti,p>+<Ty, p> VT, T, €D (Q), VYoeDQ)

<AT, p>=A<T, o> VAXe€C VT eD(Q), Vo e D).

2.4 Convergence dans D’'(2)

On définira une convergence des suite dans D’(£2) (une topologie).

Définition 2.13. Soit {7} } _ v une suite des éléments de D'(Q2) et T' € D'(€2). On dit que
T, — T en D'(2) (on peut dire aussi : au sense des distributions en €2) pour p — +oo si

<T,, op>—<T, o> pourp— +oo, VYVeoeDQ).
Exemple : Considérons la suite des fonctions : f, : IR — C,

£ si |z] < 119

wa={8 2.5)

avec p € IN*. Tl est facile de voir que f, € L}, (IR) (on a méme f, € L'(IR)). Alors f, peut

loc
étre vue comme une suite des distributions sur IR (on pense a 7%,). On se demande si’il y
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a une limite au sense des distributions de f,,.
On a le calcul suivant : pour toute ¢ fixée et arbitraire en D({2) on a

1/p
D
<Tyo>= [ f@eds =1 [ ple)de = pla,)
IR 2 -1/p
avec a, € ]—%, %[ (nous avons utilisé le théoréme de la moyenne : ff f(x)dx = (b—a)f(&)

avec & € a, b, pour toute fonction continue f). Comme |a,| < % nous avons a, — 0 pour
p — 400 et par continuité de ¢ on a ¢(a,) — ¢(0). On déduit alors

<Ty, p>—= p(0) =< 0,9 >

donc par définition
Ty, »=0

ce qui s’écrit plus simplement (en “confondant” T et f,) : f, — d au sense des distributions
D'(IR).

Cet exemple est important car il donne un sense rigoureux a la fonction ¢ introduite
de maniére empirique par les physiciens (voir début paragraph 2.1). Donc la limite pour
de tels fonctions comme celle donnée dans ’exemple ci-dessus sera une distribution.

Pour d’autres exemples, voirs cours

2.5 Dérivation des distributions

On veut définir la dérivée d’une distribution, de telle maniére que si en particulier cette
distribution est une fonction de classe C! alors la dérivée au sense des distributions soit
tout simplement la dérivée au sense habituel.

Plus précisément, on veut : %(Tu) =T o si u € CH(Q). Faisons ceci dans le cas plus

simple o € est un intervalle ouvert inclus dans IR. Soit u € C'(2). Alors pour tout
¢ € D(Q) on aurait :

<) 0> =< Tup>= [ w(@hpla)de = [ ulo)g'(0)do -+ fudlz=,
Q Q
(on a utilisé 'intégration par parties). La derniére expression est égale a zero, car ¢ € D(),
ce qui nous donne

<(T.),p>=—<T,¢ > VeeD)

On va prendre cette derniére relation comme définition de la dérivée pour toute distribu-
tion 7. Il y a un calcul analogue pour la dérivation a un ordre k& € IN® arbitraire (faire
plusieurs intégrations par parties successivement). Il est donc naturel d’avoir la définition
suivante :
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Définition 2.14. Soit T € D'(2) et a € IN". On appelle dérivée a l'ordre « de T
alelr

(on peut ajouter : au sense de distributions) la distribution sur 2 notée DT" ou 5—ar— ==
1 n

définie par
< DT, ¢ >=(-1)ll < T, D% >, V¢ ecDEQ). (2.6)

On admet que 'égalité (2.6) définit bien une distribution sur €.
Remarque : On peut dériver toute distribution et a4 n’importe quel ordre, le résultat
étant encore une distribution. Ceci, contrairement a ce qui se passe pour les fonctions.
Cas particulier : Pour tout i € {1,2---n} on a

or 0
< g0>:—<T,—(’0
8%-

D(Q2).

Notation : Si n = 1 on va noter les dérivée d’une distribution 7" par 7/, 7", 7@ ... T®

exactement comme les dérivées classiques d’une fonction a une variable (on utilise la conven-
tion habituelle 7® = T'). On a donc pour tout k € IN :

<T® p>= (-1 <T,o% > VyecDQ).
Exemple : Soit () intervalle ouvert inclus dans IR et u € C*(Q) avec k € IN. Alors on a :
(T)® =T, .

(donc pour une fonction de classe C* la dérivée k fois au sense des distributions se confond
avec la dérivée k fois au sense habituel).
Peuve :

TP, o> = (~1F < Ty, o* > = (~1)" /

upt = (—1)k_1/u'<pk_1 = /ukgo =<T,m, ¢>
Q Q Q

(on a appliqué k fois l'intégration par parties et a chaque fois le terme “frontiére” est égal
a zero, car p € D(Q)).

Ce résultat se généralise en dimension quelconque :
Exemple : Soit ) ouvert en IR" et u € C*(Q) avec k € IN. Alors on a

D(T,) = Tpey, VYV aeIN" avec |af <Ek.

Peuve : On fera la preuve pour D® = -2 pour un a général le résultat se démontre

ox;
facilement par reccurence.

0y ou
dr = dr — i do.
o, x i axigp T /8(2 wpv; do

(nous avons appliqué la formule de Green, le dernier terme étant une intégrale sur la
frontiére de €); v; désigne ici la ¢ - éme composante du vecteur v qui est le vecteur normal

<

0 B dp
8xi(Tu)’ o >=—<Tu, 8—%>——/Qu

17



a 0f) orienté vers l'exterieur de €2). Comme ¢ € D(2) 'intégrale sur 0N est égale a zero et
on obtient :

<

ZT; ox;

P (Tu),gp>:<Taaiu,<p> donc
ZT; T

Dans toute la suite du cours on appelle fonction de Heaviside la fonction H : IR — C
définie comme la fonction indicatrice de l'intervalle [0, 4+o00], donc

H(z) =

{1 si x>0 27)

0 si z <0

Il est évident que H € L, (IR) donc H peut étre vue comme une distribution sur IR.

Exemple : Calculons la dérivée au sense des distributions de H (c’est a dire, calculons
(Tg)'). Pour toute ¢ € D(R2) on a

< (Ta), p>=- /]R H(z)y' (@) do = — / " @) de = p(0).

ce qui nous donne

(T) = (2.8)

(on peut dire aussi : H' = § au sense des distributions sur IR).
On peut définir un opérateur D® qui associe a toute distribution 7' la distribution
D*T'. On a les propriétés suivantes de cet opérateur :

Proposition 2.15. Pour toute T' € D'(2) et tous o,y € IN* on a
D*(D'T) = DY(D“T) = D*"T.
Preuve : Exo facile.

Proposition 2.16. (linéarité de D*) :
L opérateur D™ est linéaire, c’est a dire :

DY(BiTh + BoT3) = 1 DTy + 3o DTy, V51,0, € C, VT1, Ty € D'(Q).
Preuve : voir cours.

Proposition 2.17. (continuité de D*) :
Soit T, — T dans D'(2) pour p — +oo et a € IN". Alors

DT, — DT dans D'(Q) pour p — +oo.

Preuve : voir cours.
Exemple : voir cours.

18



2.6 Produit entre une fonction C'°° et une distribution

On définira le produit entre une fonction C'* et une distribution de telle maniére que
si la distribution est une fonction localement intégrable, le résultat soit le produit habituel
des fonction.

On voudrait donc : si u € Lj,.(Q) et g € C=(Q) alors g - T,, = T,,. On aurait alors pour
tous ¢ € D(Q) :

< g-Ty, o >=<Tg, <,0>:/gucpdx:<Tu7 gp > .
Q

Il est alors naturel de donner la définition suivante :

Définition 2.18. Soit g € C*(Q) et T' € D’'(2). On définit le produit de g par T noté
g - T comme la distribution définie par

<g-T, op>=<T, gp>, VYpeD).

FExo : montrer que g - T est bien une distribution.
Conséquences immédiates :
-Siue L} (Q) alors g T, = T,
-Si f,ge C®(Q) et T € D'(Q) alors f-(g-T)=(fg) T
-Si g = constante = X alors g - T = AT (c’est le produit entre le scalaire A et T'; par
exemple 1 -7 =T).
Exemple : Soit a € Q et g € C(Q2). Alors

g6, = g(a)de.

(produit entre le scalaire g(a) et la distribution d,).
Preuve : voir cours.
Conséquence : en D'(IR)onax-§ =0

Proposition 2.19. Sig € C®(Q) et T € D'(Q) alors

B 9y oT

(en dimension 1 cela devient : (g-T) =g -T+g¢g-T').

Preuve : voir cours.
Exemple : En D'(IR) on peut calculer facilement z -0’ de la maniére suivante (sans passer
par des fonctions test) :

(x-0)=a"-0+ax-0=0+x-0"
Comme z - § = 0 donc (z - )" = 0 on déduit

x-d = —0.
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2.7 Primitives des distributions en dimension 1

Dans cette partie on va étendre la notion de primitive des fonctions a des distributions
(on se limitera & la dimension 1 uniquement).
Dans toute la suite de ce paragraph on va supposer que {2 est un intervalle ouvert de IR
que nous noterons I. On a I =la, b avec —oo < a < b < +00.

Définition 2.20. Soit 7' € D'(I). On dit que U € D’'(I) est une primitive de T sur [ si
on a l’égalité
U' =T au sense des distributions D'([).

Exemple : Si f est une fonction continue sur I et F' en est une primitive au sense classique
alors F' est aussi une primitive au sense des distributions, c’est a dire : la distribution T
est une primitive de la distribution T (car (Tr) = Tp = T¥).

Exemple : On a comme conséquence de (2.8) que H est une primitive de § sur IR.

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.21. a) Les seules primitives au sense des distributions sur I de la fonction
0 sont les fonctions constantes.

b) Toute distribution T € D'(I) admet au moins une primitive U € D'(I). En plus toute
primitive de T est de la forme U + M avec M wune fonction constante (donc on n’a pas
Uunicité de la primitive, on a unicité a une constante additive pres).

Preuve : voir cours.
Exemple : On a vu que sur IR la fonction H est une primitive (au sense des distributions)
de 0. Alors I'ensemble des primitives de 0 est ’ensemble des toutes les distributions de la
forme H + M avec M constante.
Utilité des primitives : résoudre des équations différentielles avec des données et incon-
nues distributions (voir TD).
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Chapitre 3

Convolution des distributions et
applications a la résolution des
équations différentielles

Le but de ce chapitre est d’étendre la notion de convolution (connue pour les fonctions) a
des distributions et montrer comment cette notion s’utilise pour la résolution des équations
différentielles.

3.1 Support d’une distribution

3.1.1 Support d’une fonction

Nous rappellons que pour une fonction continue on avait définit son support comme
I’adhérence de ’ensemble de non-annulation de la fonction. On donnera dans la suite la
notion de support pour toute fonction définie sur IR.

Définition 3.1. Soit f : IR" — C une fonction. On appelle ouvert d’annulation de f,
noté O(f), le plus grand ouvert de IR" sur lequel f = 0 presque partout. Autrement dit,
O(f) est un ensemble ouvert tel que :

f=0p.p.sur O(f),

pour tout ouvert U C IR" tel que f =0 p.p. sur U on a U C O(f).
On admet qu'un tel ouvert O(f) existe et est unique et qu’il peut aussi s’écrire comme
I'union des tous les ouverts w de IR" tels que f =0 p.p. sur w, c’est a dire :

O(f) = Upeaw
ou A ={w ouvert C IR" tels que f=0 pp. sur w}.
Exemple : O(H) =] — 00,0].
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Définition 3.2. Soit f : IR" — C. On appelle support de f (noté supp(f)) la comple-
mentaire sur IR" de O(f), donc

supp(f) = IR" — O(f).

Exemple : supp(H) = [0, +o0].
Cas particulier : Si f est une fonction continue on doit, pour la cohérence, retrouver la
définition du support donnée en Définition 2.1. En effet on a :
si f est continue alors le support de f est l'adhérence en IR" de l’ensemble de non-
annulation de f.
Preuve : voir cours.

3.1.2 Définition du support d’une distribution

Dans toute la suite du cours, si on a w C  C IR" avec w et ) des ensembles ouverts,
alors toute fonction ¢ € D(w) peut étre vue comme une fonction appartenant a D(€2) en
la prolongeant simplement par 0 sur 2 — w.

Définition 3.3. Soit 7' € D'(IR") et 2 ouvert en IR". On dit que 7" est nulle sur  (on
écrit : T'= 0 sur Q) si
<T, p>=0 VeeDQ)

(on peut écrire de maniére équivalente :
<T, p>=0 VeeDR") telque supp(p) C )

La proposition suivante nous dit qu’une fonction est nulle (p.p.) sur une ensemble si et
seulement si elle est nulle comme distribution sur cet ensemble :

Proposition 3.4. Soit u € Lj,.(IR") et Q C IR", Q ouvert. Alors
u=0 pp. sur Q@ < T,=0 sur Q.

Preuve : voir cours.
Exemple : Ty = 0 sur tout Q ouvert tel que 2 C| — 0o, 0[. Dans la suite on généralise
aux distributions les notions d’ouvert d’annulation et support.

Définition 3.5. Soit 7' € D'(IR") une distribution sur R". On appelle ouvert d’annula-
tion de T, noté O(T), le plus grand ouvert de IR" sur lequel 7' = 0. Autrement dit, O(T)
est un ensemble ouvert tel que :

T =0 sur O(T),

pour tout ouvert U C IR" tel que T'=0sur U on a U C O(T).
On admet qu’'un tel ouvert O(T') existe et est unique et qu'’il peut aussi s’écrire comme
I'union des tous les ouverts w de IR" tels que T'= 0 sur w, c’est a dire :

O(T) - UwGAW

ot A= {w ouvert C IR" tels que 7' =0 sur w}.
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Définition 3.6. Soit 7' € D(IR"). On appelle support de T la complementaire sur /R"
de O(T'), donc
supp(T) = IR" — O(T).

Exemple : Soit a € IR". Alors O(6,) = IR" — {a}. On déduit : supp(d,) = {a}.
Preuwve : voir cours.
On démontre trés facilement (FEzercice) le résultat suivant :

Proposition 3.7. Soit u € L, .(IR"). Alors

supp(T,,) = supp(u).

On utilisera dans la suite du cours la notation suivante :
Notation : £'(IR") = 'ensemble des distributions sur /R" & support compact.
Exemples :
b €E'(IR") VaelR"

Ty ¢ E'(IR).

3.2 La convolution des distributions

Rappellons d’abord la notion de convolution de deux fonctions :

Définition 3.8. Soient f,g : IR" — C' deux fonctions. On appelle (quand elle existe)
convolution de f et g (notée f * g) la fonction f * g : IR" — C' donnée par

(f*9g)(x / flz —1t)g(t)dt YV € IR".

Remarque : Assez souvent la convolution existe uniquement presque partout sur IR".

l( 27

Proposition 3.9. L’opération “x” est commutative, c’est a dire :

fxg=gxf.

Preuve : voir cours.
Le but de ce qui suit est d’étendre la convolution & des distributions. Comme pour les
autres opérations, on veut donner un sense a 1T x S, ot 1" et S sont deux distributions sur
IR". On veut en méme temp que si 7" et S sont des fonctions (donc T' = Ty et S = T, avec
f,g € L. .(IR")) alors la convolution soit la convolution des fonctions comme celle définie
en Définition 3.8. On veut donc : Ty * T;, = T},,. On aurait le calcul formel suivant pour
une fonction test ¢ € D(IR") arbitraire :

<TpxTy, p>=<Tpy, ¢p>= /an(f * g)(@)p() dv = / o flx=t)g(t)p(z) du dt.
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Nous faisons le changement de variable x = y + t donc dx = dy, ce qui donne

Ty Ty, o> = /]Rn /Rn F(9)a(Oply + 1) dy dt = /ZRn 0 [ /]Rn g(Dely + 1) dy| dt.

On peut écrire alors
<Tp*Ty, o >=<Tf, <Ty, (y+1t) >>.

Il faut comprendre cette relation de la maniére suivante : la distribution 7 s’applique a la
fonction test qui a tout t € IR" associe p(y +t) (y fixé ici). Ensuite < T}, p(y + ) > est
une fonction test (dépendant de y) pour la distribution 7.

On écrit ceci souvent sous la forme

<TpxTy, p>=< (Tf)yv < (Tg)ta oy +1) >>.

ot la notation (77y), signifie que la distribution T s’applique & une fonction test dépendant
de la variable y. On peut montrer facilement qu’on a aussi

<TyxTy, o >=<(Ty), < (Ty)y, oy +1t) >>.

Nous allons utiliser ces formules comme définition générale de la convolution pour deux
distribution.
On a besoin du résultat suivant :

Lemme 3.10. (Admis!)
Soit T € D'(IR") et ¢ € D(IR"). Alors l’application

reR"—< (1), ¢(zr+y) >C

est une fonction appartenant o C*°(IR").
Si en plus T € E'(IR™) alors cette application est un élément de D(IR"™).
En plus on a

a —
8;@ v 83:1 14

Exemple : Soit a € IR" et T = ¢,. Alors 'application

< (T)y, oz +y) >=<(T) (x+y)>.
r€R" — < (0,)y, 0(x+y)>= ¢(r+a) €C

n’est autre que 7_,¢ (la translatée de ¢ par —a, vu en TD). On sait que 7_,p € D(IR").

Exemple : Soit u € L}, (IR") et considérons T, la distribution réguliére associée a u.

L’application du Lemme 3.10 devient
€ R — < (Tu)y, ol +y) >= /Bn u(y)e(z +y)dy € C(R").
Si en plus le support de u est compact alors cette application est un élément de D(IR").
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Définition 3.11. Soient T',S € D'(IR") tels qu’au moins l'une des deux distributions est
a support compact (donc 7' € &'(IR") ou S € &'(IR")). On appelle convolution de T’
et S (notée T * S) la convolution sur /R" définie par

{Soit <Tx*S, p>=<(8)s <(T)y, elx+y)>> si T e&'(R") (3.1)

Soit < T*S, p>=<(T)s, <(9),, px+y)>> si Sec&(R"

On admet que ces relations définissent dans chaque cas respectif une distribution sur IR et
qu’on a aussi (pour la cohérence) :

< (), < (D), ol +7y) >>=<(T)s, < (9),, plx+y)>> si T,Se&(R.
Conséquence : L’opération “x” est commutative, c’est a dire

T+«S=8«T VT,Se€D(R") avec T € £'(IR") ou S € &'(IR").

1
loc

Exemple fondamental : Si f,g € L
alors

(IR") avec supp(f) compact ou supp(g) compact

TpxTy =T, avec (fxg)(x)= . flz —1t)g(t)dt.

Preuve : reprendre les calculs du début de cette section.

Exemple fondamental : Pour tout 7" € D’(IR") la convolution 7" % ¢ a un sense car
d € E'(IR™). On a pour toute ¢ € D(IR") :

<Tx0,0>=<(T)y, <(0)y, Plx+y)>>=< 1)y, o(x) >=<T, p >

donc
Txd=0xT="T.

(0 est I’élément neutre pour la convolution des distributions). On verra dans le section
suivante que le fait d’avoir un élément neutre pour la convolution est important dans la
résolution des équations différentielles en utilisant la convolution. A remarquer qu’un tel
élément neutre n’existe pas dans le cadre des fonctions, d’oul I'importance d’étendre la
convolution & des distributions.

Proposition 3.12. (Admis!)
Soient T, S € D'(IR") tels que T € E'(IR") ou S € E'(IR"). Alors

1. Pour touti=1,2---n on a

8(T>|<S): 8T>|<S:T>a< 0

S.

2. (Généralisation) pour tout o € IN"* on a

DT xS)=D*T*S =TxD*S.
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(donc on dérive la convolution en dérivant 'une des deux distributions)
Exemple : &' «T = (§«T) =T donc & «T =T".

Proposition 3.13. L’opération “«” est bilinéaire, c’est a dire : ¥ 31,05 € C et V11,15, S5 €
D'(IR") tels que les opérations des convolutions suivantes ont un sens, on a

(111 + BoT2) %S = B1(T1 % S) + [a(Ta % 5).

3.3 Applications a la résolution des équations différen-
tielles linéaires & coefficients constants

3.3.1 Généralités

Soit P un polynome de degré au plus m € IN sur IR"
P(y) = Z aay” Vy € IR"
la<m
avec « € IN", a, € C, y* = ytyg? - - yo.
Au polynome P on associe un opérateur différentiel linéaire d’ordre au plus m et a coeffi-
cients constants, noté¢ P(D), définit par

P(Dyu= > auDu. (3.2)

la|<m

Remarque : On peut voir P(D) comme une application de D'(IR") a valeurs dans D’ (IR").
Exemple : En dimension 1 (n = 1) un opérateur différentiel linéaire a coefficients constants
est de la forme

P(D)u = agu + ayu’ + agu” + - - - apu™.

Exemple : L’opérateur de Laplace (ou le laplacien) donné par

0*u 0w 0%u

dx?  Ox3 ox2

est un cas particulier (trés étudié!) d’opérateur différentiel linéaire a coefficients constants,
d’ordre 2. Cet opérateur est associé au polynome

Ply)=vi+ys+-y2 = |y|?

(ly| désigne la norme euclidienne du vecteur y).
Dans la suite on va considérer le probléme suivant : soit P(D) comme dans (3.2), on se
donne f € D'(IR") et on cherche u € D'(IR") satisfaisant

P(D)u=f au sens des distributions D'(IR"). (3.3)

26



Définition 3.14. On dit que la distribution E' € D'(IR") est une solution fondamentale
de lopérateur P(D) si F satisfait 'égalité

P(D)E =6 au sens des distributions D'(IR").

Remarque : En général il n’y a pas d’unicité de la solution fondamentale.
Exemple : Les solutions fondamentales de l'opérateur v’ sont £ = H + M avec M
constantes arbitraires.
Exemple : Les solutions fondamentales de l'opérateur «’ + au avec a € C sont E(x) =
e " [H(z) + M| avec M constantes arbitraires (vu en TD).

Le resultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 3.15. Soit E € D'(IR") solution fondamentale de P(D) et soit f € D'(IR") tel
qu’au moins 'une des deux distributions E ou f soit a support compact. Alors u = E * f
est une solution de (3.3).

Preuve : On a le calcul suivant :

PD)Exf)= > aaD*(Exf)= Y au(D°E)xf=| > aD"E|xf

la|<m la|<m laj<m

Comme FE est solution fondamentale on a

P(D)(E+f)=b%f=]

ce qui montre le résultat.

Remarque : Ce résultat ne permet pas de donner toutes les solution de (3.3), il permet
seulement d’en construire une solution.

Exemple : On se donne a € C et f € L}, (IR") avec supp(f) compacte. On se propose de
donner une solution u € D'(IR) de I’équation différentielle ordinaire :

u +au = f. (3.4)

Comme E(z) = e H(x) est une solution fondamentale de 'opérateur u’ 4+ au alors une
solution de (3.4) est donnée par u = E * f. Comme F et f sont des fonctions alors u est
aussi une fonction donnée par

u(x) :/]RE(:C—t)f(t) dt:/x e~ == £ (1) dt

—00

(car H(x —t) =0sit > ).
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3.3.2 Solution fondamentale du laplacien et applications

Dans la suite on montre comment construire une solution fondamentale du laplacien
pour n = 2. Donc on cherche E € D'(IR?) telle que

AE =§ en D'(IR?). (3.5)

On cherchera E comme une fonction dans L} (IR?).
Si dans I'égalité précédente on prends des fonctions test ¢ € D(IR* — {0}) (c’est a dire
des fonctions ¢ € D(IR?) a support en IR* — {0}, donc des fonction qui s’annule dans un

voisinage de 0) on obtient
<AE,p>=0 VY DR>-{0}).

Il est naturel alors de chercher ' comme une fonction harmonique sur /R* — {0}, c’est &
dire, on va chercher E : IR* — {0} — C' de classe C? telle que

AE =0 sur IR*— {0} (3.6)

au sense classique.

Remarque : On peut voir une telle fonction £ comme étant définie presque partout sur
IR?. Cependant, ell ne doit pas étre de classe C? sur IR?, car alors par continuité elle
satisfairait (3.6) sur tout IR® au sense classique, donc aussi au sense des distributions et
ceci serait en contradiction avec (3.5).

Pour résumer, on veut une fonction E € L} (IR?) de classe C? sur IR* — {0} et satisfaisant
au sense classique (3.6). Bien sur, cela ne donne pas automatiquement (3.5).

On cherchera E comme une fonction radiale, c’est a dire dépendant uniquement de la

norme euclidienne de la variable z. En utilisant les coordonnées polaires
r1 = 1rcosb T9 = rsinf

avec > 0 et 6 € [0, 27|, cela revient a dire que E est indépendante de 6. Rappellons que
r=|z| =22 + 3.
Dans la suite on passera en coordonnées polaires, mais pour commodité on ne changera
pas les noms des fonctions aprés ce passage. En écrivant (3.6) en coordonnées polaires on
* PE 10E 10°FE
T ror 2o
On cherche une solution de cette équation sous la forme E(r, ) = ¢ (r) (fonction radiale).
On obtient alors de (3.7) que ¢ doit satisfaire :

=0 (3.7)

1
w//_i_;wlzo

c’est & dire 7" + 9" = 0 & (r¢’)" = 0. En intégrand on trouve 7’ = ¢; < ¢’ = < avec
¢1 une constante. En intégrant encore une fois on trouve ¢ (r) = ¢; log (1) + ¢2 avec ¢ une
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constante.

On fait un choix commode : ¢; = 1, ¢; = 0. On a donc trouvé que E(x) = log (|z|) satisfait
(3.6). Il est facile de voir que E € L} _(IR?) (appliquer le critére de Riemann). Il reste a
calculer le laplacien au sense des distributions D'(IR?) de E. Nous avons

Proposition 3.16. R
AE =276 en D'(IR?). (3.8)

Idée de la preuve : Soit ¢ € D(IR?) arbitraire. On a

2 2
R o2 . . 0% .
< AFE >:E < —F >:E <FE, —= >= EApdz.
7@ i:1 axZQ 7@ 78 /BQ ()0 x

2
o
=1 g

On démontre ensuite (preuve plus difficile, voir cours) que f]Rz EApdr = 27p(0), ce qui
donne le résultat.

Conséquence :

Bi(r) = 5 log (J)

est une solution fondamentale du laplacien en dimension 2. (la notation E, vient du fait
que n = 2).
On obtient de maniére similaire en dimension 3 (sans démonstration) :

1

4rrla]

Eg(l’) =

est une solution fondamentale du laplacien en dimension 3.
Plus généralement pour tout n > 3 on a

1

n(2 —n)w,

En(z) = 7"
est une solution fondamentale du laplacien en dimension n, ot w, désigne le volume de
la boule unité en dimension n (w, = Ay(B,(0,1))). On remarque que wy = 3 donc pour
n = 3 on retrouve la formule pour Ej.

Application : On considére f € Li, (IR"), n > 2 et supposons que le support de f est
compact. Alors une solution u € D'(IR") du probléme

Au=f

est donnée par
u=F, * f.

Donc u est une fonction donnée par

1
o

u(x) /B;ogux—ynf(y)dy pour n =2
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et respectivement

1

u(z) = L fy)
dr JR? |v =yl

Ces deux expressions s’appellent potentiel de volume. Dans la physique, 'expression

pour n = 3 représente (& une constante multiplicative prés) le potentiel électrique crée par
un charge électrique de densité f.

dy pour n = 3.
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