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Chapitre 1

Rappels de probabilités

On commence par des rappels des résultats probabilistes essentiels a la com-
préhension des méthodes développées dans les chapitres suivants.

1.1 Rappels sur la théorie de la mesure

1.1.1 Mesures

Une mesure est une fonction positive de l'ensemble (tribu) des événements A
d’un espace mesurable (Q, A).

e Tribus

Dans toute la suite nous adoptons les notations standards :
—  est un ensemble (fini ou infini).
— P(Q) est 'ensemble de tous les sous-ensembles (parties) de €.

Rappel 1 (Dénombrabilité) Soit E un ensemble. E est dit dénombrable s’il
existe une bijection entre E et N ou un sous-ensemble de N. Par exemple, un
ensemble fini, Z, D, Z x Z, Q sont dénombrables. En revanche, R n’est pas dé-
nombrable.

Définition 1.1.1 Soit une famille F de parties de 2 (donc F C P(2)). On dit

que F est une algébre si :

-QeF;

— lorsque A € F alors le complémentaire A° = A = (Q\ A) appartient a F ;

— pour tout n € N*, lorsque (A, -+, A,) € F" alors la réunion A;U---UA,, €
F.
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Définition 1.1.2 Soit une famille A de parties de Q2 (donc A C P(2)). On dit
que A est une tribu (ou o-algébre) sur § si :

- Qe A;

— lorsque A € A alors A° € A;

— pour I C N, lorsque (A;)ier € A" alors | J;c; Ai € A.

Tout sous ensemble A de () élément de la tribu A est appelé un événement.

Propriété 1 Avec les notations précédentes :
1. 0 e A;
2. si A et B sont dans la tribu A, alors AN B est dans A ;

3. si Ay et Ay sont deux tribus sur €2, alors A; N Ay est une tribu sur € . Plus
généralement, pour I C N, si (A;)ier ensemble de tribus sur 2, alors (o, A
est une tribu sur € ;

4. st Ay et Ay sont deux tribus sur €, alors A; U Ay n'est pas forcément une
tribu sur ).

Définition 1.1.3 Si & est une famille de parties de Q (donc £ C P(2)), alors on
appelle tribu engendrée par €, notée o(E), la tribu engendrée par lintersection de
toutes les tribus contenant € (on peut faire la méme chose avec des algebres).

La tribu engendrée est la “plus petite” tribu (au sens de I'inclusion) contenant la
famille £.

Rappel 2 (Topologie)
— Un ensemble ouvert U dans un espace métrique X (muni d’une distance
d) est tel que pour tout x € U, il existe r > 0 tel que B(z,7) C U ou
B(z,r) ={y € X; d(z,y) <r}.
— On dit qu’un ensemble dans un espace métrique X est fermé si son complé-
mentaire dans X est ouvert.

Une tribu naturelle est celle engendrée par les ensembles ouverts (et donc fermés) :

Définition 1.1.4 Soit Q) un espace métrique. On appelle tribu borélienne sur 2,
notée, B(2), la tribu engendrée par les ouverts de Q. Un ensemble de B(S)) est
appelé borélien.

¢ Espace mesurable

Lorsque €2 est un ensemble et .4 une tribu sur €2 on dit que (€2, .4) est un espace mesurable.
Quand on s’intéressera aux probabilités; on dira de méme que (€2,.A) est un
espace probabilisable.
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Propriété 2 Si (€, A;); sontn espaces mesurables, alors un ensemble élémentaire
de Q = Qq X+ xQ, est une réunion finie d’ensembles Ay x - -+ x A,, appelés pavés
ou cylindres, o chaque A; € A;. L’ensemble des ensembles élémentaires est une
algebre et on note 41 @ - @ A, = Q. A;i (on dit Ay tensoriel Ay ... tensoriel
A,) la tribu sur Q0 engendrée par ces ensembles élémentaires.

Définition 1.1.5 On appelle espace mesurable produit des (€;, A;); l'espace me-
surable (H Q;, ®AZ>
i=1 i=1

Il et désormais temps de définir ce qu’est une mesure :

Définition 1.1.6 Soit (€2, A) un espace mesurable. L’application pp : A — [0, +00]
est une mesure si :

- p(0)=0.
— Pour tout I C N et pour (A;)ier famille disjointe de A (telle que A;UA; = ()

pour i # j), alors u <U Ai) = Z w(A;) (propriété dite de o-additivité).
iel iel
Une mesure pondére les événements. Avec les notations précédentes :
— Si p(2) < +00, on dit que p est finie.
— Si p(2) < M avec M < +o0, on dit que p est bornée.
— Si p(2) =1, on dit que p est une mesure de probabilité.

Définition 1.1.7 Si (Q, A) est un espace mesurable (resp. probabilisable) alors
(Q, A, 1) est un espace mesuré (resp. probabilisé quand p est une probabilité).

Sur (€2, A), on peut définir une infinité de mesures. Elles ont toutes les propriétés
suivantes :

Propriété 3 Soit (2, A, 1) un espace mesuré et (A;)ien, une famille de A.
1. Si Al C Ag, alors ,U/(Al) < M(Ag)
2. Si u(Ay) < 400 et u(As) < 400, alors Ay U Ag) + (A1 N Ay) = u(Aq) +
f1(As).

3. Pour tout I C N, on a (U Ai> < Z,LL(AZ-).
icl i€l
4. St A; C Aiyq pour tout i € N (suite croissante en sens de l'inclusion), alors
(1(Ap))nen est une suite croissante et (U Ai) = 4li£rn w(A;) (méme si
iEN

cette limite est +00).
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5. 81 Aj1 C A; pour tout i € N (suite décroissante en sens de l'inclusion) et
1(Ag) < o0, alors (W(An))nen est une suite décroissante convergente telle

que [t mAZ> = lim p(4;).

i——+00
iEN

Définition 1.1.8 Soit (£, A, i) un espace mesuré et (A;)ien une famille de A.
1. On définit la limite supérieure des événements limsup(A,,), = ﬂ U A,,.

neN m>n
Intuitivement, limsup(A,,), est Uensemble des w € Q tels que w appartienne

a une infinité de A,.
2. On définit la limite inférieure des événements liminf(A,), = U ﬂ A,,.
neN m>n
Intuitivement, liminf(A,), est ’ensemble des w € Q tels que w appartienne
a tous les A, sauf a un nombre fini d’entre euz.

On vérifie que limsup et liminf sont des événements vérifiant p(limsup(4,,),) =
lim pe(UU,,,5,, Am) et p(liminf(A,),) = lim u((),,>, Am) les limites étant bien défi-
nies car portant sur des suites décroissantes et croissantes d’événements. Ci-dessous
un résultat utile a la définition de la mesure de Lebesgue sur R, R",...

Théoréme 1.1.1 (Théoréme d’extension de Hahn - Caratheodory) Si(2
est un ensemble, F une algébre sur S, et v une application de F dans [0, +o0]
additive (telle que v(AU B) = v(A) + v(B) pour AU B = 0), alors si A est la

tribu engendrée par F, il existe une mesure U sur la tribu A qui coincide avec v

—

sur F (c’est-a-dire que pour tout F' € F, v(F) = v(F)). On dit que U prolonge v
sur la tribu A.

Définition 1.1.9 Soit (2, A, 1) un espace mesureé.
1. Pour A € A, on dit que A est p-négligeable si u(A) = 0.

2. Soit une propriété P dépendant des éléments w de 2. On dit que P est vraie
p-presque partout (p-presque sirement (p.s.) sur un espace probabilisé) si
I’ensemble des w pour laquelle elle n’est pas vérifiée est p-négligeable.

Ainsi la propriété “ la suite de fonction f,(z) = z™ converge vers la fonction
f(z) = 0" est vraie A-presque partout sur [0, 1].

e Fonctions mesurables

Soit f: E+— F,ou E et F sont 2 espaces métriques.
— Pour I C F, on appelle ensemble réciproque de I par f, 'ensemble f~!(I) =
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— (f continue) <= (pour tout ouvert U de F alors f~'(U) est un ouvert de

~ Onnote f~1(Z) 'ensemble de sous-ensembles de 2 tel que f~1(Z) = {f~1(1),] €
7}.

— Soit (€, A’) un espace mesurable et soit f : Q +— Q. Alors f7!(A) est une
tribu sur €2 appelée tribu engendrée par f.

Définition 1.1.10 Soit (2, A) et (¥, A") deuz espaces mesurables. Une fonction
f:Q— Q est dite mesurable pour les tribus A et A’ si et seulement si f~1(A") C
A (donc si et seulement si VA € A, alors f~1(A’) € A).

Par exemple, les fonctions indicatrices d’événements et les combinaisons linéaires
de telles fonctions indicatrices sont mesurables. Dans le cas ot (2, .A) est un espace
probabilisable, et si f : Q +— R, alors si f est une fonction mesurable pour A
et B(R), alors f est une variable aléatoire. Dans le cas ou (£2,.4) est un espace
mesurable, et si f : Q — (', B()), o ' est un espace métrique et B()
I’ensemble des boréliens ou tribu borélienne de €2/, si f est une fonction mesurable
sur A et B(€Y), alors f est dite fonction borélienne.

Proposition 1.1.1 Soit (2, .A) et (', A") deuz espaces mesurables et f : Q2 +— .
Soit F une famille de sous-ensembles de Q' telle que o(F) = A'. Alors

1. f7YF) engendre la tribu f~1(A).

2. (f mesurable) < (f~Y(F)C A)

En particulier si (€2,.4) et (€', A") sont deux espaces mesurables boréliens, alors
toute application continue de 2 +— € est mesurable. De plus, pour montrer qu’'une
fonction f : 2 — R est mesurable, il suffit de montrer que la famille d’ensemble

{w e, f(w) <a}),cr € A

Propriété 4
1. Soit f mesurable de (2, A) dans (¥, A") et g mesurable de (£, A") dans
(Q", A"). Alors gof est mesurable pour A et A'.

2. Soit fi mesurable de (2, A) dans (1, A1) et fo mesurable de (2, A) dans
(Qg, As). Alors h : Q — Qqy xQy telle que h(w) = (f1(w), fa(w)) est mesurable
pour A et A1 ® As.

3. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de (2, A) dans (£, B(2)),
ot ) est un espace métrique, telle qu’il existe une fonction f limite simple
de (fn) (doncVw € Q, nhnolo fo(w) = f(w)). Alors f est mesurable pour A et

B(Y).
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Définition 1.1.11 Soit f mesurable de (2, A, 1) dans (U, A") et soit iy : A" —
[0, +00] telle que pour tout A" € A', on ait us(A") = pu(f~H(A")). Alors uy est une
mesure sur (', A") appelée mesure image de p par f.

Si o est une mesure de probabilité et si X est une variable aléatoire alors pux est
la mesure (loi) de probabilité de la variable aléatoire X.

e Cas des fonctions réelles mesurables

Propriété 5 1. Soit f et g deuz fonctions réelles mesurables (de (2, A, i) dans
(R,B(R))). Alors av.f, f+g, min(f, g) et max(f, g) sont des fonctions réelles

mesurables.

2. Soit (fn)nen une suite de fonctions réelles mesurables. Alorsinf(f,,) et sup(f,)
sont des fonctions réelles mesurables.

Définition 1.1.12 Soit f: Q) — R. Alors f est dite étagée s’il existe une famille
d’ensembles disjoints (A;)i1<i<n de Q et une famille de réels (o;)i1<i<n telles que

pour tout w € Q, on ait f(w) = Z a;la, (w).
i=1

Si les A; sont tous dans A tribu sur €2, alors f est A-mesurable.

Théoréme 1.1.2 Toute fonction réelle mesurable a valeurs dans [0, +o0] est li-
mite simple d’une suite croissante de fonctions étagées.

On en déduit que si f une fonction réelle mesurable. Alors f est limite simple de
fonctions étagées. Pour des calculs sur les fonctions mesurables, il suffit donc de
calculer sur les fonctions étagées puis de passer a la limite. C’est la méthode de
Lebesgue dans le cas de I'intégration.

1.1.2 Intégration de Lebesgue

Dans toute la suite, on considére (2, A, 1) un espace mesuré. On procéde par
étape pour définir I'intégrale de Lebesgue. L’intégrale de Lebesgue d’une fonction
positive est définie a partir de I'intégrale des fonctions indicatrices et du passage
a la limite via les fonctions étagées :

1. Soit f =14, 01 A € A. Alors :

[ an- / F(@)dp(w) = p(A).
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2. Soit f =14, 0u A € A et soit B € A. Alors :

/B fdu= / F(@)dp(w) = / Lppu(A) () f(@)dpu(w) = p(AN B).

n
3. Soit f une fonction étagée positive telle que f = Z a;ly,, ot les A; € Aet
i=1
o; > 0 et soit B € A. Alors :

[ tai= [ rnte) = [1a@)s@dnte Z%UA nB).

Définition 1.1.13 Soit f une fonction A-mesurable positive et soit B € A. Alors
[intégrale de Lebesgque de f par rapport a p sur B est :

/ fdu= /IB(w)f(w)d,u(w) = sup {/ gdu, pour g étagée positive avec g < f} .
B B
Propriété 6 Soit f une fonction A-mesurable positive et soit A et B € A. Alors :
1. Pour c >0, / cfdu:c/ fdu.
B B

2. 8iAC B, alors/fd,ug/fd,u.
A B

3. Si g est A-mesurable telle que 0 < f < g alors 0 < / fdu < / gdpu.
B B

4. Si p(B) =0 alors / fdu=0.
B

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de convergence monotone (Beppo-Lévi)) Si
(fn)n est une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant sim-
plement vers f sur §, alors :

iy ([ ) = [ an= [ s g

En particulier pour les séries de fonctions mesurables positives, on peut toujours
appliquer le Théoréme de convergence monotone et donc inverser la somme et
I'intégrale.

Lemme 1.1.1 (Lemme de Fatou) Soit (f,), est une suite de fonctions mesu-
rables positives alors :

/(hmmffn dp < hmlnf/fnd,u



14 CHAPITRE 1. RAPPELS DE PROBABILITES

e Intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle et propriétés

Définition 1.1.14 Soit (2, A, p) un espace mesuré, B € A et soit f une fonction
mesurable & valeurs réelles telle que f = f+ — f~ avec fT = max(f,0) et f~ =

max(—f,0). On dit que f est p-intégrable sur B si / |fldp < 4+00. On a alors
B B

/deuz/Bf*du—/Bf‘du-

Lorsque f est p-intégrable sur €, soit / |f| diw < +o00, on note f € LY, A, 1) (on

dit que f est £!). On a les propriétés de linéarité et de monotonie de I'intégrale :
soient f et g € LY(Q, A, u). Alors :

L. /(af+ﬂg)du=a/fdu+6/gdu pour (o, ) € R%.

2. Sifggalors/fd,ug/gd,u.

Théoréme 1.1.4 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit
(fu)n une suite de fonctions de L*(2, A, i) telles que pour tout n € N, |f,| < g
avec g € LY(Q, A, u). Si on suppose que (f,) converge simplement vers f sur €
alors :

lim fnd,u:/fd,u.

n—oo

On peut étendre le Théoréme de Lebesgue dans le cas o (f,), converge presque
partout vers f.

Théoréme 1.1.5 (Inégalité de Jensen) Soit (2, A, P) un espace probabilisé,

soit ¢ : R — R une fonction convexe et soit f : € — R mesurable telle que
o(f) soit une fonction intégrable par rapport a P. Alors :

o([rar) < [otnar

e Mesures induites et densités
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Théoréme 1.1.6 (Théoréme du Transport) Soit f une fonction mesurable de
(Q, A, 1) dans (2, A") telle que py soit la mesure induite par f (donc pp(A’) =
u(f~HA") pour A’ € A') et soit ¢ une fonction mesurable de (€, A") dans
(R,B(R)). Alors, si ¢ o f € LY, A, ),

dus = o fdpu.
Q/Cbﬂf /ch Jdu

Définition 1.1.15 Soit u et v deux mesures sur (2, A). On dit que 1 domine v
(ou v est dominée par ) et que v est absolument continue par rapport a p lorsque

pour tout A € A, i(A) =0 = v(A) =0.

Soit (£2,.4, i) un espace mesuré et f une fonction définie sur (€2,.4) mesurable et
positive. On suppose que pour A € A, v(A) = fA f dp. Alors, v est une mesure sur
(Q, A), dominée par . De plus, pour toute fonction g définie sur (€2, .A) mesurable

et positive,
/gdl/:/g.fdu.

Enfin, g est v intégrable si et seulement si g.f est p intégrable.

Définition 1.1.16 On dit que p mesure sur (2, A) est o-finie lorsqu’il eziste
une famille (A;)ier, avec I dénombrable, d’ensembles de A telle que |JA; = Q
et 1(A;) < +oo pour tout i € 1.

Théoréme 1.1.7 (Théoréme de Radon-Nikodym) On suppose que i et v sont
deuzx mesures o-finies sur (€0, A) telles que p domine v. Alors il existe une fonction
f définie sur (2, A) mesurable et positive, appelée densité de v par rapport a p,

telle que pour tout A € A, v(A) = / fdu.
A
Théoréme 1.1.8 (Théoréme de Fubini) Soit Q@ = Q) x Qy, A = A1 ® A, et

= 1 @ po (mesures o finies), ot (Qq, Ay, 1) et (Qa, As, o) sont des espaces
mesurés. Soit une fonction f: Q— R, A-mesurable et p-intégrable. alors :

[rae= [ ( i Flondiate) ) dusfen) = [ | ( i Flndale) ) dpafin).

e Espaces L” et LP pour 0 < p < o0

Soit (€2, A, ) un espace mesuré. On appelle espace LP(2, A, 1), ot p > 0, l'en-
semble des fonctions f :  — R, mesurables et telles que [|f[Pdu < +oc. Pour

feLr(Q,A p),onp>0,onnote | fll, = ([ |f|pdu)1/p. Pour p = 400 on définit
| fllco = essupgq|f| le supremum essentiel de f tel que ||f||o > |f(w)| pour presque

tout w € Q. Alors pour tout f mesurable, f € £L2(Q, A, ) lorsque || f]|s < 00.
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1 1
Propriété 7 (Inégalité de Holder) Soit p > 1 et ¢ > 1 tels que — + — =1, et
p q
soit f € LP(Q, A, ) et g € LY, A, ). Alors, fge LN A, u) et

17 gl < 17 11p-llgllq-

Propriété 8 (Inégalité de Minkowski) Soitp > 1 et soit f et g € LP(Q, A, 11).
Alors, f+g € LP(Q A, ) et

1+ gllo < £ 1o+ llgllp-

Pour p > 1, ||.||, définit ainsi sur une semi-norme sur £P(2, A, u). Pour ob-
tenir une norme, on se place dans l'espace LP(2, A, 1) obtenu en “quotientant”
LP(Q, A, 1) par la relation d’équivalence f = g p-presque partout (c’est-a-dire que
dans LP(Q2, A, ) on dira que f = g lorsque f = g p-presque partout).

Pour f et g € L*(Q2, A, ut), on définit le produit scalaire < f,g >= [ f.gdpu.
On muni ainsi L?*(€2, A, 1) d’'une structure d’espace de Hilbert. On dira que f est
orthogonale & ¢ lorsque < f,g >= 0. Si A est un sous-espace vectoriel fermé
de L*(Q, A, 1) (par exemple un sous-espace de dimension finie), alors pour tout
f e L3, A, u), il existe un unique projeté orthogonal de f sur A, noté Pa(f),
qui vérifie Ps(f) = Arg;Iel}Z lg — fll2-

1.2 Applications de la théorie de la mesure et de
I'intégration en Probabilités

1.2.1 Espérance de variables aléatoires

Soit X une variable aléatoire (v.a.) sur (2,.4, P) un espace probabilisé. Pour
tout 0 < p < oo, X € LP(Q, A, P) lorsque [ |X|PdP < oo c’est a dire lorsque
[ |z|PdPx (x) est fini. Alors si X € L*(Q, A, P), on définit 'espérance de X par
le nombre EX = [ XdP = [ xdPx(z). Plus généralement, si ¢ : R — R est bo-
rélienne et si ¢(X) € L'(Q2, A, P), on définit Pespérance de ¢(X) par E(¢p(X)) =
[ o(X)dP = [ ¢(x) dPx(x).

Si X est une variable aléatoire sur (2, A, P), si ¢ : R — R est borélienne telle
que ¢(X) € L*(Q, A, P), et si Px est la mesure de probabilité de X alors :

E($(X)) = /R o) dPy ().
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Si Py est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (donc X est
une v.a. dite continue) alors elle admet une densité fy, alors E(¢(X)) = [ o(x) fx (z)dz.
Si Py est absolument continue par rapport a la mesure de comptage sur N (donc
X est une v.a. dite discrete), de densité py, alors E(¢(X)) = > 7~ px (xr) d(xk).

Propriété 9
1. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X et Y € L'(Q, A, P). Alors
pour tout (a,b) € R?, aX +bY € L*(Q, A, P) et

E(aX + bY) = aEX + bEY.

2. Soit X une variable aléatoire sur (2, A, P), et soit A € A. Alors E(I14(X)) =
P(X € A).

3. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X € LP(Q, A, P) et Y €
LYQ,A P) avec1/p+1/g=T1etp>1,q>1. Alors XY € L'(Q, A, P) et

EIXY| < (EIX]")'/(E[y]7)".

4. Soit X et'Y des variables aléatoires telles que X et Y € LP(Q, A, P), avec
p>1. Alors X +Y € LP(Q, A, P) et

(EIX +YP) < (BIXP)7 + (E]Y )7,

5. Soit X wune variable aléatoire telle que X € LP(Q, A, P) pour p > 0. Alors
pour tout 0 <r <p, X € L"(Q, A, P) et

(EIX|)Y" < (EIX[P)Y?.

6. Si X est une variable aléatoire sur (2, A, P), si ¢ : R +— R est une fonction
borélienne conveze telle que X et ¢(X) € L*(Q, A, P), alors

E(¢(X)) = o(EX).

Définition 1.2.1 Pour X et Y des variables aléatoires telles que X et Y €
L*(Q, A, P), on définit la covariance de X et Y par

Cov(X,Y) =E[(X —EX)(Y —EY)];

On appelle variance de X, Var(X) = Cov(X,X) = E[(X — EX)?] = E(X?) —
(EX)2.

Sur L*(Q, A, P), Cov (.,.) définit un produit scalaire. De plus
|Cov (X, Y)|> < Var(X).Var(Y).

Il est souvent utile d’utiliser une espérance pour controler une probabilité via le
résultat :
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Proposition 1.2.1 Soit g une fonction paire, positive et croissante sur [0, 400].
Alors pour toute v.a. X et e >0

P(|X|>e¢) <

Les inégalités suivantes sont des conséquences immédiates de la Proposition 1.2.1 :
— Inégalité de Markov : Soit X une v.a. et € > 0. Alors pour r > 0

RN

P(IX]>¢) <

— Inégalité de Chebychev : Soit X une v.a. d’espérance finie u et de variance
finie 02, et € > 0. Alors

2
g
P(X = pl>e) < .

1.2.2 Fonction de répartition et quantiles d’une loi de pro-
babilité

Il y a une correspondance bijective entre la connaissance de Px et celle de la
fonction de répartition Fiy(x) = Px(] — 0o, z]). La fonction de répartition permet
également de définir les quantiles qui sont essentiels a la construction d’intervalles
de confiance et de test.

Soit a € [0,1]. Des propriétés de la fonction de répartition, on en déduit qu’il
existe z, € R, tel que :

lim Fx(z) < a < Fx(r,). (1.1)

Soit I, = {z, € R tel que x, vérifie (1.1)}. On appelle quantile (ou fractile, ou
percentile en anglais) d’ordre « de la loi Py, noté ¢, le milieu de U'intervalle I,.
Evidemment, lorsque X admet une distribution absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, ¢, = F'y Ya), on F % ! désigne la fonction réciproque de F.

Trois cas particuliers sont a connaitre :
1/ pour oo = 0.5, qo 5 est appelé la médiane de Py ;

2/ pour a = 0.25 et v = 0.75 (respectivement), go o5 €t go.o5 sont appelés premier
et troisiéme quartile (respectivement) de Py.

3/ pour @ =0.1,...,0.9, on parlera de décile de Px.
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1.2.3 Indépendance

Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé.

— Soit (A;);e; une famille dénombrable d’événements de A. On dit que les
événements (A;);c; sont indépendants si et seulement si pour tous les sous-
ensembles finis K C I,

P (ﬂ A,-) =[] P4).

1€ K 1€ K

— Soit (\A;);e; une famille de sous-tribus de A (donc pour tout ¢ € I, A; C A).
On dit que les tribus (A4;);c; sont indépendantes si et seulement si pour tous
les sous-ensembles finis K C I, et pour tous les événements A, € A, avec
k € K, les Ay sont indépendants.

— Soit (X;);er des variables aléatoires sur (€2,.A) a valeurs dans (R, B(R)).
On dit que les v.a. (X;);e; sont indépendantes si et seulement si les tribus
engendrées (X, *(B(R)))ic; sont indépendantes.

Proposition 1.2.2 Si (X4, -+, X,,) sont des variables aléatoires sur (2, A, P).

n
Alors les (X;) sont indépendantes si et seulement si Px, ... x,) = ® Px,.
i=1

Proposition 1.2.3 Si (X;);e; sont des variables aléatoires indépendantes sur (€2, A, P).
Alors les (X;) sont indépendantes si et seulement si pour tout J C I, J fini, pour
toutes fonctions boréliennes (g;)jes telles que gj(X;) soit intégrable, alors

E (H gj(Xj)) = HE(QJ(X]'))-

Lemme 1.2.1 (Lemme de Borel-Cantelli) Soit (A,,)nen une suite d’événements
sur (§2, A, P).

1. Si Z P(A,) < +o0 alors P(limsup A4,) = 0.
2. Siles (Ay) sont indépendants, Z P(A,) = +o0 implique que P(limsup A,) = 1.

1.2.4 Principales lois de probabilités

On rappelle que la fonction Gamma est telle que I'(a) = / 2%t e pour
0
a > 0.
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e Lol uniforme discréte

C’est la loi de probabilité discréte a valeurs dans {x1, ..., z,} telle que
1
P(X =x)=—.
(X=w)="
1
On alors : EX = —(21 + ... +x,) et Var(X) = = (2 +... +22) — (EX)?
n

e Loi de Bernoulli

C’est la loi de probabilité discréte notée B(p) a valeurs dans {0, 1} telle que
P(X=1)=p e PX=0)=1-p.
On alors : EX = p et Var(X) = p(1 — p).

e Lol binomiale

C’est la loi de probabilité discréte notée B(n,p) a valeurs dans {0,1,...,n} telle
que
P(X =k)=CF.p" - (1 —p)"* pour k €{0,1,...,n}.

On alors : X = Xj + -+ + X,,, ou (X;) est une suite de v.a. iid de loi B(p), d’ou
EX -pet Var(X) - p(1—p).

e Loi de Poisson

C’est la loi de probabilité discréte notée P(6) a valeurs dans N telle que

k
P(X:k:):%-e_g pour k € N.

On alors EX =0 et Var(X) = 0.

e Loi uniforme sur [a, 0]

Cette loi est généralement notée U([a,b]), ot —o0o < a < b < oco. Cest la loi de
probabilité a valeurs dans [a, b] de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

1
fx(l') = b : ]—xe[a,b}-

N2
OnaalorsEX:b+a (b CL).
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e Loi Gamma

Cette loi est généralement notée v(p,#), ot p > 0 et § > 0. C’est la loi de proba-
bilité a valeurs dans R de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

/g
0 —6-x -

fX(l’):@'e - xP '1x€R+-

On a alors EX = % et Var(X) = %

Si X ~y(p,0) et Y ~ ~v(q,0) avec X et Y indépendantes et p > 0 et ¢ > 0, alors
X+Y ~vy(p+q.0).
Pour p =1, la loi y(p, 0) est la loi exponentielle £(0).

e Lol Béta

Cette loi est généralement notée F(p,q), o p > 0 et g > 0. C’est la loi de proba-
bilité a valeurs dans [0, 1] de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :
aP(1—z)i=t I'(p)I'(q)
fx(z) = ———F—a" " - L1, ou B(p,q) = =—=.
"= " Bwa = »9 =TG4 q)
B(p+1,q) P-q

et Var(X) = .
B(p, q) ) (P+q)?(p+q+1)
Si X ~7(p,0) et Y ~~(q,0) avec X et Y indépendantes et p > 0 et ¢ > 0, alors

~ B(p,q).

On a alors EX =

X+Y

e Loi normale (ou gaussienne) centrée réduite

Cette loi est généralement notée NV(0,1). C'est la loi de probabilité a valeurs dans
R de densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

1 x?
fx(z) = Eexp (—?) )
On a :

E(X)=0 et Var(X)=1.

e Loi normale (ou gaussienne) de moyenne m et de variance o? :

Si Z suit la loi N(0,1), X = m + oZ suit par définition la loi N(m,c?), loi
normale d’espérance m et de variance o2. La densité de X est donnée par :

fx(z) = \/2;78@ (—%) :
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A partir de la loi gaussienne, on peut en déduire les lois suivantes.

e Loi du x? a n degrés de libertés

Soit Xi,---, X, n variables aléatoires indépendantes de loi N/(0,1), alors
S=X{+-+X]

suit une loi du x? a n degrés de libertés, loi notée x*(n). Cette loi est a valeurs dans
R,, d’espérance n et de variance 2n. C’est aussi la loi Gamma y(n/2,1/2), c’est-
a-dire que X ~ x?(n) admet pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue :

1

_ L apa _E> .
fx(z) = 272 T(n/2)" eXp( 5) Lezon

Enfin, si X suit une loi x?(n), par définition on dira que Y = ¢? - X suit une loi
% x*(n).

e Loi de Student & n degrés de libertés

La loi de Student a n degrés de liberté, notée T'(n), est la loi du quotient

N
\V/S/n

ot N suit une loi A(0,1) et S suit une loi x*(n), N et S étant deux variables
aléatoires indépendantes. Il est également possible de déterminer la densité d'une
telle loi par rapport a la mesure de Lebesgue, a savoir,

. 2~ D)2
w0 = g (h)
NORNG

ot la fonction Beta est telle que B(a,b) = pour a > 0 et b > 0.

I'(a+0)
Remarque : Par la loi des grands nombres, plus n est grand, plus S est proche
de son espérance qui vaut n. Le dénominateur est donc proche de 1. Il s’ensuit que
la loi T'(n) est d’autant plus proche d’une loi normale que n est grand.

Un des principaux intérét de la loi de Student réside dans le fait que si Xy, ---, X,
sont n variables aléatoires indépendantes de loi A/ (m, o2), si on considére la moyenne
et la variance empiriques :

— 1 9 1

Ko= o (Xite+ Xa) of 02 = —— (X1 = K)o (Xa = X)),

n
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alors

T =

suit une loi de Student a (n— 1) degrés de liberté. Ce résultat découle directement
du théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Fisher) $i Xy, ..., X, sont des v.a. iid ~ N (1, 0%),
alors les variables aléatoires \/n(X, — u)/o ~ N(0,1) et nS?/o? ~ x2_, et elles
sont indépendantes.

e Loi de Fisher a n; et ny, degrés de liberté

Soit S et S, deux variables aléatoires indépendantes de loi respectives x?(n;)
et x%(ny). Alors par définition :

Sl/nl
F:
SQ/TLQ

suit une loi de Fisher a n; et ny degrés de liberté, notée F'(ny,ns). Si F' ~ F(nq,ns),
Ny 2n3(ny + ny — 2)
lors E(F) = 1 > 2 et Var(F) =
alors E(F) P orsque ngy et Var(F) iy (s — 4)(ny = 2)2
ny > 4. De plus, si T suit une loi de Student T'(n), alors T2 suit une loi de
Fisher F(1,n)

lorsque

Remarque : Par les mémes considérations que précédemment, la loi F' est d’au-
tant plus proche de 1 que les degrés de liberté n; et ny sont grands.

1.2.5 Vecteurs aléatoires

Définition 1.2.2 On dit que X est un vecteur aléatoire sur (£, A, P), un espace
probabilisé, si X est une fonction mesurable de (Q, A) dans (R?, B(R?)).

Lorsque X un vecteur aléatoire sur (€2, A, P) a valeurs dans R?, la loi (ou mesure)
de probabilité de X, Py, est définie de fagon univoque a partir de la fonction de répartition
de X, telle que pour = = (21, -, zq),

d d

Fx(z) = Px([[] = 00, ) = P(X € []] = o0, z1]).

i=1 =1
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Propriété 10 Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A, P) a valeurs dans R%. On
suppose que X = (Xi,---,Xy). Alors les X; sont des variables aléatoires sur
(Q, A, P), de fonction de répartition

Fa(@)= T Fx(oy, -z o)
it
Les mesures de probabilités Px, déterminées de fagon univoque a partir des F,
sont appelées lois marginales de X .

On se place maintenant dans la base canonique orthonormale de R%. Si Z est un
vecteur aléatoire & valeurs sur RY, on définit E(Z), le vecteur dont les coordonnées
sont les espérances des coordonnées de Z. Ainsi, si dans la base canonique de RY,
Z=(Z, -, Za),

7 E(Z1)

E(Z)=E| : |[= :

Zq E(Zq4)

De la méme maniére, on définira I’espérance d’une matrice dont les coordonnées

sont des variables aléatoires par la matrice dont les coordonnées sont les espérances
de chacune de ces variables aléatoires.

Ceci nous permet de définir la matrice de variance-covariance de Z de la maniére
suivante :

Var(Z) =E[(Z - E(2)).(Z —E(Z))]
donc si Z = (Zy,--+, Zy),

7, Var(Zy)  Cov(Zy,Zy) -+ Cov(Zy, Zy)
Var | COV(Z.M Zs) VC”’.(Z2) COV(?% Z4)
Zd Cov(Z1, Z4) Cov(Zs,Zg) -+ Var(Zy)

matrice (d,d) dont les éléments diagonaux sont les variances et les éléments non
diagonaux sont les covariances des coordonnées de Z (remarquons que la variance
de Z; est aussi la covariance de Z; et de Z;).

On vérifie également le résultat suivant : si C' est une matrice (p, d) & coordonnées
constituées de réels constants et si Z est un vecteur aléatoire a valeurs dans R,
alors C' - Z est un vecteur de taille p de matrice de variance-covariance

Var(C-Z)=C-Var(Z)-C".
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En particulier, si p vaut 1, alors C' = b’ ou h est un vecteur de taille d, et :
Var(h'-Z)=h"-Var(Z) - h.

Notez que cette derniére quantité est un scalaire. Soit Yi,--- Yy des variables
aléatoires indépendantes de méme loi N'(0, 0?), indépendantes (ce qui, dans le cas
gaussien, est équivalent & Cov (Y;,Y;) = 0 pour ¢ # j). On considere le vecteur Y =
(Yy,---,Yy). En raison de I'indépendance, Y est un vecteur gaussien admettant
une densité fy (par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?) qui est le produit
des densités de chacune des coordonnées, soit :

fy, - sua) = fra(v) X fra(ye) X -+ X fy,(ya)

B 1
= (2r0®) " exp <— (yf+---+y§))

202
2
_ (org?) 2 lyll
(7m) exp 592 )
avec Yy = (Y1, ,Yq). On voit donc que la densité de ne dépend que de la
Y Y yq). O it d la densité de Y dé d de 1

norme ||Y|| : elle est constante sur toutes les sphéres centrées en zéro. Cela im-
plique qu’elle est invariante par rotation ou symétrie orthogonale d’axe passant
par 0 : elle est invariante par toutes les isométries de R : on dira que Y suit une
loi gaussienne isotrope. Rappelons que les isométries correspondent a des change-
ments de bases orthonormées (BON). En conséquence, on a la premiére propriété
importante :

Propriété 11 Soit Y un vecteur aléatoire de R? de loi normale isotrope de va-
riance o, c¢’est-a-dire que dans une BON les coordonnées de Y wvérifient E(Y) = 0
et Var(Y) = o2 - Id. Alors les coordonnées de Y dans toute BON sont encore des
lois N'(0, 0?) indépendantes.

Voici maintenant I'un des résultats (encore appelé Théoréme de Cochran) que nous
utilisons le plus et nous en donnons donc une démonstration.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Cochran) Soit E, et Ey, deuz sous-espaces
vectoriels orthogonauxr de E = RY de dimensions respectives ki et ko et soit Y
un vecteur aléatoire de R? de loi normale centrée isotrope de variance o?. Alors
Pg,(Y) et Pg,(Y') sont deux variables aléatoires gaussienne centrées indépendantes
et || Pg, Y)||* (resp. || Pg,(Y)||?) est une loi 02 - x?(ky) (resp. 0?-x?*(k2)). Ce théo-
reme se généralise naturellement pour 2 < m < d sous-espaces vectoriels orthogo-
nauz (E;)1<icm de E =R%.

Démonstration : Soit (eq,--- ,ex,) et (€g+1," €k +k,) deux BON de E; et Ey
(respectivement). L’ensemble de ces deux bases peut étre complété en

(617 te 76k17 €k1+17 te 76k1+k27 €k1+k2+17 o 7€d)
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pour former une BON de R? (du fait que E; et E, sont orthogonaux).
Soit (Y7, ,Yy), les coordonnées de Y dans cette base; elles sont indépendantes

de loi N(0,0?%) car le changement de base est orthonormal et nous avons vu que
la distribution de Y était conservé par transformation isométrique. Comme
PEl(Y) = }/161 —+ e 4 Yk1€k1 —

| Pg, (Y)||* = o? <<%)2+---+ (%)j :

Pp,(Y) = Yi1€p41 + -+ Vi g ko Chythy =

Y 2 Y, 2
| Pe, (V)| = 0 ((ﬁ) +...+<M) )
g o

On voit bien ainsi I'indépendance entre les deux projections et le fait que la loi de
| P, (Y)||* (resp. || Pg,(Y)||?) est une loi 02 - x*(k1) (resp. o2 - x*(k2)). O

On peut définir plus généralement un vecteur gaussien Y a valeurs dans R¢ (non

dégénéré), d’espérance 1 € R? et de matrice de variance-covariance ¥ quelconques
(du moment que X soit une matrice symétrique définie positive). Cela équivaut a
définir un vecteur aléatoire de densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?,

7)~"/?
) = 2 e (- w5 =)

pour y € RY et avec det(¥) le déterminant de la matrice ¥. Remarquons une
nouvelle fois que 'espérance et la variance définissent complétement la loi de pro-
babilité d’un vecteur gaussien.

A partir des propriétés générales sur les vecteurs aléatoires, on obtient le fait
que :

Propriété 12 Soit Y un vecteur gaussien a valeurs dans R? (non dégénéré), d’es-
pérance . € R et de matrice de variance-covariance . Soit C' une matrice réelle
de taille (p,d) oup € N*. Alors C'-Y est un vecteur gaussien tel que :

C.Y~NC-p, C-X-C)

On en déduit les conséquences suivantes :
— s1 Y est un vecteur gaussien isotrope de R? de variance o2 et h un vecteur de
R?, alors h' - Y est une combinaison linéaire des coordonnées de Y tel que :

R'-Y suit la loi N'(0,0% - h'-h) = N(0,0% - ||h]]?)
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— si Y est un vecteur gaussien d’espérance p et de matrice de variance Y et si

h un vecteur de R%, alors /- Y est une combinaison linéaire des coordonnées
de Y et :

h'-Y suit la loi unidimensionnelle N'(R" -y, b’ -3 - h)

1.2.6 Fonctions caractéristiques

Définition 1.2.3 Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A, P) & valeurs dans R?. La
fonction caractéristique de X est la fonction ¢x : R? s C telle que

bx(t) = E[exp(i < £, X )] = / <> 4Py (),

Rd
d
ol < . > désigne le produit scalaire euclidien sur R? tel que < t,x >= Zti:pi pour
i=1
t=(t1, - ,tq) et x = (1, -+ ,1q).
Corollaire 1.2.1 (X, -+, X,,) sont des variables aléatoires indépendantes si et
seulement si pour tout (ti,--- ,t,) € R™,

P(xy, ) By ) = H¢Xj(tj)-
j=1

La fonction caractéristique existe sur R et ¢x(0) = 1. ¢x est aussi la transformeée
de Fourier de la mesure Py. Elle caractérise complément la loi de X :

Théoréme 1.2.3 Soit X etY des vecteurs aléatoires sur (2, A, P) a valeurs dans
R?, de lois Px et Py. Alors Px = Py si et seulement si ¢ox = ¢y

Théoréme 1.2.4 (Théoréme d’inversion) Si X est un vecteur aléatoire sur
(Q, A, P) a valeurs dans R? et si ¢y est une fonction intégrable par rapport a la
mesure de Lebesque A\g sur RY, alors X admet une densité fx par rapport a \g
telle que pour v € R,

1 —1<t, x>
fX(LL’) = (27T)d /Rd e ¢X(t)dt

Si X est une variable aléatoire sur (€2, A, P) de fonction génératrice ¢x. Alors si
E(|X|") < 400 (ou X € L™(Q, A, P)), ¢x est n fois dérivable et ¢ (t) = i"E(X "),
On a alors i"E(X") = qbg?)(O). On retrouve ainsi E(X™) le moment d’ordre n de

X noté m,,.



28 CHAPITRE 1. RAPPELS DE PROBABILITES

1.2.7 Convergence de suites de variables aléatoires

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires sur (2, A, P). On dit que

— (X,,) converge en probabilité vers X, noté X, R e , lorsque pour tout
e >0,

lim P(|X, — X|>¢) =0.

n—oo

— (X,,) converge dans LP(Q, A, P) vers X, noté X, L, X, avec p > 0, lorsque

lim | X, — X||, =

— (X,,) converge en loi vers X, noté X, Lx , lorsque,

lim Fy, (z) = Fx(z) pour tout € R tel que Fy continue en z.

n—oo

. , p.s.
— (X,,) converge presque strement vers X, noté X,, —> X, lorsque

PE)=1 ou E={weQ: lim X, (v) = X(w)}.

n—oo
ou encore lorsque pour tout € > 0,

lim P(sup |X,, — X| >¢) =0.

n—00 m>n

Remarque : Les définitions de la convergence en loi, en probabilité et de la conver-
gence presque siire se généralisent facilement pour les vecteurs aléatoires de di-
mension d > 1. Pour la convergence en probabilité par exemple, on remplacera
lim,, oo P(| X, —X]| >€) =0, Ve > 0parlim, o P(||X,—X]|| >€)=0,Ve>0
ot ||-|| est une norme quelconque sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes
sur R
Propriété 13
1. ps.et [P — P — L.
2. pour q > p, LT — LP et L — p.s.
3. La convergence en loi n’entraine pas la convergence en probabilité. Mais
(X, £, C) = (X, £, C') pour C une constante.
4. Si g est une fonction continue alors (X, X5 X) = (9(X,) 2= g(X)),
(X == X) = (9(X,) = g(X)) et X, == X = g(X,) = g(X).

5. Si pour tout € > 0, Z P(|X, — X| > ¢) < +o0 alors X,, X% X (application
n=0
du Lemme de Borel-Cantelli).
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6. Si il existe r > 0 tel que E(]X,|") < +oo et ZE(|X,L — X|") < 400 alors
n=0
X, 25 X,
7. 81 X, L5 X et | X,|" < Z telle que Z est une v.a. positive telle que E(Z) <

+00, alors XniX (application du Théoréme de la convergence dominée).

Théoréme 1.2.5 (Loi faible des Grands Nombres) Soit (X, ),en une suite
de v.a. iid Alors si E(|X;]) < +o0,

X4+t X,
X, A P RX,
n
Théoréme 1.2.6 (Loi forte des Grands Nombres) Soit (X,,),en une suite de

v.a. iid Alors si E(| X;]) < +o0,

X, =t ey,
n
Théoréme 1.2.7 (Théoréme de la limite centrale) Soit (X,,),en une suite de

v.a. 7id Alors si 0 = EX? < 400, et m = EX,

AT L 0, 1),

Théoréme 1.2.8 (Loi forte des Grands Nombres multidimensionnelle) Soit
(X )nen une suite de vecteurs aléatoires iid a valeurs dans R, Alors si E(]| X;]|) <
+o00 (pour ||.| une norme sur R%),

X1+ +X, ps
= —

n

Théoréme 1.2.9 (Théoréme de la limite centrale multidimensionnel) Soit
(X )nen une suite de vecteurs aléatoires iid a valeurs dans RY. Alors si ¥ matrice
de covariance de chaque X; existe, et m = EX;,

ﬁ(x - m) £ NG(0,3D).
Théoréme 1.2.10 (Théoréme de Slutsky) Soit (A,, B,, X,, X) des variables

aléatoires réelles et a et b des réels. Supposons que A, £, a, B, L b et X, £,
X. Alors

A X, + B, -5 aX +b.

Théoréme 1.2.11 (/-méthode) Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires a
valeurs dans RY, indépendants et identiquement distribués, telle que X matrice de
covariance de chaque X; existe, et m = EX,;. Soit g : R? — RP une fonction de
classe C' sur un voisinage autour de m, de matrice Jacobienne J,(m) en m. Alors,

Vi (9(Xa) = g(m)) =5 Na0, Jy(m) - 2 - Jy(m)).
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1.2.8 Espérance conditionnelle

Définition 1.2.4 Soit Y une variable aléatoire sur (2, A, P). Si B est une sous-
tribu de A et si Y € L*(Q, A, P). Alors on note E(Y | B) la projection orthogonale
de Y sur L*(Q, B, P), appelée espérance conditionnelle de Y sachant B. Ainsi :

ElY —EY|B) = zEin]&sz . (E]Y — Z*}.

Par extension, siY € LY(Q, A, P), on définit 'espérance conditionnelle par rapport
a B, comme lunique (p.s.) variable aléatoire, B-mesurable vérifiant p.s. :

/E(Y|B)dP:/YdP, pour tout B € B.
B B

Par convention, si X un vecteur aléatoire a valeurs dans R” sur (2, A, P) et si Y
une variable aléatoire sur (€2, A, P), on note E(Y | X) = E(Y | X"}(B(R))).
Propriété 14
1. Lemme de Doob : Pour Y € L' (2, A, P), et X une v.a. de(, A, P), alors
p.s. E(Y| X) = h(X), avec h une fonction borélienne.
2. PourYy et Yy deuz variables aléatoires sur (2, A, P), et (a,b,c) € R3, alors

E(aY; 4+ bY2 + ¢| B) = aE(Y1 | B) + bE(Y2 | B) + c.

3. 81 Y1 <Ys, alors E(Y; | B) <E(Y2|B).
4. Le Lemme de Fatou, les théoremes de Beppo-Levi, Lebesque et Jensen s’ap-
pliquent avec l’espérance conditionnelle.

5. 81Y € L*(Q,B, P), alors E(Y | B) =Y ; ainsi E(g(X) | X) = g(X) pour g
une fonction mesurable réelle.

6. On a E(E(Y |B)) =EY.

7. Si Y YB(R)) et B sont indépendantes alors E(Y | B) = EY ; ainsi, si X et
Y sont indépendantes, E(Y | X) =EY".

8. Si(X,Y) est un couple de v.a. & valeurs dans R* possédant une densité f(x y)
par rapport a la mesure de Lebesque, alors si X est intégrable ,

_ ey e (@y)dy
fR f(X,Y)(fC,y) dy ’

pour tout x tel que [ foxy)(x,y)dy > 0.

Dans le cas Gaussien, on a la propriété suivante :

E(Y | X =)

Proposition 1.2.4 Si (Y, Xy, -, X,,) est un vecteur gaussien, alors on a
E(Y (X1, , Xp)) = a0+ ar Xy + - -+ an X,

ot les a; sont des réels.



Chapitre 2

Echantillonnage

2.1 L’échantillon aléatoire

A partir de I'observation d’'une propriété sur un ensemble fini d’expériences,
donc d’'un ensemble de données de taille finie, le statisticien infére des caractéris-
tiques de la propriété en général. Deux cas de figure sont possibles :

— Soit la propriété est observée sur un sous ensemble de taille n d'une popula-

tion meére est de taille finie N avec N > n,
— Soit la propriété est observée sur un ensemble fini d’expériences, ces expé-
riences sont renouvelables théoriquement autant de fois que 1’on veut.
On consacre cette section a la notion d’échantillon aléatoire, notion commune aux
deux cas de figures.

2.1.1 Population de taille finie

Soit £ un ensemble, que nous appellerons population mére, contenant un nombre
fini V d’éléments. Nous supposerons que 1’on veut étudier une propriété X de cette
population. L’objectif serait donc de déterminer les principales caractéristiques de
la loi de X.

S’il est possible d’effectuer un recensement, c’est-a-dire interroger ou inspecter
tous les éléments de E, les caractéristiques de X seront parfaitement connues. Si
on écrit £ = {ey,...,en} et si X est une propriété mesurable, on observe alors
(x1,...,zxn) Pensemble des valeurs prises par X correspondant aux éléments de
E. Remarquons que ce sont des valeurs déterministes. Dans ce cas précis on peut
par exemple calculer les vraies moyenne j et variance o? de X :

1 o 1«
= N;m] et ol = N;(J}J — ).

31
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Une telle situation est trés rare, et I’étude de X sera fréquemment réalisée & partir
d’observations partielles de X, ceci pour des considérations de coftit, de rapidité de
collecte et d’exploitation.

Soit £, un échantillon de F de taille n. &£, est tout simplement un sous-ensemble
quelconque de E de n éléments; &, = {e;,...,e;, Joul < < Netl<k<n.
Il est clair qu’il existe dans ce cas-la C} différentes possibilités pour &,,. Nous
supposons ici avoir procédé a la sélection de ’échantillon &, de maniére aléatoire.
On est alors dans le cas d'un tirage aléatoire. Tout calcul statistique sera effectué
a partir des valeurs de la propriété X sur I’échantillon choisit aléatoirement &,.
On note Xi,..., X, les valeurs de X correspondant aux éléments de &,. Ce sont
des variables aléatoires car &,, a été tiré aléatoirement.

De nombreuses méthodes de tirage aléatoire sont possibles. On étudie ici les
deux méthodes suivantes :

— Tirage avec remise : On tire au hasard ’échantillon unité par unité. Lors-
qu’un élément est tiré, il n’est pas éliminé. Au contraire, il est “remis” dans
la population et peut étre tiré ultérieurement. De fait, le méme élément peut
participer au tirage plusieurs fois. Ce mode de tirage est appelé parfois tirage
de Bernoulli

— Tirage sans remise : L’échantillon est obtenu par tirage aléatoire des unités,
mains chacune d’entre elles ne peut étre tirée qu'une seule fois. Cette méthode
d’échantillonnage porte aussi le nom de tirage exhaustif.

2.1.2 Expériences renouvelables

Les modéles de population finie et de tirage aléatoire ne couvrent pas toutes
les situations donnant matiére a la modélisation statistique. Prenons le cas par
exemple de la variable X égale au retard mesuré en minutes que fait le métro
d’une ligne quelconque pour arriver a une certaine station. Il est clair que X est
une variable aléatoire puisqu’on ne peut exactement prédire le retard (cela dépend
de différents facteurs). En revanche, il n’est pas du tout évident comment la notion
de population finie et d’échantillonnage aléatoire s’appliquerait ici. On parle plutot
d’expérience que l'on peut renouveler théoriquement autant de fois que l'on veut.

Dans le cas d’expériences renouvelables nous supposerons que celles-ci sont
réalisées de la méme maniére, indépendamment les unes des autres. Dans le cas
d’une expérience modélisée par la variable X, alors X; correspond a la propriété X
mesurée sur la premiére expérience. L’expérience est renouvelée n fois afin d’obtenir
I’échantillon (X1,..., X, ) puis le statisticien infére a partir de ces données pour
déduire des caractéristiques sur X. Ici la vraie loi de X reste inconnu pour toute
taille de population. Plus n est grand et plus I'inférence va étre bonne.
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2.1.3 Modéle d’échantillonnage

Afin de donner a I’échantillonnage un cadre probabiliste général, on utilise la
définition suivante.

Définition 2.1.1 Soit une propriété définie par la v.a. X a valeur dans X, appli-

cation mesurable de (2, A, P) — (X, B, PX), B étant ici la tribu des Boréliens. Le
modele d’échantillonnage de taille n est [’espace produit

(X,B,P)" = (X", B,, PX)

ol
- X" =X X ...x X est le produit cartésien de l’espace X,
n fois
- B, est la tribu produit des événements de X",
— PX est la loi ou la distribution jointe des observations.
On notera X; la iéme observation, v.a. de méme loi que X et l’ensemble des ob-
servations (X1, ..., X,) est l’échantillon aléatoire.

Remarque : Dans le cas d’une population de taille finie £, on note Xi,..., X, les
valeurs de X correspondant aux membres de &, un échantillon aléatoire de taille
nde F. La notation Xy, ..., X, ne signifie en aucun cas que les n premiers éléments
de la population ont été tirés.

Un cas particulier treés important est celui ou les observations X; sont indépen-
dantes entre eux. C’est le cas de la population de taille finie associée a un ti-
rage aléatoire avec remise ou le cas des expériences renouvelables. On notera
Xi,...,X,id ~ P¥ouiid ~ Fx, Fx étant la fonction de répartition de
X. Du fait que les variables aléatoires X;,1 < i < n sont indépendantes, il est
facile d’écrire le systéeme de probabilités de I’échantillon X7, ..., X,, dans le cas ou
la loi Px est une loi discréte :

—.

P(Xy=mz1,..., X, =2,) = [[P(X; = z) = [ [ px (=),
j=1

<
Il
i

ou la densité jointe dans le cas continu (Px admet une densité fx relativement a
la mesure de Lebesgue) :

n

foxnxy (@, a,) = foj(xj) = HfX(SCj)-

J=1

Remarque : Dans le cas de la population finie associée a un tirage sans remise les
observations (X7, ..., X,) sont identiquement distribuées mais pas indépendantes.
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2.2 Cas de la population finie

On se place dans le cas d'une population E de taille finie N pour laquelle
la propriété X n’est observée que sur un ensemble &, de taille n < N. On note
(x1,...,zxn) I'ensemble des valeurs prises par la propriété X sur I’ensemble de la
population £ = {ey,...,en}. Ces valeurs sont déterministes, elles appartiennent
a X. On a alors les vraies moyenne y et variance o2 de X :

1« 1
= N;x] et o? = N;(J}j — )%

2.2.1 La moyenne empirique

La moyenne empirique de 1’échantillon est donnée par ’expression

_ 1 <&
X, = E;Xj.

Pour calculer E(X,,) et Var(X,) dans le cas d'une population finie £ de taille N,
il faut distinguer le mode de tirage.

a. Tirage avec remise On a
- 1
E(X.) = — > E(X;).

Chacune des variables X est tirée de 'ensemble {xz,...,zx} avec la probabilité
1/N, c’est-a-dire P(X; =2;) =1/N,VI=1,...,N. D'ou

N
1
E(X;) = I Z x; = p (la vraie moyenne de la population)
I=1

et

E(X,) = u.

Pour calculer la variance, notons que les X; sont des variables aléatoires indépen-
dantes, et donc
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ouViji=1,...,n

N
Var(X;) = Z(xl — 1)*> = 02 (la vraie variance de la population).
=1

1
N

On en déduit

0.2

Var(X,) = —

b. Tirage sans remise Dans ce cas, les variables aléatoires X; ne sont pas
indépendantes : Si X; = xy par exemple, on sait qu’il est impossible qu’une des
variables X, j > 2 prenne cette valeur aux tirages suivants! Nous devons donc
déterminer la loi jointe de I’échantillon :

Proposition 2.2.1 Dans le cas d’un tirage sans remise, alors (Xi,...,X,) est
équidistribué sur [’ensemble des n—arrangements de E. Pour tout x € E™ :

0 si il existe k, k' tels que xj, = xp,
P((X1,.. o, X)) = (21,2 0)) = § (N — )
N!
Démonstration : On raisonne par récurrence sur n. Le résultat est évident pour
n = 1. Supposons qu’il soit vérifié¢ pour n. Alors on a pour tout = € E"+! :
P((Xl, e >Xn+1) = ZL’) = P(Xn+1 = Tp+1 | (X1> e >Xn) = (1'1, e ,Z’n))
PUX1, . X)) = (21, 2)).

SINon.

Intéressons nous aux cas o (zy,...,,) est une combinaison car sinon on trouve
0 d’aprés 'hypothése de récurrence. Deux cas de figure sont possible :
— Soit il existe 1 < k < n tels que i, = 7,41 alors P((Xp01 = Ty | (X1, ..., X)) =

(x1,...,2,)) = 0 car on est dans le cas d'un tirage sans remise,
— Soit tous les x; sont différents de x,,;. Alors x est un arrangement étant
donné que la valeur z,,, est indissociable des autres N—n de E\{x1,...,z,}.
D’ou 1
P(Xn+1 = Tpa1 ‘ (Xl,...,Xn> = ($1,...,In)) = N_n
On a ainsi facilement le résultat pour n + 1. O

On en déduit en particulier que pour tout 1 < j <nettoutx; € Eavecl=1,.... N

P(X;=mz) = > P((X;, (Xi)i<izj<n) = (21,2))
> arrangement de (E\z;)»—!

(N=D!(N—=n)!

(N—n)l NI N
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La loi des X; restent les mémes que dans le cas du tirage avec remise et par
conséquent

E(X,) = p.

Pour la calcul de Var(X,), on utilise la formule générale de la variance de la
somme des variables aléatoires dépendantes :

Var(X =3 (Z Var(X Z Cov(Xj,Xk)> :
i=1

1§j¢k§n

Pour le premier terme, le calcul est donc identique & celui qu'on a déja effectué
pour le tirage avec remise car les X; ont la méme distribution marginale. On trouve
que Var(X;) = o? et

1 n
3 Z Var(X
i=1
Pour le second terme, on a par définition
Cov(X;, X;) = E(X.X;) — E(X;)E(X;))
= E(XiX;) -

La détermination des lois jointes des couples (X;, X;) pour i # j permet de calculer
le terme E(X;X;) : Pour tout (x;,zy) € E* avec | #1' € {1,...,N}?

P((Xi, X;) = (z,2v)) = > P((XG, X5), (Xi)r<rzijen) = (21, 20), 2)
z arrangement de (BE\{z;z;})"2
O (N=2)N(N =n)! 1
~ (N—-n)! N' — NN-1)

On en déduit

E(XZX]) = — 1 ZSL’[SL’[ (Zl’lle/ Z$l>
l;él’
N 1 ) ) o?
N -1

et Cov(Xy, Xp) = —c?/(N — 1). 1l sen suit

Var(X,) =

Remarques :
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— En terme de variance, X,, est toujours moins dispersé pour un tirage sans
remise que pour un tirage avec remise

— Lorsque N — +o00 et n/N — 400, (N —n)/(N —1) — 1 et donc il n’y a
pas de différence entre les modes de tirage.

2.2.2 Variance empirique

La variance empirique est donnée par l’expression

S? peut s’écrire encore
1 _
82 = S — )P = (K — )

Par conséquent, dans le cas d’une population finie £ de taille N on en déduit

E(S?) = o — Var(X,).

a. Tirage avec remise

b. Tirage sans remise

n—1 N
E(S?) = — N1 o’

La formule de la variance de S? est plus compliquée & obtenir. Dans le cas d'un
tirage avec remise, elle est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.2  Soit S? la variance empirique obtenue & partir d’un tirage
avec remise. Si E[(X — p)*] = py le moment centré d’ordre 4, alors

py — ot 2(pg —20%) oy — 30t
- +
n n? n3
n—1

= — ((n—1)ps— (n—3)o").

Var(S?) =




38 CHAPITRE 2. ECHANTILLONNAGE

Démonstration. Rappelons d’abord que

S2= S — )~ (X~ )

=1
Posons Y; = (X; — p)?. On a

Var(s?) = SVar(i) = = 37 CoulY, (X = p)?) + Var(Xu — )’

1 _ .
= —Var(V) = 2Cov(Y1, (X, = p)*) + Var((Xa — )°)
— I, =211, + ITI,.

1

I = —(E[(X: — p)'] = BY(X, - p)?]) = .

n

D’autre part,

I1, = E[(Xi—p)*(Xy —1)*] = E[(Xs — p)*JE[(X5 — p)?]

= E[(X: — 0’ (X0 — )] - =
Or,
B — 0P~ ] = (B - 0% - )
# S EICK = X, - )% - 0]
J#k
= (B0 - )+ I - P - 0 +0)
7! + (n — 1)(74
d’ou
I, - g+ (nz— 1)04 _ (7_4
_ ot
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BT~ )] = = DEICG = )+ G DI, — 06— ] +0)
=1 j<k
npy + 3n(n — 1)o?

A
py — 302 30t
- T w T
Il s’en suit que
4 1 2 4
pa — 0O pa— 0" g —30° 20
Var(S?) = —2 ——
ar(S) n n? * n3 n?
e —ot 20y —20%)  py — 30t
B n n? n3
n—1
= 3 ((n—=1)ps — (n—3)o?) . 0

Remarque : Au premier ordre,

4
Var(s?) ~ 117

n

Dans le cas d'un tirage sans remise, les calculs deviennent encore plus compli-
qués. Pour conclure cette section, le cas d’une population de taille finie £ com-
porte de nombreuses difficultés, liés aux calculs de la loi (discréte) de I’échantillon
(X1,...,X,). Dans toute la suite de ce cours nous nous placerons dans le cadre
d’expériences renouvelables qui permet de considérer des lois usuelles ce qui sim-
plifie les calculs.

2.3 Cas d’expériences renouvelables

Soit une expérience qui mesure la propriété X renouvelée n fois. On observe
(X1,...,X,) iid ~ Px. Le fait que l'expérience puisse étre renouveler autant de
fois que l'on veut en théorie permet d’utiliser I'asymptotique, a savoir le cas ol

n tend vers l'infini, et tous les théorémes de probabilités qui en découle (LFGN,
TLC).

2.3.1 Moments empiriques

La LFGN et le TLC nous assure qu’asymptotiquement, lorsque n — oo, l'ap-
proximation de la moyenne j et la variance o2 de la loi X par la moyenne empirique
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X, et la variance empirique S? est bonne. Il est possible de généraliser les notions
de moyenne et de variance empiriques, ce qui donne lieu & la notion des moments

empiriques.

Définition 2.3.1 Soit X une variable aléatoire et (X1, ..., X,,) un échantillon de
n v.a. indépendantes de méme loi que X. Soit r € N*.
— La quantité

r_l - r
MH_E;X]-

s’appelle le moment empirique d’ordre r.
— La quantité

j=1

s’appelle le moment empirique centré d’ordre r.

Moyenne et variance empiriques en sont des cas particuliers :

n
J=1

_ 1 <& - 1 _
M}L:Xn:EZXj, My =82==> (X; - X,)"
j=1

Les moments empiriques ont les propriétés asymptotiques suivantes

Propriété 15
- SiE|X|" < +o0, alors

M 25 E[XT] =m,
My =5 E[(X —E(X))] =

m,. (resp. p.) s’appellent moment (resp. centré) d’ordre r.
~- SiE(X?) < +o0, alors
V(X = ma) =5 N0, o)
- SiE(X*) < 400, alors

\/E(SZ — p2) £, N(O>,U4 - Mg)
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2.3.2 Processus empiriques

Nous avons vu comment il était possible d’approcher des caractéristiques de
la loi de X telles que les moments etc... Ce sont des quantités appartenant a
un espace vectoriel de dimension fini petite. On dit que ces caractéristiques sont
paramétriques. On qualifie de non-paramétrique une propriété qui évolue dans un
espace fonctionnel de dimension infini, par exemple la fonction de répartition, la
fonction quantile, la densité,...

Ici, on se limitera a quelques propriétés asymptotiques élémentaires de la fonc-
tion de répartition empirique aussi appelée processus empirique :

Définition 2.3.2 Soit X une variable aléatoire et (X1, ..., X,,) unn— échantillon
de méme loi que X. La fonction de répartition empirique F,, est définie par

1 n
Fn(llf) = E Z ].ngx.
j=1

Théoréme 2.3.1 Soit F = Fx la fonction de répartition de X.V x € R

F,(x) RN F(z)
Vi(Fa(z) = F(z)) —5 N(0,F()(1 - F(x)).

Démonstration : Conséquence immeédiate de la loi forte des grands nombres et du
théoréme central limite. O

2.3.3 Quantiles empiriques

Soit (X1,...,X,) un n—échantillon d’'une v.a. X de fonction de répartition
Fx = F. Soit @ un nombre réel compris entre 0 et 1.

Définition 2.3.3 Le quantile d’ordre o de X est noté q, et est donné par la
formule
Jo = inf{x € R tel que Fx(x) > a}.

Afin d’approcher ce quantile, il faut commencer par ordonner I’échantillon des
observations (X1, ..., X,,). Ainsi I’échantillon ordonné dans 'ordre croissant, noté
(X@)s .-+ X)) est défini tel que Xy soit la k-éme plus petite valeur de I’échan-
tillon (X1,...,X,).

Définition 2.3.4 Soit (X, ..., X)) Uéchantillon ordonné d’un n—échantillon
(X1,...,X,). On appelle Xjy la statistique d’ordre j.

Remarques :
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— Les statistiques d’ordre ne sont pas indépendantes.
- Xqy =min(Xy, ..., X,) et Xy = max(Xy,..., X,).

Théoréme 2.3.2 (Lois de I’échantillon ordonné) On suppose X absolument
continue et on note f = fx sa densité. Alors la loi du vecteur (X(y,...,Xwm)) a
pour densité

gn(217"'7zn) = n'f(21>f(zn) Sizlg---gzn
= 0 SInon.

Théoréme 2.3.3 (Lois marginales de I’échantillon ordonné) SiF = Fy est
la fonction de répartition de X, alors la fonction de répartition, Hy, de la statis-
tique d’ordre Xy est donnée par

i = Y (1) rera- pay

n
i=k

n! Fle) k-1 n—k
= (k—l)!(n—k‘)!/o t (l—t) dt.

St F' admet une densité f alors Hy a pour densité

n!
(k—1)!(n—k)!

hi () = fla)F(2)* =11 = F(a)"™".

Théoréme 2.3.4 (Loi jointe de (X(;), X(;)),7 # j) On suppose X absolument conti-
nue et on note f = fx sa densité. Alors la loi jointe du couple (X, X(j)),1 < J
admet pour densité

n! i—1 % — ()L
TG T @) < [F) ~ F)
X (L= F(y)" 7 f(y) lozy-

Le quantile d’ordre oo de X va étre approcher par une statistique d’ordre appelée
quantile empirique :

f(vaXW(x’y) - (

Définition 2.3.5 Soit (Xy,...,X,) un n—échantillon de variables aléatoires in-
dépendantes de méme lot que X . Le quantile empirique est donné par

Qn,a = X([na])

ot Xqy, ..., Xm) sont les statistiques d’ordre croissant et [y] est la partie entiére
de y.
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Proposition 2.3.1 Soient a €]0, 1] et .o le quantile empirique d’ordre o.. Alors

~ p.s.
Qn,a — qu
0t o = Fx' () est le quantile théorique d’ordre «.

Démonstration : Par définition de ¢, o et de la fonction de répartition empirique
F,, ona

F(Gna) = M — « lorsque n — oo.
n

Or, par le théoréme de Glivenko-Cantelli, on a
By (Gn.a) = Fx(Gna)l =0
ce qui implique
Fx(Gna) == @
et donc
Gna = Fx'(@) = qa
par continuité de F )}1. O

Remarque : On peut remplacer [na| par [na] + 1 ou en général par n’importe
quelle autre suite k,, pourvu que k,/n — «. Dans ce cas, I'estimateur sera donné
par X,

Notons maintenant que si Xi,..., X, sont n v.a. iid de loi Fx alors les v.a.
Ur,..., U} telles que

U = Fx(X;)

sont n v.a. iid ~ U]0, 1]. Cela implique que si 1, , est le quantile empirique d’ordre
a basé sur un échantillon aléatoire de n v.a. indépendantes de loi uniforme sur
[0, 1], c’est-a-dire,

Un,a = Ulajj+1)

ou Ugyy,...,Up) sont les statistques d’ordre correspondant a ’échantillon des n
variables uniformes Uy, ..., U,, alors i, o et ¢, ont la méme distribution; i.e.

~ L ~
Up,a = FX (Qn,a)
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Plus généralement, si k£ > 1 un entier et oy, ..., a; €]0, 1] tel que oy # a; sii # j,
alors

(ﬂn,alu s 7an,ak) é (FX((jn,ou)v ey FX(@n,ak))-

Donc pour établir la loi asymptotique jointe du vecteur aléatoire (Gn.a;s-- -, Gnay),
il suffit de le faire pour (tUpa;,---,Una,). On commence par établir le résultat
suivant.

Proposition 2.3.2  Soient Y7, ..., Y, 4id ~ Exp(1l). Alors les variables aléa-
toires
Yi+...+Y]

Z; =
Y 4y

=1,...,n

ont la méme loi que les statistiques d’ordre d’un échantillon de n v.a. iid de loi
uniforme sur [0,1] ; i.e., si Uy, ..., U, sont iid ~ U[0, 1] alors
c
(Z1,-- -, Zn) = Uy, -, Uwy)-

Démonstration : Posons S, 11 = Yi+.. . +Y, et Z = (Z1,...,Z,). La distribution
de (Z1,...,Zy, Sni1) = (Z,S,41) admet pour densité

f(211s20,80 2 (P15 -+ 5 20y Snt1) = fyav (U - Yns Ynra) | |
ou J est le Jacobien de la transformation bijective (y1, ..., Un, Snt1) — (21, -+, Zn, Sni1)
Y1 = Sn+121
Yi = Snt1(z—zj21), J=2,...,n
Yn+1 = Sn—l—l(l - zn)

et donc |J| = s, ;. Or, la densité jointe fy,  y,y, , est donnée par

n+1 n+1
e YV Wt Yy Yngr) = H exp(—y;)1y,>0 = exp(—sn+1) H Ly, >0
j=1 j=1

Il s’en suit que

n

00
fZ(Zla cee Zn) = / exp(_3n+1>52+1d5n+1 1z120 H 123'223'71 1122n
0

Jj=2

= / exp(—x)x"dx 1Z120H12j22j,1 Li>z,
0

=2
00
o n+1—1
= n'/ —exp(—x)x dx 10S21S~~~S2nS1
0

= nl 10§z1§...S2nS1
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qui est exactement égale a la densité des statistiques d’ordre d’un échantillon de
n v.a. iid de loi uniforme sur [0, 1]. O
Nous énongons maintenant le théoréme principal de cette section.

Théoréme 2.3.5 Soit (Uny,-- -, Una,) le vecteur des quantiles empiriques d’une
loi uniforme sur [0,1]. Alors,

V(iin,a, — a1)

\/ﬁ(an,o:zg - 042) # N(O, E)
\/ﬁ(ﬁn,ak — )
Oél(l —Oél) Oél(l —Oég) al(l—ak)
s Oél(l —Oég) Oég(l —Oég) a2(1—ak)
Oél(l—Oék) Oég(l —Oék) ak(l—ak)

Démonstration : On démontre le théoréme pour £ = 2. Le résultat se généralise
sans difficultés au cas général k£ > 2. Posons

Sn,oa =Yi+...+ YLnaJ—i—L

La somme Y] + ...+ Y, sera encore notée S, .
En vue de la proposition 2.3.2, il suffit de montrer que si Y7, Ys, ... sont des
v.a. iid ~ Exp(1), alors

S
\/ﬁ e (&5}
. = N(O.3)
n,a9
\/ﬁ Snit — (9

ou

s ( (1 =) ai(l—as) )

Oél(l — Oég) Oég(l — Oég)

Sans perte de généralité, on suppose que ay > ;. Par le Théoréme Central Limite
(on rappelle ici que E[Y] =1,Var(Y) =1), on a

lagn] +1 (?;‘;j — 1)
o] — [oan] (i 1) £ N0, L)

laon]—[ain]

Vi Tean] (g 1)
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ou I3 est la matrice identité de dimension 3 x 3. Or, notons que

A(Se) - ()

el (e

— N0, oq)

) +0(1)

par le théoréme de Slutsky. De la méme maniére, on peut établir les convergences
suivantes

Sn [o %1

vn (%% — (o —al)) i>/\/’(O,Oé2 — o)

et
\/E(M_a—om)) S N(0,1 - ay).

Puisque les variables Sy, o, Sn.as — Sn.ar €6 Snt1 — Sn.a, sont indépendantes, il s’en
suit que leur loi asymptotique jointe est donnée par

Vi (S — o)
Vi (B - (- ) | £ N0,
Vi (e (1 - a))

ou

(03] 0 0
Zl = 0 Qg — (O 0
0 0 1-— 9.

Considérons maintenant la transformation

T Tty
g(x7y7z>: Y *
rt+y+z rx+yt+z

Alors,

Y Y

g (Sn,a1 Sn,ag - Sn,al Sn—l—l - Sn,az) - |:Sn,a1 Sn,a2:|
n

)
Sn-i—l Sn-i—l
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et

1 y+z —x —x

Vey)d = T
(@+y+2) 2 2z —(x+y).

En appliquant la 6-méthode, il s’en suit que
Sn,a
vi(gh —a

° £ N(0,GE,GT
Vi (gt — o

ou
G = Viaas—ai1-a2)d
l—-ay - —oy
B l—ay 1—ay —as.
Enfin, on peut facilement vérifier que GX,G7 = . O

Le résultat général, énoncé dans le corollaire suivant, découle immédiatement
du théoréme précédent et de la d-méthode.

Corollaire 2.3.1 Soit fx la densité de Fx relativement a la mesure de Lebesgue.
La loi asymptotique du vecteur (Gn.ays- - -+ Gn.a,) €St donnée par

\/ﬁ(qAn,al — (o, )

n Cjn,a — o
\/7( .2 2) i} N(O, Zx)
\/ﬁ(qn,ak - qak)
ol
ai(l1—ar) ai(l—a2) ai(1—ayg)
7% (qaq) Fx(qay)fx(qay) 77 Fx(qaq)fx(qay)
a1 (l1—a2) as(l—a2) as(l—ay)
x(qay) fx (qay) f%(qag) e fX(qaz)fX(qak)

Yx =

at(1—ag) as(l—ayg) ag(1—ay)
Ix (o) fx(qay)  Fx(Qog)fx(aa,) ~°° f%(qay,)
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Chapitre 3

Exhaustivité et information

Afin de faire de I'inférence statistique, le statisticien va devoir extraire de I'infor-
mation de ’échantillon X1, ..., X,, dont il dispose. Souvent, ce ne sont pas ces ob-
servations elles-mémes qui seront considérées mais une certaine fonction mesurable
de ces données, soit T, = T'(Xy, ..., X,,). Ainsi, lorsque la taille de ’échantillon n
est grande, il est naturel de tenter de réduire I’échantillon et et de résumer 'infor-
mation qui y est contenue. Lorsque il est possible de “remplacer” (Xq,...,X,,) par
T,,, on optera bien str pour cette solution. Dans la suite, on appellera la fonction
T une statistique. Par abus, la variable aléatoire T,, = T'(X3,...,X,,) sera aussi
appelée statistique.

Cependant, une question se pose : Comment savoir si la réduction des données
opérée par la statistique 7,, ne conduit pas a une perte d’information? C’est ce
type de problémes que cherche a résoudre la notion d’exhaustivité.

3.1 Exhaustivité

3.1.1 Statistique

Soit X une v.a. a valeurs dans (X, B) et soit (),C) un espace mesurable auxi-
liaire quelconque.

Définition 3.1.1 On appelle statistique toute application T mesurable de X™
dans Y, V' n
T: X" =Y
Par exemple, ¥ =Y =R et
- T(Xy,...,T,) = 2?21 X;/n an.
- T(Xy,...,T,) = Z?:1(Xj — X,)?/n.

49
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ou X = ]R, y = R" et T(Xl, Ce ,Xn) = (X(l), e ,X(n)), ol X(l) S X(Q) .. .X(n)
(cette statistique porte le nom de statistique d’ordre (cf. Chapitre 2).

Remarque : On utilisera la notation T'(Xj, ..., X,) pour bien marquer que T,, =
T(X1,...,X,) est une variable aléatoire.

3.1.2 Statistique exhaustive

Définition 3.1.2 On appelle modéle statistique paramétrique de paramétre 0 € ©
pour un certain espace de dimension fini © le couple (X, Py), ou X est l'espace
des valeurs de X, v.a. du modéle, et Py la loi de probabilité de X.

Définition 3.1.3 La statistique T' sera dite exhaustive pour 6 si la loi condition-
nelle de X sachant T(X) =t n’est pas une fonction du parametre 0 :

Py(X|T(X)=1t) ne dépend pas de 6.

On notera f(z,#) la densité de Py relativement & une mesure dominante et o —finie,
v. On va se restreindre au cas ot v est la mesure de Lebesgue (variables aléatoires de
loi absolument continue) et on retrouve la densité fy(x) ou la mesure de comptage
(variables aléatoires de loi discréte) et on retrouve le systéme Pp(X = x). On note
X D’échantillon (X7, ..., X)) issu du méme modeéle (X, Fp).

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de factorisation) Soit le modéle (X, Py) et T
une statistique (X™, B,) — (V,C). T est exhaustive pour 0 si et seulement s’il
existe deur fonctions mesurables g : X — RY et h : Y — RT telles que f(x,0) se
met sous la forme

f(x,0) = h(x)g(T'(x),0)
ol X = (T1,...,Tp).

Exemples :
— Soit X ~U[0,6]. On a

1
f(xlv <oy Ty 9) = _1sup1§j§n$j§9'

9"

En posant

1
h(X) =1 et g(T(X),H) = e_an(x)§9

on déduit que T": X — sup; <<, T; est une statistique exhaustive pour 6.
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— Soit X ~ Exp(f). On a

1 n
f(xlw"vxan) = g_neXp (_9 ZLU])

et donc
T(Xy,... X)) =) X,
j=1
est bien une statistique exhaustive.

— Soit X ~ P(#). On a

92?:1 Zj

[T 2!

flxy, ... o0, \) = e

et donc

T(Xy,... X)) =) X,
j=1

est bien une statistique exhaustive.
— Soit X ~ N (1, 0?). Alors la statistique

1O 1 O
TX)=(=> X;,—> X}
- (13x.130)
7j=1 j=1
est une statistique exhaustive pour 6 = (i, o%).

3.1.3 Statistique exhaustive minimale

Le théoreme de factorisation implique que si 7T} est une statistique exhaustive
pour 6 alors la statistique T5 telle que 77 = @ o T, ol ¢ est une application
mesurable, est aussi une statistique exhaustive pour . Une statistique exhaustive
n’est donc pas unique car il suffit de choisir n’importe quelle application mesurable
et bijective, ¢, et de considérer Ty = ¢! o T}. Ces remarques nous conduisent a
la définition suivante.

Définition 3.1.4  Une statistique T' est dite exhaustive minimale pour 6 si elle
est erhaustive et si pour toute autre statistique exhaustive S pour 6, il existe une
application ¢ telle que T'=p o §.

Lemme 3.1.1 Deux statistiques exhaustives minimales pour en 6 sont en liaison
bijective.
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Soit f(x,0) la densité de Py par rapport la mesure dominante v. Le théoréme
suivant nous donne une condition suffisante pour qu'une statistique soit exhaustive
minimale.

Théoréme 3.1.2 Soit une statistique T'. Si l'on a ’équivalence

f(xl,...,xn,ﬁ)
f(yla"'aynae)

alors T est une statistique exhaustive minimale.

T(xy,...,x0) =T(Y1,. .., yn) < 00— ne dépend pas de 0

Démonstration : Montrons d’abord que T' est une statistique exhaustive pour 6.
Pour tout t € T'(X™), considérons 'ensemble

T =t ={xeX":T(x)=t}.
a tout élément x € X", on associe x; dans [T = t]. On a donc par construction
T(X) = T(XT(X))
et par conséquent, par hypotheése, le rapport

_fx0)
f(Xr(x), 0)

est indépendant de 0. Définissons maintenant la fonction g(7'(x),0) = f(Xrx),0).
On peut écrire

h(x) =

f(x,0) = h(x)g(T(x),0)

et ainsi le théoréme de factorisation assure que 7T est une statistique exhaustive
pour 6.

Montrons maintenant que 7" est minimale. Soit 7" une autre statistique ex-
haustive. Par le théoréme de factorisation, il existe deux fonctions A’ et ¢’ telles
que

f(x,0) = W (x)g'(T"(x),0).
Alors, pour tout x; et x5 tels que T"(x1) = T'(x3), il vient que

fxa,0)  W(x1)
f(x2,0)  W(xa)

Puisque ce rapport ne dépend pas de 6, 'hypothése du théoréme assure que
T(x1) = T'(x2). On en déduit que 7" doit étre une fonction de 7" et que 71" est
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donc une statistique exhaustive minimale. O
Exemple : Soient Xi,...,X, iid. N(u,0c?) ou pu et o sont inconnus. Montrons
que T(Xy,...,X,) = X,, la moyenne empirique, est une statistique exhaustive

minimale pour p. Notons tout d’abord que

_ ,
F(@r, .ot 1, 07) = (200%) "2 exp (_n(xn QM)Z + n5x>
o

ou T, =1/nY " wjet st =1/nY"  (x; —@,)% Il s’en suit que

f(xla-"axnaﬂagz) ( n(in—,u)2—n(yn—,u)2+nsi—n5§>
= exp| — .
f(yl,---,yn,,UJ,OQ) 202

Le rapport ne dépend pas de p si et seulement si

Tp = Yp.

3.2 Statistique libre, compléte et notion d’identi-
fiabilité

3.2.1 Statistique libre

Qu’elle serait une sorte d’opposée de la notion de statistique exhaustive mini-
male ? Ce devrait étre une statistique ne dépendant pas du parameétre, soit :

Définition 3.2.1 Une statistique T' d’un modéle paramétrique est dite libre si sa
loi ne dépend pas du parameétre 6.

Une statistique libre n’apporte donc aucune information pour 'estimation du pa-
rametre #. C’est ce qu'on appelle un paramétre de nuisance. Or, de fagon assez
surprenante il peut arriver qu’une statistique exhaustive minimale comprenne une
statistique libre, qui intuitivement ne devrait pas étre prise en compte pour donner
toute I'information sur #. Par exemple la loi Py uniforme sur [0,60 + 1]; pour un
échantillon de taille 2, la statistique (X — X1y, X1 + X3) est exhaustive mini-
male, mais X(9) — X(y) est libre. Aussi peut-on rajouter une autre caractérisation
des statistiques exhaustives pour pouvoir atteindre une forme d’optimalité pour
ces statistiques, qui serait qu’aucune fonctionnelle non constante de la statistique
ne peut étre libre. C’est la notion de statistique compléte.
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3.2.2 Statistique compléte

Définition 3.2.2 Une statistique exhaustive T d’un modele statistique paramé-
trique avec T & valeur dans R? est dite compléte si pour toute fonction borélienne
f:RY— R telle que f(T) soit intégrable, on ait :

Vo € O, [y (f(T)) =0 = f(T) =0 Py —p.s.

Propriété 16 Soit un modéle statistique paramétrique dominé.

1. si T est une statistique exhaustive compléte alors pour toute fonction boré-
lienne ¢ bijective (T') est une statistique exhaustive compléte.

2. si T est une statistique exhaustive compléte alors T est une statistique ex-
haustive minimale.

3. (Théoréme de Basu) si T est une statistique exhaustive compléte alors T est
indépendante de toute statistique libre sur le modéle.

Démonstration : Nous allons prouver le troisieme point a savoir le Théoréme de
Basu. Soit S une statistique libre pour le modéle et soit f une fonction telle que
Eo(f(S)) existe. On peut noter e l'application linéaire qui a f associe e(f) =
Eo(f(5)). Comme S est libre, e ne dépend pas de 6. Par suite, et pour tout
0" € O, la statistique Ey/ (f(S) | T') — e(f) est une fonction de 7" mesurable telle

que Ey (Egl(f(S) | T) — e(f)) = 0 pour tout # € ©. Comme on a supposé¢ que T’
est exhaustive compléte, alors Eg (f(S) | T) = e(f) presque-stirement. Autrement
dit I'espérance conditionnelle de f(S) par rapport & 1" est une fonction constante
de T'. Elle n’est pas aléatoire et les statistiques S et T' sont indépendantes. O

Dans un modéle statistique paramétrique, il existe toujours une statistique exhaus-
tive minimale mais pas toujours de statistique exhaustive compléte.

3.2.3 Notion d’identifiabilité

Soit (X, Py),0 € © un modéle statistique paramétrique.

Définition 3.2.3 Une valeur du parametre 8y € © est identifiable si ¥ 6 # 6,
Py # Py,. Le modéle (X, Py),0 € © est dit identifiable si tous les paramétres sont
wdentifiables ; i.e., si l'application 8 — Py est injective.

On peut affaiblir la notion précédente a une notion locale.

Définition 3.2.4 Une valeur du parametre 6y € © est localement identifiable s’il
existe un voisinage wy de Oy tel que ¥V 0 € wy : 0 # 0y on a Py # Py,. Le modéle
(X, Py),0 € © est dit localement identifiable si tous les parametres sont localement
identifiables.
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3.3 FEléments de théorie de I'information

On définira dans cette section différentes quantités mesurant l'information
contenue dans un modéle statistique.

3.3.1 Information au sens de Fisher

Soit le modéle statistique (X', Fy), 0 € O tel que Py admet une densité f(x,6)
relativement & la mesure dominante v. On appellera hypothéses usuelles les 4 hy-
pothéses suivantes :

H1 : O est un ouvert de R? pour un certain d fini.
H2 : Le support {z : f(x,0) > 0} ne dépend pas de 0.
H3 : Pour tout € X la fonction f(z,6) est au moins deux fois dérivable par

rapport a 6 pour tout § € © et que les dérivées premiére et seconde sont
continues. On dit que 0 — f(x,0) est C?.

H4 : Pour tout B € B I'intégrale [, f(x,0)dv(z) est au moins deux fois dérivable
sous le signe d’intégration et on peut permuter intégration et dérivation; i.e.,

0 B Of(x,0) .
8_%/]3f(x,9)dy(x) = /B o0, dv(z), j=1,...,d

A _ [ P y
W/Bf(l’,e)dl/<x> = BWCZV(CL’), Z,jG{l,...,d}.

Lorsque ces 4 hypothéses sont vérifiées, on dit que le modeéle est régulier.
Ezemples : Les modéles X ~ P(0), 6 > 0, X ~ Exp(A), X\ > 0 et X ~
N(p,0?), 0= (u, 0% € R xR sont réguliers mais pas X ~ U[0,6], 6 > 0.
Définition 3.3.1 On appelle score le vecteur aléatoire S(X,0) définit par

Olog f(X,6)  dlog f(X,0)\"
00, T 00, '

ﬂxm:vw@ﬂxm:(

Propriété 17
— Le score est un vecteur aléatoire centré

E(S(X,0)) = 0.

— Le vecteur score est additif : Soient X etY deux variables aléatoires indépen-
dantes associées aux modéles statistiques (X, Py) et (V,Qq). Alors S(X,0)
et S(Y,0) sont indépendants

S((X,Y),0) =95(X,0)+ S(Y,0), V8 € O.
Ici (X,Y) est associé au modeéle statistique (X x YV, Py ® Qq).
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Définition 3.3.2 On appelle information de Fisher au point 6 la matrice

10) = E[S(X,0)5(X,0)"]

2
dlog f(X,0) dlog f(X,0) dlog f(X,0) dlog f(X,0) dlog f(X,6)
E [( gael ) ] E[ gael g892 } E[ g691 gaed ]
2
dlog f(X,0) dlog f(X,6) dlog f(X,0) dlog f(X,0) dlog f(X,0)
E [ gael gaed ] E [ gaez gaed } E [( gaed ) ]
Théoréme 3.3.1 Pour un modéle régulier, on a la relation
I(0) = —E[Vy(S(X,0)"]
9% log f(X,0) 9% log f(X,0) 9% log f(X,0)
_E[ 293 } _E[ aeglaez } _E[ aeglaed ]
9% log f(X,0) 9% log f(X,0) 82 log f(X,0)
_E[ aeglaed } _E[ aiaed } _E[ %eg ]

et donc pour tout 1 < 1,57 <d

1) = —E [02 log f(X, 9)} |

00,00,
Notons que pour le calcul de I(0), I'espérance est prise par rapport a Py, a 6 fixé.

Propriété 18 On suppose ici que les hypotheses H1- HJ sont vérifiées, donc que
le modéle est régqulier.
— L’information de Fischer est une matrice symétrique définie positive. En
effet, étant donné que le score est centré

1(0) = Var(S(X,0)) > 0.

— Linformation de Fischer est additive : St X etY deux variables aléatoires
indépendantes dans des modéles paramétriques au parametre 8 commun alors

Iixy)(0) = Ix(0) + Iy (0), V6€O,
car c’est la variance d’une somme de scores indépendants.

Exemple. Soit X ~ N (u,0?), alors

L0
o= (5 3 )
20
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En effet,
1 1 1
2 _ 2 2
log f(z, p,07%) = =5 log2m — 5 log 0™ — o— (2 — p)",
Plogflwpo?) 1 [Plogf(Xmot)] 1
ou? o2 ou? o2
2 2 2 2
Plogf(rpo?) 1 Lo [0l f(Xet)] | 1
(002)? 204 b (002)? 20*
0*log f(w.p.0®) _ (g [9log f(Xip o)) _
Oudo? Oudo?
Pour un échantillon X7, ..., X, le vecteur score S,(#) et I'information de Fi-

scher I,,(f) associés a sont donnés par

Sn(0) =V, (Z log f(X;, 9)) et I,(0) = Var(S,(6)).

On déduit de I'indépendance des X; que

5u(0) = 350X,

ou les scores S(Xy,0),...,5(X,,0) sont i.i.d. (la loi de S(X,0) est I'image de la

loi de X par 'application S : x +— S(z,6)). Etant donné que
E(S(X,0)) =0, et Var(S(X,0)) =1(0) < +o0,

on a donc la relation

1,(0) = nI(0).

En vertu de la loi forte des grands nombres et du théoréme central limite, on a

aussl :

lg@rmo o DO

- NG £ NG (0,1(6)).
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3.3.2 Information au sens de Kullback

Soit le modéle statistique (X, Fp),0 € O, et soit #y la vraie valeur (inconnue)
du parameétre 6.

Définition 3.3.3 On appelle pouvoir discriminant de 0y contre 8, € © la quantité

f('rv 90))
lo .
& (f(xa 91)
Définition 3.3.4 On appelle information de Kullback la quantité K(60y,6,) :
f(X7 90):|
.f(X7 91)

La notation Ey, veut dire que 'espérance est prise par rapport au modéle Py, : St
f(z,00) est la densité de Py, par la mesure v, alors

f(ZL', 90)
K(6y,0,) = [ log | ——= 0o)d :
t0,61) = f1og [ HE0 i )it
Remarque : K(0y,0;) est appelée aussi la divergence Kullback-Leibler entre les
densités f(z,6y) et f(x,0;). Elle vérifie tous les axiomes d’une distance a part la
symétrie.

K(@Q, 91) = Ego |:10g

Propriété 19
- K(00,0,) > 0. En effet, d’apres linégalité de Jensen, étant donné que le
logarithme est concave :

mve[f500] < ver 150
log { ;g Z(l))f(x’ QO)dV(x)}
— logl=0.

~ K(0y,6,) =0 < f(z,00) %= f(x,6).

Exemple : Soit X ~ P(0).

f(x780>
f(x781>

bo
01

f(l’,‘g(])
f(x7‘91>

:91—90+xlog

— exp(—(0 — 61)) [g—ﬂ " S log

)
K(6y,0,) = 6, — 0y + 6 log 9—0
1
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Théoréme 3.3.2 Soit 6 € R. Si les hypothéses HI-H3 de la sous-section 3.3.1
sont vérifiées et si en plus on peut dériver K(0y,0) au moins deux fois par rapport
a 6 sous le signe d’intégration, alors

82
96,00,

K(eo, 9)|9:90 = [Z](QO)

ot 1(0y) est linformation de Fisher au point 6.

Démonstration : On a

0? 52
89i89jK(90’9)|9:90 = - aeiaejS(l’,9)|9:90f(1"90)dy(l»)
0? 52
= 89i89jK(90’9)|9:90 = —La {MS(X,Q)MZQO = I,;(6). O

3.3.3 Information et exhaustivité

Le résultat suivant établit le lien étroit qui existe entre les notions de statis-
tique exhaustive et d’information. On se restreint ici au cas unidimensionnel. Soit
I,,(0) = nI(0) l'information de Fisher contenue dans le modeéle (X", Py'),0 € ©.
Considérons T une statistique (X", B, Py') — (V,C, P¥) ot P} est la loi image de
Py par la transformation 7'. On note Ir(€) I'information contenue dans le modéle
image (), PJ). On rappelle que pour deux matrices Aet Bona A< B <& B— A
est une matrice symétrique positive.

Théoréme 3.3.3 Pour toute statistique T' on a
I7(0) < I,(0)

et
Ir(0) = 1,(0) & T est exhaustive, Ir(0) =0« T est libre.

Exemple : Soit Xy, ..., X, iid. ~ N(u,o?). Considérons la statistique

1 v \2
On définit
T,

D’aprés le théoréme de Fisher (cf. Chapitre 1), la v.a. Y, est distribuée selon x2_,
la loi Khi-deux a n — 1 degrés de liberté. La densité de Y,, est donnée par
1 n—3 )
= ——y 2 el
2" T(251) =

fr.(y)
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En effectuant le changement de variable Y,, — T},, on obtient la densité de T, :

n—1

1 n—1\"2 a3 _(-yt

fT”(t’Uz)ZQ”TlF(n_—l) ( P ) t2 e 27 1.
2

Calcul de l'information de Fisher Ir, (0?) :

— 1)t -1 -1
log fr, (t,0%) = constante(t) — (n=1) + = log <n0 )

ou constante(t) ne dépend pas de o.

92 log fr, (t,0?) (n—1t n-—1

0(0?)? B ob 204
d’ont
n—1 n—1 n—1 n-—1 n—1
Iy (0?) = E(T,) — — — — .
7.(0) o6 (o) 204 o4 204 204

D’autre part, on sait que 'information de Fisher sur o2 contenue dans 1’échantillon
Xq,..., X, vaut

I.(0*) =nl(c?) = % (par additivité de I'information).
o

I s’en suit que pour une taille d’échantillon finie n, la variance empirique (modi-
fice), T,,, n’est pas exhaustive pour o2 puisque Ir, (02) < I,,(c?).

3.4 Cas des familles exponentielles

La plupart des lois usuelles font partie de ce qu'on appelle la famille exponen-
tielle.

Définition 3.4.1 Une loi de probabilité Py, 0 € ©, de densité f(x,0) relativement
a une mesure o-finie v est dite appartenir a une famille exponentielle s’il existe
des fonctions 0 — «;(0),0 — c(0), v — T;(z) et © — h(x) (h(x) > 0), telles que

f(x,0) = c(0)h(z) exp <Z aj(e)Tj(x)> .
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Ezemples : Soit X ~ N (u,0?), p € Ret 0 > 0.

fx,p,o) = 1 exp (_(:c _ M)Q)

o2no 202

1 1 T 7 n "
= ———exp| —=—=|exp| —=— + =z
ot o P 202 P 202 o2

()
hz) = 1
1
a1(9) = _27‘2
W) = 5
Ti(z) = 2?
Ty(x) = =

Posons 0; = «;(8).

Définition 3.4.2 Les paramétres (0;) s’appellent les paramétres naturels de la
famille exponentielle

f(x,0) = b(0)h(z) exp <Z 9;-T;-<x>> .

Ezxemples :
— Soit X ~ N(u,0%), u € R et 0 > 0. On déduit de I'exemple précédent que
la paramétrisation naturelle de la loi normale de moyenne p et de variance
o? est donnée par

1 02
f(x,01,05) = ﬁ \/ —b exp (—4—;1) exp(612% + Oo2)

ou
0 = ————

b, = =

~ Soit X ~ B(n,p), 0 <p<1. f(z,p) = C*p"(1 —p)"~* qui s’écrit aussi

f(z,p) =Ch(1 —p)"exp (x log 7 fp) :
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d’ot, en posant § = log(p/(1 —p)),

b(h) =

— Soit X ~ v(a, B) avec a, 8 > 0. f(x,a, B) = ()] tx* L exp(—f z), = >
0.

«

flz, o, 0) = % exp [—0 = + log(z) (o — 1)]

Si on pose
h =08, hh=a—1

alors la paramétrisation naturelle de la loi gamma est donnée par

9?2—1—1
B Y
hz) = 1
Ti(x) = —x

Ty(x) = log(x).

La famille exponentielle admet de nombreuses propriétés. En particulier, on
admettra le résultat suivant qui nous donne un exemple de statistique exhaustive
compléte.

Théoréme 3.4.1 Soient © C R? ['espace des paramétres et (Xi,...,X,) un
échantillon de X ~ Py appartenant a une famille exponentielle de densité

fx(@,0) = c(0)h(x) exp (Z Oéj(e)Tj(x)>

tel que d < r, les fonctions Ty, ..., T, (définies sur X ) sont affinement indépendantes
ainsi que les fonctions ay, .., «, (définies sur ©) et

{(al(ﬁ), (), 0 € @} contient un ouvert de dimension égale a .
Alors,
(Z (X)) Y TT(X]-)>
j=1 j=1

est une statistique exhaustive compléte pour 0 = (6y,...,0,).
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Remarque. Des fonctions fi, ..., fi sont dites affinement indépendantes si

afit . cpfr=Cr1 = c1=..=cp=cp1 =0.

Théoréme 3.4.2 Si la paramétrisation naturelle du modele appartenant a la fa-
mille exponentielle est donnée par

d
Fxz,0) = b(O)h(z) exp (Z ejT]) 0eO

ol © est un ouvert de R, alors une condition nécessaire et suffisante pour que le
modéle soit identifiable est que 1(0) soit inversible.
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Deuxiéme partie

L’estimation statistique
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Chapitre 4
(Généralités

4.1 Introduction

Soit X une v.a. a valeurs dans (X, B) de loi Py, € O. La densité de Py par
rapport & une mesure dominante o- finie v (mesure de comptage dans le cas d’une
loi discréte, la mesure de Lebesgue dans le cas d’une loi absolument continue) sera
notée f(x,0).

L’objectif du statisticien est de connaitre la vraie valeur du paramétre 6, ou
plus généralement une fonction de cette valeur, g(f) ot g est une application
© — RY Grace a l'information fournie par un échantillon X;,...,X,, iid de la
loi Py, le statisticien tentera d’approximer g(#) en choisissant ce qu’on appelle un
estimateur, c’est & dire une statistique a valeur dans ¢(©). Un estimateur est une
fonction mesurable T de I’échantillon aléatoire (Xi,...,X,), lui méme variable
aléatoire de ¢(©) noté T(Xy,..., X,).

Lorsque g est égale a l'identité, on notera parfois 6,, la valeur de lestimateur
T(Xy,...,X,) de 0. En général, on utilisera la notation 7, pour l'estimateur de
g(0) lorsque g est une application g quelconque. On utilisera parfois d’autres nota-
tions qui sont traditionnellement réservées a certains estimateurs/statistiques (X,
pour la moyenne empirique, S? pour la variance empirique...).

Dans ce qui suit, on utilisera la notation Hgz pour 'opérateur Hessien.

4.2 Propriétés générales d’un estimateur

Soit 7T}, un estimateur de g(6). On rappelle que la notation 7;, désigne la variable
T(Xy,...,X,)ou (Xy,...,X,) est un échantillon aléatoire de I'espace (X", Fy), 0 €
©. On considére ici que g(0) C R? et on munit R? de la norme ||| associée au
produit scalaire usuel.

67
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4.2.1 Estimateur sans biais

Définition 4.2.1 La quantité b,(0) = Eo(1,)—g(0) s’appelle biais de l’estimateur
T,. Un estimateur T,, de g(0) est dit sans biais ou non-biaisé si

bn(0) =0 soit E(T,) = g(0).

Ezemple : Soit le modele (X, Py) tel que E(X) = p et Var(X) = o? existent. La
moyenne empirique et la variance empirique modifiée

> (X - X))

Jj=1

1
n—1

sont respectivement des estimateurs non-biaisés de la vraie espérance pu et la vraie
variance o2

Remarque : La définition du biais nécessite I'intégrabilité de T,.

4.2.2 Estimateur asymptotiquement sans biais

Définition 4.2.2 Un estimateur T, de g(0) est dit asymptotiquement sans biais
51

lim b,(0) =0 soit lim E(T,) = g(0).

n—~00 n—oo

Exemple : Supposons toujours que Var(X) = o2 est finie. La variance empirique

Jj=1
est un estimateur de o2 qui est asymptotiquement sans biais :

n—1 , 9
o — 0” lorsque n — o0.

B(S2) = "=

4.2.3 Estimateur convergent

Définition 4.2.3 T, est un estimateur convergent s’il converge en probabilité vers

9(0)
lim P(||T, — g(0)|| >€) =0, Ve>O0.

On notera T, —— g(0).

Théoréme 4.2.1 Un estimateur T,, asymptotiquement sans biais tel que lim,,_ . E||T,,—
E(T;,)||* = 0 est convergeant.

(cf. Chapitre 1 pour les propriétés des modes de convergence).
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4.3 Comparaison des estimateurs

Soient 7}, et T, deux estimateurs de g() de biais b, () = E(T,,)—g(0) et ¥, (0) =
E(T)) —g(6). Comment faut-il comparer T, et T}, 7 On doit donc choisir un critére
qui permettra au statisticien de mesurer 'efficacité de chacun des estimateurs. Un
bon critére est le risque quadratique :

E||T, — g(0)|*.

Remarque : Le risque quadratique est un critére d’efficacité des estimateurs 7,, de
carrés intégrables.

4.3.1 Décomposition biais-variance du risque
On a la décomposition biais-variance du risque quadratique :
E[|T, = g@)] = E[IT. — g(0) = 0u(6) + bu(6)|]
= E[|T — g(0) — ba(0)°] + 7 (6)
= E(T — g(0) = ba(0))" (L0 — 9(6) — ba(0)) + b7,(6)
= Tr(Var(T, — 9(0))) + b,(0) = Tr(Var(T,,)) + by, (6).

ou Var(T,) est la matrice variance-covariance de T,,.

4.3.2 Comparaison des variances des estimateurs sans biais

La comparaison d’estimateurs sans biais revient a comparer leurs variances,
d’on

Définition 4.3.1 Soient T,, et 1) deux estimateurs sans biais de g(0). T} est dit
plus efficace que T, sl est préférable au sens de la variance :

Varg(T!) < Vare(T,) V0 € 0O.

On dit que lestimateur sans biais T est uniformément plus efficace si il est plus ef-
ficace que tous les estimateurs sans biais. On dit aussi qu’il est de variance minimale.

On rappelle que pour deux matrices A et Bona A < B < B — A est une matrice
symétrique positive. La notation Vary marque bien la dépendance de la variance
du modéle Py et donc du paramétre inconnu 6 € O. Le critére d’efficacité n’a de
sens que pour discriminer les estimateur sans biais.

Théoréme 4.3.1 (Lehmann-Schefté) SiT, est un estimateur sans biais de g(0)
et si S, est une statistique exhaustive et compleéte, alors l'unique estimateur de g(0)
sans biais uniformément de variance minimale est T, = Eo(T,, | Sy).
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Notons que le théoréme précédent implique que 'estimateur 77 est une fonction
de S,,. Malheureusement les statistiques exhaustives complétes n’existent pas tou-
jours. On recherche un critére absolu, a savoir s’il existe une borne inférieure non
triviale & 'ensemble des variances des estimateurs 7}, sans biais de g(#). On cherche

donc

min Var(7),)
TneBO

ou By est 'ensemble des estimateurs sans biais de g(6).

Soit T,, = T'(Xy, ..., X;,) un estimateur sans biais de g(f),6 € O.
Hypothéses : (les hypothéses H1-H4 sont les hypothéses usuelles faites au Cha-
pitre 3)
H1 : © est un ouvert de R? pour p > 1.
H2 : Le support {x : f(z,0) > 0} ne dépend pas de 6.

H3 : Pour tout z la fonction 6 — f(z,0) est au moins deux fois continuement-
dérivable sur ©.

H4 : Pour tout B € B l'intégrale [, f(x,0)dv(z) est au moins deux fois dérivable
sous le signe d’intégration et on peut permuter intégration et dérivation.

H5’ : La statistique T,, = T'(Xy,...,X,) est de carré intégrable : elle satisfait
E(T?) < o0 et

0

@ga(Tn)
_ @/Xn T(21, o, 20) f (1 oo ) A (2.,
- /n T(xy, ..., xn)%f(atl, ey Tp)dv(zy)...dv(xy,)

H6’ : La fonction g est dérivable sur ©. On note Jy(g) sa matrice Jacobienne de
taille d x p en tout point 6 € ©.

Théoréme 4.3.2 Supposons que les hypotheéses H1-Hj, H5" et H6  sont vérifiées.
SiT, =T(X1,...,X,) est un estimateur sans biais de g(0) alors

Var(T,) = Veg(0) I, (0)(Veg(6))".

La quantité Vog(0)I,1(0)(Vag(0))" est appelée borne de Cramér-Rao.

Remarques :
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— L’hypothese que [, f(z,0)dv(z) est dérivable deux fois sous le signe d’in-
tégration n’est pas réellement nécessaire pour établir l'inégalité. Lorsqu’elle
est vérifiée, on sait qu’alors

1(0) = —E [Hy=(log f)(X,0)].

— Lorsque g est égale a 'identité, c-a-d g(f) = 0 alors 'inégalité se réduit a
Var(T,) > I.1(0) = —171(0).
n

— Rien ne garantie 'existence d’un estimateur dont la variance atteint la borne
de Cramér-Rao.

4.3.3 Efficacité d’un estimateur

Définition 4.3.2 Un estimateur T, sans biais pour g(0) est dit efficace si sa
variance atteint la borne de Cramér-Rao.

Définition 4.3.3 Un estimateurT,, sans biais de g(0) est asymptotiquement efficace
St

Tim Var(T,)(Vog(6) I, (6) (Vag(6))") ™ = 1.
Remarques :

— Un estimateur efficace est de variance minimale .

— Un estimateur peut étre sans biais, de variance minimale, mais ne pas at-
teindre la borne de Cramér-Rao, donc ne pas étre efficace. Dans ce cas-1a,
la borne Cramér-Rao est “trop petite” pour étre atteinte. Voir 'exemple ci-
dessous du modéle de Poisson.

Ezemples :
e Soit X ~ N (p,0?).
— On a (cf. Chapitre 3)

D’autre part (cf. Chapitre 2)

Var(X,) = —

Il s’en suit que la moyenne empirique est un estimateur efficace pour .
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— La variance modifiée

1
n—1

(X = X

i=1

est un estimateur asymptotiquement efficace pour o2.

e Soit X ~ P(#),0 > 0. Considérons l'estimation de g(6) = 6. On peut facilement
montrer que X, est exhaustive compléte. D’autre part, 'estimateur

est un estimateur sans biais de g(#). En effet,

Eg(Tn) = Va’l“g(Xn) —I— [Eg(Xn)]2 — lEg(Xn)
= %9 + 6% — %9
= 9(0).

Par le Théoréme de Lehmann-Schefté, T,, est ’estimateur sans biais uniformément
de variance minimale (7}, est une fonction de la statistique exhaustive compléte
X,,). Cependant, I'estimateur T}, n’est pas efficace. En effet, les hypotéses H1— H5
sont vérifiées puisque

— H1:0 =0, 00[ est ouvert,

— H2 — H4 : La densité du modéle

f(z,0) = ie_eﬁm = le_e exp {xlog(0)}

x! ol
appartient a une famille exponentielle avec «(f) = log(#) une fonction C?*(0).

— H5: Var(T,) < oo est finie puisque Var(X;) < oo. D’autre part,

Eo(T,) = /n ((Zn)? = n7'Z) [0,y 0, O)dr(21).dv (@),

(v : la mesure de comptage)

e—n@ o0 o0 ) 9w1+...+xn

Le second terme de 'expression précédente (la somme) est une série entiére
de rayon de convergence égal & oo et donc elle est dérivable terme a terme
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(sur C et en particulier sur ©), c’est-a-dire pour tout # > 0 on a que

9I1+---+xn
=5 ;0 :;0 T1 e 20)? = (21 F e+ 2)) T
9x1++xn_l
— Z Z(l'l + ... —l—:En) ((171 + ... +:L’n)2 _ (fl + ... +:L'n)) —
Tn=0 x1=0 T1t... Tyt
et donc
0
— Fy(T,
90 9( )
e & gi++on
Z Z ((z1+ .. + 2)? (xl_l_"'_l_l’n))ﬁ
e g1+ Fra—1
e DR St ) () — )
Zn=0 21=0 T1i... Ty

= /n ((i’n)z — n_li’n) %f(xl, ey Ty, O)dv (7). dr ().

D’autre part,
0? 0?

ez 08(f(2,0)) = 55(=0+log(0))
x
B
d’on Ey(X)
0 n
La borne de Cramér-Rao est donnée par
lg' ()] _ 46°
1)  n

Enfin, on calcule la variance de T, :
Var(T,) = Var((X,)? —n"'X,)
= B|((%)?-n"'X,)"] -6
= n'E[(Xi+ .4+ X) 20X+ L+ X))+ (X L+ X)) -6
ou Xq+ ... + X, ~ P(nb).
E(Xi+ ...+ X)) =Var(X; + ... + X)) + (E(X1 + ... +X,,))? = nf + n?0?
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= k*(no)*
ﬂ@ﬁmhm%:ewi:%)
k=0 ’

S By
- ° ;(k—l)!

g (e DP(00)"
= gy D ()
k=0

k!

= k%(no)* = k(nf)kF & (nd)*
— —nb 2 —nb —nb
nb (kz:% e i + kzz% e I + ; e o

= nb (nf +n°6> 4 2n0 + 1)
nd (n292 + 3nfd + 1) .

)

De la méme maniére, on montre que
E((X1+ ...+ X,)") = nf (nf(n*6” + 3n6 + 1) + 3(nf + n°6) + 3nf + 1) .
Il vient que

Var(T,) = n'nf (n’6® + 4n*6> + 2nh)) — 6*
403 207 403
n n n

et donc 7T, n’est pas efficace.

Les modeles exponentiels jouent un role central pour 'estimation paramétrique
puisque sous certaines conditions ils sont les seuls pour lesquels on aura une esti-
mation sans biais efficace. Cela représente une restriction du critére sans biais et
efficace.

Théoréme 4.3.3 Soit un modele statistique paramétrique dominé et régulier. Soit
g :RY— R? de classe C* sur O telle que la matrice Jacobienne carrée de taille d,
Jo(g) soit inversible pour tout 0 € ©. Alors T,, est un estimateur sans biais de g(6)
atteignant la borne de Cramer-Rao si et seulement si le modéle est exponentiel.



Chapitre 5

Méthodes d’estimation ponctuelle

Nous présenterons dans la suite trois méthodes d’estimation. Nous verrons celle
du maximum de vraisemblance et celle des moments qui relévent de ’approche
classique. Ensuite, nous donnerons quelques notions sur les estimateurs Bayésiens.

5.1 Maximum de vraisemblance

5.1.1 Deéfinition et caractéristiques

Définition 5.1.1 Soit le modéle statistique (X, Py) et f(x,0) la densité de Py
relativement & la mesure dominante v (mesure de comptage dans le cas des lois
discretes, mesure de Lebesgque dans le cas des lois absolument continues). Consi-
dérons un échantillon aléatoire (X1, ..., X, ) de (X, Py). On appelle vraisemblance
la variable aléatoire

Lo(0) = F(X1,- .., X0, 0).

es variables X;,7 =1,...,n étant iid, on a
F(X1,. o X0, 0) =[] £(X,0)
j=1

Définition 5.1.2  Soit L,(0) la vraisemblance au point 6 € ©. On appelle esti-
mateur du Maximum de Vraisemblance (EMV) la statistique 6, = 0(Xy,..., X,)
telle que

L,(0,) > L,(0) YOecO®  ps.

75
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Caractéristique 1. ’EMV n’existe pas toujours.

En effet la maximisation se fait sur un ensemble ouvert ©. Par contre pour tout voi-
sinage compact V' (#) de tout point 0 € O tel que V(#) C © un maximum local 0,
existe dés que L,, est continue. On parle alors de maximum de vraisemblance local.

Caractéristique 2. La vraisemblance n’est pas a priori dérivable en tout point
0 e€0o.

Ezemple : Soient X,..., X, ~ UJ0,0].

o-11

1

[0 6] = en 10 < lnf1<]<7L-XJ < Supl<3<n*X <40

Cblr—‘

1
= H—nlo < inficj<n Xj X 19 > supj<j<p Xj
et donc
0, = sup X;
1<j<n
est le EMV.

Caractéristique 3. Il n’y aucune raison pour que le EMV soit sans biais.

Ezemple : Reprenons I'exemple précédent. Posons Y, = sup;<;., X;. On peut
montrer que (exercice)

0Y,, ~ Beta(n,1);

i.e., la loi de la variable aléatoire Y,, admet pour densité
n—1

n
f(yv 9) - y@ 10§y§9-

Il s’en suit que

et

n+197é0

Caractéristique 4. L’EMV n’a aucune raison d’étre unique.
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FEzercice : Soient Xy,---, X, ~ Ul[#,0 + 1]. Montrer que tout estimateur 6, de
¢ compris entre sup;<;<, X; — 1 et inf1<;<,, X; est un estimateur de MV.

Dans toute la suite, on suppose que les hypothéses usuelles du Chapitre 3 sont
vérifiées ainsi que ’hypothése d’identifiabilité :

HO: 040 = Py # Py.

H1 : O est un ouvert de RY.

H2 : Le support {z : f(x,0) > 0} ne dépend pas de 6.

H3 : Pour tout z la fonction 6 — f(z,0) est au moins deux fois continuement-
dérivable sur O.

H4 : Pour tout B € B l'intégrale [, f(x,0)dv(z) est au moins deux fois dérivable
sous le signe d’'intégration et on peut permuter intégration et dérivation.

L’estimateur de Maximum de Vraisemblance, 6,,, est solution (Pp-p.s.) du systeéme

Vi Ln=0
(5.1)
Hg Ly, < 0.

Il s’avére qu'il est plus facile d’utiliser le logarithme de la vraisemblance [,,(6) :

l,(0) = logL,(0)

= ) log f(X;,0).
j=1

Comme le logarithme est une fonction croissante, 6, est aussi le maximum de
[,(0),0 € ©. Le systéme (5.1) est équivalent au systéme (Fp-p.s.)

> -1 Vg, log f(X,-) =0
(5.2)
> i1 Hya log f(X;,-) <0.

La premiére équation du systéme (5.2) est appelée I’équation de vraisemblance ou
condition du premier ordre. La seconde est la condition du second ordre.

Remarques : R
~ La condition du premier ordre s’écrit aussi >, S(Xj;,0,) =0 p.s. ot S est
la fonction score (cf. Chapitre 3).
) 22:1 Hp2log f(X;,-) < 0 pour tout § € O, alors L, est strictement

concave et une solution 6, de la condition du premier ordre est unique. Si
elle existe, c’est TEMV.
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5.1.2 Quelques exemples
e Calcul de ’EMV du paramétre d’une loi P(\)

Soient Xi,...,X,, ~P(A). On a

n |
— N\ XjH
L) = e A% LL X!
‘]:

l(A) = —nXA+ Y X;log A+ cte.

7j=1

\ "X . _
InA) - _ —n+ fol =0 & \ =X,
O\ A\,
et
9L, (M Y X
) 2
0?\ A2

Donc, \, = X, (la moyenne empirique) est 'EMV dans le cas d’'un modeéle de
Poisson.

e Calcul de PEMV de l’espérance d’une loi N (p,0?%), 0 = 0y connu
On a la vraisemblance

1 o (Xj*#)2

Lu(p) = moae

L (fin 1 ¢ .
Inlin) LS = =0 & i =X,
o % ‘=
et
0?1, () n
agu |N—Mn = _g <0
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LEMV de l'espérance d’une loi normale est égal a la moyenne empirique que
I’écart-type, o, soit connu ou inconnu.

e Calcul de PEMYV du paramétre d’une famille exponentielle

Considérons une famille exponentielle sous sa forme naturelle

fz, A) = b(AN)h(x)exp (Z )\Z-Ti(sc)> = h(z)exp (Z AT () + 6()\)> , AEA

ot B(A) =logb(\). Si
— [B(\) est 2 fois contintiment dérivable
— Hy(B)(\) <0, VAeEA
alors A, est TEMV de A = (A1,..., A\g) si et seulement si

B(\) 1 |
o n > Ti(X;)  pour tout i.

Dans ce cas, L’EMV A, existe et il est unique. En effet,

n n d
Lo\ = J]AX;)exp (Z > ONTHX;) + nﬁ@\))

j=1 j=1 i=1
n d
LN = cet+ Y Y NT(X)) +nB(N)
7j=1 i=1
0B LT _
Valn(An) = ™ n ZT,-(X]-) pour tout 4,

Hy:(1,)An) = nHy(8)(\) < 0.

En plus, les hypothéses garantissent que 1’équation de vraisemblance admette une
solution unique (notons que ces hypothéses impliquent que la fonction [F(A) est
concave).

5.1.3 Propriétés a distance finie de PEMV

On s’intéresse ici au cas ol n est fixé. On suppose qu’il existe un unique EMV

én de 6.

Théoréme 5.1.1 Si T}, est une statistique exhaustive pour 0 alors 6, est une
fonction de T, .
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Démonstration : D’apres le critére de factorisation, on peut trouver deux fonctions
positives h et g telles que

L.(0) = f(Xq,...,X,,0) = h(Xy,...,X,)9(T,,0)
et donc

max L, (6) = max h(Ty, 6)

et par conséquent 'EMV én, qui satisfait par définition
WT,,0,) > h(T,,0), V6 co,
s'écrit sous la forme 6, = 0(T,,). O

Remarque : TEMV lui-méme n’est pas forcément exhaustif. Considérons ’exemple
suivant : X ~ U[0,26],0 > 0. La densité de X est donnée par

1

f(x,@) = 51[9’29} ([L’)

et la vraisemblance d’'un n—échantillon de v.a. iid de méme loi que X par

1
L,(0) = g_nl@ < inficjon X, <supy oo X <20-

La statistique (infi<j<, Xj,sup;<;<, X;) est exhaustive minimale pour . D’autre
part, 'EMV 6, est par définition donné par la valeur de

6 e | sup Xi/2,1%ri1£nX,-

1<i<n

qui minimise 6" (donc qui maximise L, (¢)). Remarquons de passage que sup;;,, X;/2 <
inf,<;<, X; presque stirement. On déduit que 'EMV est

é _ SUDPi<i<n Xi
" 2

et que 6, ne peut étre exhaustif pour 6.

On prouve aussi que 'EMV est invariant par reparamétrisation.

Théoréme 5.1.2 Pour n’importe quelle application g de ©, g(én) est UEMYV de
9(0).
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Le théoréme précédent est connu sous le nom de Théoréeme de Zehna.
Démonstration : On définit pour tout n € g(0) la fonction

Ly(n) = sup Ly,(0)
0:9(0)=n

la vraisemblance de 1. On a que
sup Ly () = sup Ln(0)
n€g(®) 0€o
car on veut voir © comme l'union des ensembles {6 € © | g(0) = n}

= L(6,).

L,(0) = sup, \g(e):g(én)Ln(‘g)
comme 6, € {0 | g(0) = g(6,)} et on sait qu’il réalise le sup de L,

A~

= L(g(0,)) par définition de L.

*

Il vient que sup, @) Ly (1) = L (g(6,)) et donc g(f,) (qui est clairement dans
g(©)) est bien 'TEMV de g(0). O

5.1.4 Propriétés asymptotiques de 'EMV

Soient X1, ..., X, ~ f(x,0p), x € X et 6 € ©. On suppose que les hypothéses
HO-H4 sont vérifiées.

Théoréme 5.1.3 Sous les hypothése HO-H/ alors une suite 6, satisfaisant la
condition du premier ordre existe Py,-p.s. a partir d’un certain rang et converge
vers Oy :

0, L= 6, lorsque n — 400.

En particulier, si UEMYV existe et est unique alors il est fortement convergeant.

Démonstration : Remarquons d’abord que si

alors
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D’aprés la loi forte des grands nombres

Xz> 9 P-S- .f(X> 9)
Zl X0 Egolog{f(Xeo)] —K(6,,0).

Or —K(6y,0) <0 et K(6,0)= 0 si et seulement si f(X,0) = f(X,6y) avec proba-
bilité 1. Or, d’aprés HO, c’est équivalent a 0 = 6. Donc V 0 # 6, il existe N, € N
tel que

Py, (VY n> N, 1,(0) <0)=1.

Pour tout e > 0 suffisamment petit pour que [fy — €;60y + €] C O, il existe V. tel
que

Py (Y n > Ney, (b ) <0) =1.

La fonction 1, (¢) étant continue, elle atteind son maximum sur [0y — ¢, 0 + €]
compact. Soit 0, le point le plus proche de 6y pour lequel ce maximum est atteint.
Par définition ¥(6,) > 10,(6y) = 0 donc 6, ne peut étre égal ni a 6y — e ni a 0y + ¢
puisque ¥, (0y £ €) < 0. Le maximum est réalisé en 6, a l'intérieur de l'intervalle
donc én vérifie la condition du premier ordre sur 1, et donc aussi celle sur L,. En
résumé, Ve > 0 suffisamment petit, N, € N tel que

Py, (‘v’ n> N, 3 0,, solution de I’équation de vraisemblance et |én — 6| < e) =1.
En particulier, dés que [fy —¢;6y+¢] C © on a
Py, (V n > N, 3 6,, solution de I’équation de waisemblance) =1,

donc a partir du rang N. la premiére assertion du théoréme est prouvée. D’autre
part, cette suite 6, vérifie pour tout & > 0 Py, (Q(e)) = 1, ot Q() = Mpsn.{ |0 —
0y < €}. On vérifie que pour ¢ < § alors Ny < N. et |0, — 6| < ¢ implique
10,, — 6o| < 6. Done Q(g) € Q(6) et pour tout €, — 0

Poy | () {10n =00l <} | = Pay (ﬂ Q(%)) = lim P(Q(e,)) = 1.

n—oo
n>Ney neN

Ceci implique que Py, (lim 6, = 0p) = 1 ce qui termine la preuve. O

Corollaire 5.1.1 Si pour tout n l’estimateur il existe un unique 0, satisfaisant la
condition du premuer ordre alors la suite (én)n est fortement convergente. De plus,
si © est un intervalle |0, 0] pour 0,0 € (R U {£o0})? alors cette solution coincide
Po,-p.s. avec 'EMYV a partir d’un certain rang.



5.1. MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 83

Démonstration : Le premier point est évident car alors 6, coincide avec la suite
construite dans la preuve du théoréme 5.1.3 par unicité.

Supposons que © soit un intervalle et que 6, unique solution de la condition du
premier ordre existe. Alors a partir d’'un certain rang il réalise un maximum local
d’aprés la preuve du théoréeme précédent. Montrons que c¢’est un maximum global.
La fonction 6 — Vyl,(0) s’annule en un unique point 0,, de ©. Cest une fonction
continue donc elle est de signe constant de par et d’autre de 6,, sur l'intervalle ©.
Autrement dit 6, est un extremum global. Mais c’est aussi un maximum local,
donc c’est un maximal global et donc 'EMV. O

Remarque : La convergence presque stre de 'EMV peut souvent se démontrer
directement grace a la LFGN. Par exemple, 'EMV de 'espérance dune loi nor-
male N (p, 0%) est la moyenne emprique X,,.

S p.s.

Xn — M
d’aprés la loi forte des grands nombres mais aussi d’apres le corollaire 5.1.1.

Le théoreme suivant établit la loi asymptotique de n’importe quelle solution 6,,
de I'équation de vraisemblance qui vérifie 6, 2% 6. On aura cependant besoin
des hypothéses supplémentaires suivantes :

HS5 : I existe € > 0 tel que pour tout 1 < ,j < d une fonction M;; > 0 vérifie
EQO [MZJ(X)] < —I—OO et

P10 f(2.0)

S T ALIA P R Py 10— ol < el
‘ 26,00, | = (), VYeeX, Voe{feo; ||0—0b) <ce}
H6 : la matrice 1(fy) est définie positive.

Théoréme 5.1.4 Sous les hypotheses HO — HG, tous 0, vérifiant la condition du
premier ordre et 0,, 2= 0y vérifient aussi

Vil — o) 5 N(0, 171(6)).-

En particulier, st UEMYV existe et est unique alors il est asymptotiquement efficace.

Démonstration : Soit 6, une suite de solutions de 1’équation de vraisemblance.
Posons

SX],Q n
wn(0) = 251 5 ZEZVG (log £)(X;, 0).
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Soit 1 < j < d un indice fixé. D’apres le développement de Taylor a l'ordre 1 de
¢n au point 0, il existe 0, = (0,;)}<;<4 vérifiant

~

0= SOnJ(én) = Son,j(QO) + V(Spn,j)(én)T(én - 90) et én,i € [min(eo,i, énz)a maX(Qo,i, 9n,i)],
soit
(1(00) = I(80) — Vepu3(0)) " (0 — 00) = 05(60)

ou /; est le j-éme vecteur colonne de I. On sait que 'ensemble C(K') des fonctions
continues munis sur K = {f# € O; ||0 — 0| < €} compact et muni de la norme
uniforme | - ||k est un espace de Banach. Sous H5, on vérifie que

Eg, ||0% log f(z,0)/00:0,| x < oco.

Si V; est la dérivée par rapport a la i-éme coordonnée 0; et I; ; et le coefficient ¢, j
de l'information de Fisher, en appliquant la LFGN on obtient

Py, ((1im (Vi 5(8) + Li;(0) 1 = 0) = 1,

Mais la convergence uniforme sur K et la continuité de 6 — V,¢, ;(#) entraine
la continuité de # — I, j(f) sur K. D’autre part, avec probabilité I, égale a 1,
on sait que 0, converge vers 6, car én est fortement convergeant. En particulier,
1n5(0n) + Lig (00| < 1l0n,5(00) + Lij(0n) | + €n avec e, == 0 done

||90n,j(§n) -1 (én)H +éen

Vi, (0n) + 15 (60)| irj
IVipn(0) — L ;(0)|| k + €0 = 0.

<
<

Il s’en suit que pour tout 1 < j < don a
(I;(00) + 0p.5.(1))" (B, — 00) = ©n,(60)

oll 0y (1) est un terme aléatoire qui tend vers 0 Py,-p.s.. En écrivant la forme
vectorielle de ce systéme d’équation et en multipliant par /n, on trouve

Vi(I(8o) + 05(1)) (6 — 6o) = v/1on(6)

On conclut par le Théoréeme Central Limite appliqué aux vecteurs scores qui donne
Vnpn(6o) N N(0,1(6p)), le théoreme de Slutsky et la d-méthode sous H6. O

Ezemple : Soient X7, ..., X, iid d’'une loi Ezp(\).

Lo(\) = Ae A X=X
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() =nlogh =AY~ X

j=1

L’unique estimateur satisfaisant la condition du premier ordre est

Les hypothéses HO-HG6 étant vérifiées, on a d’aprés le théoréeme 5.1.4

~

Vi — N) =5 N(0,A2).

5.2 Méthode des moments

5.2.1 Définition

On se place dans le cadre d’observations unidimensionnelles, X € R. On
suppose que pour un entier r > 1 donné E[|X|"] < +oo (ce qui implique que
E[|X]°] < +00 V s € [0,7]). D’apreés la loi des grands nombres, on voit que quand
n — +00

n

1 p.s.
= LS b=,
7j=1
ou Xi,...,X, sont des variable aléatoires indépendantes de méme loi que X. On

rappelle que M? s’appelle le moment empirique d’ordre s (cf. Chapitre 2).

Par conséquent, lorsque n est suffisamment grand le moment empirique M
est proche du moment théorique E[X?®]. Une propriété similaire a lieu pour les
moments centrés.

Cette propriété de convergence conduit a écrire 'égalité entre les moments
théoriques et les moments empiriques de méme ordre. Il faudrait toutefois que les
moments théoriques choisis s’expriment effectivement en fonction des parameétres
inconnus. On écrira autant d’égalités qu’il y a de parameétres inconnus.

Supposons que § = (6;,...,60;) € R On considére ici les moments non-
centrés. Pour obtenir un estimateur du vecteur #, on résoudra d’abord le systéme
d’équations
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ot m; est la valeur (inconnue) du moment théorique d’ordre j. La notation m;(6)
signifie que 'espérance est bien calculée par rapport au modéle Py ot 6 est le vrai
parameétre qu’on essaie d’estimer.

Si 0 est la solution unique du systéme précédent, alors il existe une application
bijective ¢ telle que 0 = ¢(myq, ..., my).

Définition 5.2.1 On appelle estimateur de 6 obtenu par la méthode des moments
la solution

0, = (M, ... M%),

i.e., 0, est 'unique solution du systeme

lez = ml(én)
M = m2(én)

MY = my(6,)

Ezxemples :
— On observe un échantillon (X, ..., X,) de variables aléatoires i.i.d ~ P(#).
On désire estimer le parameétre 6 en utilisant la méthode des moments. Soit
my la valeur de 'espérance. On a

Or, E(X) = 6. Par conséquent l'estimateur de 6 par la méthode des moments

est obtenu en remplagant F(X) par la moyenne empirique notée usuellement
X, :

X, =0,
et donc 6, n'est autre que la moyenne empirique de 1’échantillon.

— On observe un échantillon (X7, ..., X,,) de variables aléatoires iid ~ N (6, o%).
Soient m; et msy les valeurs des moments d’ordre 1 et 2.

my = B(X?)=0"+07

et donc en remplagant m; et ms par la moyenne empirique et le moment
empirique d’ordre 2, on obtient

(0,,6,) = <Xn, \/ M2 — Xg)

ou My =1/n37 | X3
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Comme il a été déja indiqué dans I'introduction, un estimateur par la méthode
des moments convergent presque stirement vers le vrai parameétre de la distribu-
tion. Dans dans Pexemple précédent, cela garantit que Pinégalité M2 — X2 > 0 soit
satisfaite avec une probabilité égale a 1 lorsque n — oo. Dans le paragraphe sui-
vant, nous énongerons les propriétés asymptotiques des estimateurs par la méthode
des moments.

5.2.2 Propriétés asymptotiques

Théoréme 5.2.1 i 0 est le vrai paramétre du modele, et 6, = d(M?L ..., M?)
est Uestimateur de 6 par la méthode des moments tel que ¢ soit continue, alors

A p.S.
0, — 0, n— oo.

L’estimateur par la méthode des moments est consistant.

Théoréme 5.2.2 Si les hypotheses du théoréeme 5.2.1 sont satisfaites et si en
plus E(|X*) < +oc0 et ¢ est différentiable, alors

Vi, — 8) = N(0, %)
La matrice des covariances X2 est donnée par
2 = (Jomama) @) M (Tmy,may (€))7
ol
M;; =mij(0) —m;(0)m;(0) 1<1i,57<d.
L’estimateur par la méthode des moments est asymptotiquement normal.

Remarque : L’estimateur par la méthode des moments n’est pas nécessairement
asymptotiquement efficace.

5.3 Estimation Bayésienne

5.3.1 Deux visions différentes

Soit le modéle paramétrique (X, Py),0 € ©. Dans I'approche classique (que
nous avons suivi jusqu’a maintenant), appelée aussi approche fréquentiste, 1'es-
pace des paramétres, © ou on “cherche” le vrai paramétre du modeéle Py, est un
sous-ensemble de R?. L’approche fréquentiste repose sur la vision suivante : plus
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le nombre d’observations X, ..., X, est grand, mieux on estime le paramétre in-
connue # déterminant la loi Py. Le principe de cette école repose d’une maniére
trés générale sur la loi des grands nombres qui assure la convergence du rapport

Nombre de fois qu'un événement est observé

Nombre d’essais

vers la vraie probabilité de cet événement. Pour illustrer ce concept, considérons
I'expérience aléatoire du lancer d’un dé. La probabilité d’obtenir 3 (égale a 1/6
dans le cas d’'un dé non truqué) est égale a la limite du ratio

nombre de fois de 3 obtenus
n = y n — oo
n

ou n est le nombre de fois le dé a été lancé, c¢’est-a-dire, le nombre de fois que 1'ex-
périence aléatoire a été répétée. De fait, le point de vue fréquentiste est considéré
par les non fréquentistes ou les Bayésiens comme limité puiqu’il ne donne pas la
possibilité de calculer la probabilité d'un événement non répétable du genre "pleu-
vra t-il le 10 décembre 2010 7" ou lorsque 1’échantillon provient d’une population
de taille finie (et alors n < N ne peux tendre vers l'infini).

Dans I'approche Bayésienne, on supposera que le paramétre 6 lui-méme est la
réalisation d’une variable aléatoire M définie sur un espace probabilisé (A, £, )
a valeurs dans l'espace mesurable (0, ). La loi my est appelée la loi a priori. On
supposera que l'espace (O,&) est muni d’une mesure positive o-finie v et que
la loi myp admet une densité, souvent notée aussi my et appelée densité a priori,
relativement a v.

Dans cette nouvelle approche, la loi de probabilité P, représente la loi condi-
tionnelle de la variable aléatoire X sachant M = 6. On supposera que l'espace
probabilisé (X, B, P) est dominé par une mesure o-finie p et que la loi Py admet
une densité fx|y—g(z|0) relativement a p ou tout simplement f(x[6).

Dans ces conditions, le fait d’observer une réalisation x de la v.a. X apporte une
information supplémentaire sur la loi de M. On s’intéressera donc a la loi condition-
nelle de M sachant que X = x. Cette loi conditionnelle est appelée loi a posteriori
de T'. Soit w(f|x) la densité de cette loi conditionnelle appelée densité a postériori.

La définition des densités conditionnelles nous permet d’écrire
f(@|0)mo(0) = w(0]x)f(x), z€ X, 0O

ot f(x) est la loi marginale de X ; i.e.,

f(a) = / £ (]6)mo(6)(d6).
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— Si la mesure dominante v est égale a la mesure de Lebesgue, alors

- / F(2]0)m0(6)d6

— Si v est égale a la mesure de comptage, alors

= > f(x|0;)m(6;)

j:0,€0

ou m(0;) = P(M = 0;).

5.3.2 Estimation Bayésienne

Supposons que l'on dispose de plusieurs observations Xi,..., X, de la v.a.
X. Dans le cadre Bayésien, les variables aléatoires X; ne sont pas indépendantes.
Cependant, on suppose qu’elles le sont conditionnellement & #. Autrement dit, la loi
conditionnelle de I’échantillon (X7,..., X)) admet pour densité (sachant M = )

flzy,. .. x,]0) :H f(z;]0).

Proposition 5.3.1 (Formule de Bayes) La densité de la loi conditionnelle de
M sachant (Xy,...,X,) = (21,...,2,) est donnée par

[Tj=1 f(2]0)70(0)
Jo ITj=1 f(;10)mo(0)v(d6)

Démonstration : Pour tout 6 € ©, la définition des densités conditionnelles nous
permet d’écrire

flxy, za, .. 2,|0)m0(0) = h(O|x1, ... xn) f(21, ... Tp).

En intégrant des deux cotés sur © par rapport a la mesure dominante v, on obtient

flz,... x,) = /@f(xl,x2,...,xn|9)7r0(9)y(d9)

_ /@ [T/ (i10)mol0)r(ds).

70|y, ... x,) = (5.3)

Il s’en suit que
f(l’l,l’g, ey |0)mo(0)
f® = Yt x]|9)7r0(9) v(dl)
[T;= f(x;10)m0(0)
f@ j= v x]|9>7r0(9>y(d‘9).

70|z, ..., xy)
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Remarque : La densité donnée par (5.3) est la densité a posteriori de M sa-
chant (Xi,...,X,) = (x1,...,x,). Elle remplace la fonction de vraisemblance
utilisée dans 'approche classique (fréquentiste).

e A. Estimateur de Bayes

Dans I'approche Bayésienne, la construction d’un estimateur sera basée sur la
loi conditionnelle de M sachant (X1,...,X,) = (z1,...,2,). On prendra souvent
I’estimateur de Bayes.

Définition 5.3.1 L’estimateur de Bayes est égale a [espérance conditionnelle
EM|X, =x1,...,X,, =z, donnée par

EMIX, = 21,..., Xy = 20] — /9%(9|x1,...,xn)y(d9)
S

f@eH? 1 f(@5]0)mo(0)rv(dO)
Jo L=y f(2510)m0(0)v(d0)

Exemple. On suppose ici que l'espace des parameétres est © = R, que la v.a. M
suit la loi uniforme U0, 1], que I'espace des observations est {0,1} et que la loi
conditionnelle de X sachant M = 0 est B]V\ (). On prend p égale a la mesure de
comptage et v a celle de Lebesgue. En utilisant la notation précédente, nous avons
donc,

f(@|0)=6"(1—0)""" 2 e{0,1} et m(0) =1py(0),0 €R.

Considérons n observations Xi,...,X,, de la v.a. X. La loi conditionnelle de
(X1,...,X,) sachant M = 0 a pour densité

n

flar. o zal0) = [[07 (1 0)'7% = g2ime (1 — ) 2

j=1
La loi marginale de (X7, ..., X,,) a pour densité
flaroovmn) = [ G5 oS 1, (6)d0
R

_ [ —f)" 21 df

= B<ij+1n ij—i-l)

o
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ol B est la fonction Béta. Posons Z?Zl xj; = s,. L'expression précédente s’écrit
encore

L(sp + D00 —s, +1)  spl(n—sp)!

J(@n, ey n) = L(n +2)  (n+1)

Quant a la densité a posteriori de M, elle est donnée par
95"(1 — 9)"‘5"1[071} (9)
B(s, +1,n—s,+1)
{—ﬁﬂﬁmi%ﬁeemﬂ]

(0|, ... x,)

B(sn+1,n—sn+1
0 sinon.

L’estimateur de Bayes est donné donc par

Lo (L = 0)" o 10.19(0)
E(M|X, = X, =1, = : do
(M]Xy =22, ) /0 B(s,+1,n—s,+ 1)

B(sp +2,n—5,+1) s,+1

B(sp +1,n—s,+1) n+2

Notons que cet estimateur est différent de I'estimateur classique s, /n.

B. Estimateur de Bayes empirique

Dans la pratique, la loi de M dépend souvent d’un ou de plusieurs parameétres
inconnus. La loi marginale de X dépendra donc aussi de ce(s) paramétre(s). Ceux-
ci pourront étre estimés dans le modeéle paramétrique associé a la famille de ces lois
marginales. Les estimateurs seront alors reportés dans ’expression de ’estimateur
de Bayes.

Considérons I'exemple suivant. Soit X une variable aléatoire dont la loi condi-
tionnelle sachant M = 0 est une loi de Poisson de paramétre 0 i.e.,

0 _,
X|M =6 ~P(0) ouencore f(x|0) = i€

,x € N.

Nous supposons que la loi a priori de M est la loi exponentielle de paramétre
A>0;ie.,
7T0(9) = )\€_>\61920.

Lorsqu’on observe un échantillon de taille n, sa densité marginale est donnée par

A o
f(l’ yoeey Ly, )\) = = / enxn€_(n+)\)6d9
1 Hj:l z;! Jo
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ou T, = 1/n Z?:l xj. On reconnait la forme d'une densité Gamma. Par consé-

quent, I'expression précédente peut s’écrire encore

nT,! A
[T— 2! (n+ A)nentt”

f(l'l,...,l’n,)\) =

La densité a posteriori de M est donc égale a

(n + A)nentl

frTn o= (n+A)
NTy,!

7T(¢9,)\|LU1,...,SL’n) = 0 1920.

Par conséquent, la loi a posterior de M est une I'(nT,, + 1,n 4+ \) et donc

_nynjtl

(5.4)

Pour estimer le parameétre inconnu A, on peut utiliser la méthode de Maximum de
Vraisemblance & partir du modeéle marginal de densité f(z1,...,z,, A) :

l,(\) =log f(X1,..., Xn, A) = cte + log A — (nX,, + 1) log(n + \)

d\ S\n n -+ S\n

dl,(\, 1 X, +1 .
O _ L _nXatl o5 1

On vérifie facilement que la condition du deuxiéme ordre est bien remplie, et que

. 1
No— —
n Xn
correspond bien & un maximum global. X
Finalement, en remplacant dans (5.4) A par son estimateur \,, on obtient
I’estimateur de Bayes empirique



Chapitre 6

L’estimation par intervalle de
confiance

6.1 Deéfinition

Soit le modeéle statistique (X, Py), 0 € ©. On supposera ici que © C R. Cepen-
dant, les définitions et résultats qui suivront se généralisent sans probléme au cas
multidimensionnel. Nous allons introduire la notion d’estimation ensembliste pour
un parameétre inconnu.

Soient deux statistiques A, = T1(Xi,...,X,) et B, = Tp(Xy,...,X,) ou
(X1,...,X,) est un n—échantillon de X. On se fixe o € [0, 1].

Définition 6.1.1 On dira que [A,, B,] est un intervalle de confiance de niveau
1 —a pour 0 si

PO elA,B)))=1—-«
La notation P, nous “rappelle” que la probabilité de I’événement

{we:0€A,, B} = {weQ:TI(X(w),...,X,(w)) <6}
N{w e Q: (X (w),..., X,(w)) >0}

dépend de la loi de I’échantillon (X7, ..., X,,) qui dépend & son tour du paramétre
(inconnu) 6.

Dans 'approche fréquentiste, on doit comprendre un intervalle de confiance de
niveau 1 —a comme un intervalle aléatoire qui a une probabilité 1 — a de contenir
le vrai parameétre ¢ et non comme un intervalle fixé auquel 0 aléatoire appartient
avec une probabilité 1 — a.

Remarques :
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— Pour un seuil a donné, il n’existe pas une maniére unique de définir un
intervalle de confiance. En effet, si on écrit o = ay + aw, a1, an > 0 (il existe
un nombre infini de telles décompositions), il suffirait de prendre A, et B,
tels que Py(0 €] — 00, A,)]) = ay et By(0 € [B,, +o0[) = ay a condition bien
str que les événements {A, < 0} et {B,, > 0} soient disjoints. Souvent, on
répartit les risques de maniére symétrique, soit oy = ap = /2.

— Un intervalle de confiance de la forme [A,, B,] s’appelle un intervalle de
confiance bilatéral. Cependant, il peut arriver que la recherche d’un intervalle
unilatéral s’avére plus pertinente. Il s’agira d’un intervalle de la forme [C),, 00|
ou ] —o0,C,| on C,, = T(Xy,...,X,) est une statistique.

Exemple :

Soit a € [0,1] et soient Xy, ..., X, n v.a. iid M (g, 1). On peut construire un in-
tervalle de confiance [A,,, B,| de niveau 1 — a pour p qui sera basé sur la moyenne
empirique X,,. Celle-ci suit une loi normale de moyenne p et de variance 1/n, et
par conséquent

Pu (\/E(Xn - :U) S [_Zl—a/2’ Zl—a/Q]) =l-a

ol Z1_q/2 est le quantile de A'(0,1) d’ordre 1 — /2. En inversant les inégalités, il
vient que

P/J (M € |an - Zl_a/2 Xn + Zl_a/2:|) =1—«

et

(A, B,] = [Xn _

Rfl—a/2 o Zl1—a/2
— X, +

v }
est un intervalle de confiance (symétrique) de niveau 1 — « pour Iespérance p.

Définition 6.1.2 On dira que [A,, B,| est un intervalle de confiance de niveau
asymptotiquement égal a 1 — o pour 6 si

lim Py(0 € [An, B,)) =1—«
Ezemple : Soient X1,..., X, iid ~ Exp(A). L'estimateur de Maximum de Vraisem-
blance de A est X, !. Par le Théoréme Central Limite, la §-méthode et le théoréme
de Slutsky, on a

VX, (Xin - A) 5 N(0,1).
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Par conséquent,

1 Z1—a2 1 21-a)2

Ap By = | — 202 /
[ ] X, VnXn X. /nXn

est un intervalle de confiance de niveau asymptotiquement égal & 1 — o pour A.

6.2 Fonctions pivotales

Définition 6.2.1 Une fonction pivotale pour 6 est une variable aléatoire p( Xy, ..., Xy, 0)
dont la loi est indépendante de 6.

Une fonction pivotale n’est rien d’autre qu’une fonction de I'échantillon (Xy, ..., X,)
et du parameétre 6 dont la loi ne dépend d’aucun paramétre.

Définition 6.2.2 Une fonction asymptotiquement pivotale pour 6 est une va-
riable aléatoire ¢(X,...,X,,0) qui converge en loi vers une variable aléatoire
dont la loi est indépendante de 6.

Pour a0 € [0, 1] donné, les fonctions pivotales sont trés pratiques pour construire
un intervalle de confiance de niveau 1 — «. Il suffit de prendre les deux quantiles
¢ d’ordre aq et g d’ordre 1 — g de la loi de ¢(Xy,...,X,,0) et résoudre les
inégalités :

q1 < ¢(X17 s 7Xn79)
¢(X1, e ,Xn, 9) S qs.
Ezxemples :
— Dans l'exemple précédent ou Xy, ..., X, sont des v.a. iid ~ N (y, 1), la va-
riable

(X1, Xy i) = V(X = p)

est une fonction pivotale pour u de loi A/(0,1). D’une maniére générale, la
fonction

V(X — )

¢<X17"'7Xn7:u) =
o

est une fonction pivotale pour p de loi N(0,1) dans le cas ou Xy,..., X,
sont iid ~ N (i, 0?) et o.
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— Supposons maintenant que ¢ est inconnu. La variable aléatoire
\/H(Xn - ,u)
N 112
(0= 1) 5, (0 - X2

¢(X1>"'>anu“) =

est une fonction pivotale pour p suivant la loi de Student 7,,_; & n—1 degrés
de liberté.
— Soient X7, ..., X, des v.a. iid ~ B(1, p). La variable aléatoire

ﬁ(Xn - p)
p(1—p)

est une fonction asymptotiquement pivotale pour p de loi asymptotique

N(0,1).

¢<X17---7Xnnu’) =
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Chapitre 7

Tests paramétriques

7.1 Généralités

7.1.1 Quelques définitions

Soit X une variable aléatoire, fonction mesurable de (2, A, P) dans (X, A’, Fp),
A € O. Supposons que O est partitionné en deux sous-ensembles non vides ©g et
@1 (7,6 e = @0 U @1 tel que @0 N @1 = @)

L’objectif d’un test est de décider si § € Oy, ou pas. Les deux hypothéses
appelées hypothése nulle Hy : 0 € ©¢ et son hypothese alternative Hy : 6 € ©,
n’ont pas des roles symétriques. On définit la zone de rejet ou région critique du
test 'événement R = {X € C} € A ou C est un élément de B a déterminer. On
rejette hypothése Hy lorsque la réalisation de lexpérience vérifie X (w) € C, et
on l'accepte dans le cas contraire. Plus généralement,

Définition 7.1.1 Un test est une fonction mesurable ¢ : X — [0, 1], on refuse
Uhypothése Hy lorsque ¢(X) =1 et on l'accepte lorsque ¢(X) = 0.

Lorsque ¢ prend aussi des valeurs distinctes de 0 et de 1 on parlera de test randomisé
et, lorsque ¢(X) €]0, 1], on rejette ’hypothése Hy avec la probabilité ¢p(X).

Lorsque le test ¢ n’est pas randomisé, on appelle zone de rejet du test [’ensemble

R ={¢(X) =1} (= (¢ 0 X)7'({1})).

Evidemment, une zone de rejet R permet de construire un test non randomisé
donné par ¢ =T qui vaut 1 ou 0 selon que X € C' ou X ¢ C.

Définition 7.1.2 (Cas des tests non-randomisés) Le niveau du test aussi ap-
pelé risque de premiere espece est la probabilité mazimale de rejeter [’hypothése H

a tort, « = sup Py(R).
USSR
La puissance du test est la fonction 3 : ©1 — [0, 1] définie par 5(0) = Pp(R)

lorsque 6 € ©4. Le test est sans biais si 3(0) > « pour tout 6 € ©y.
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Dans le cas d'un test randomisé, on définit alors o = supyce, Eo(¢) et o < Eg()
pour tout 6 € Oy lorsqu’il est sans biais. Sa puissance est donnée par Ey(¢) pour
tout 0 € ;.

Pour tout test, on appelle risque de second espéce la valeur supyeg, (1 — 3(6)).

Définition 7.1.3 Lorsque ©; = {6;} on dit que Uhypothése est simple. Dans le
cas contraire, on dit que [’hypotheése est composite.

7.1.2 Tests d’hypothése simple contre hypothése simple

Ici ©1 = {0;} et ©y = {#y}. Le modéle est alors dominé, par exemple par
la mesure p = Py, + Py,. Si f(x,0y), f(x,01) désignent les 2 valeurs prises par
la densité de Py par rapport a u, on appelle test du rapport de vraisemblance
(abrégé en TRV) le test

f (SL’ ) 91))

b(z) = f ( o

pour toute fonction f : RT — [0, 1] croissante donnée.

Dans le cas ot f est I'indicatrice d'un intervalle [k, +o0], le test est non ran-
domisé, lorsque f(t) = 0sit < ket f(t) = 1 pour t > k, on obtient un test
randomisé. On accepte ici I'hypothése H; lorsque le rapport f(x,01)/f(x,0y) est
grand, c’est-a-dire si #; est plus vraisemblable que 6.

Exemples :
— Modéle gaussien iid X7, .. ~ N(6,
Dans ce cas f(z,0) = (27r xp (—3 — 6)?), et on pose

1).

> i
f(x7‘91> o - N n2 2
log @00 (61 — 6p) gﬁz — 5(‘91 — 65)

est une fonction croissante de T = %Z?:l x;. Si 0 > 6y, on rejettera donc
Phypothése 6 = 0y lorsque la statistique X = =3~ | X; > k.

— Pour le modéle de Bernoulli iid X7, ..., X,, ~ b(f) (ot le paramétre 6 € [0, 1]).
Soit x = (x1,...,2,) € {0,1}", si on pose s = x; + -+ + x,, dans ce cas

f(x,0) =0°(1 —0)" 5. Ainsi

f(:):,@l)_ 1—91 " é 1—91 ®

f(ZL', 90) N 1— 90 90 1— 90
est une fonction croissante de s lorsque #; > 6y, donc la région critique est
de la forme s > k.

Notons que S ~ B(n,#) suit une loi binomiale. Le niveau de ce test s’écrit
O =3 cicn ChO(1 — 6p)" 7 et sa puissance 3 = >, ., C701(1 — 01)" 7.
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Cette expression prend un nombre fini de valeurs, le niveau du test ne peut
étre fixé de maniére exacte dans ce cas. Pour 6, > 6y, on déduit que le test
est sans biais.

Pour parvenir a fixer le niveau o d’un test on considérera un test randomisé
de la forme ¢(s) = 0 lorsque s < k, ¢(s) = v lorsque s = k et ¢(s) = 1 lorsque
s > k. Alors I'entier k est le plus petit entier tel que (& =) Py, (S > k) < avet
est choisi en sorte d’ajuster le niveau a «v. Par définition, &+~ (S = k) > «
et on pose v = (a — &)/ Py, (S = k).

7.1.3 Tests asymptotiques

On voit sur les exemples précédents qu’il n’est pas toujours facile de construire
un test de seuil a donné. Une étude asymptotique conduira & souvent a des tests
de mise en oeuvre trés simple.

Définition 7.1.4 Soit <X("),A’("), P(,(")> une suite de modéles statistiques sur le

méme espace de parameétres © ; 'observation correspondante est notée X ™.
Le niveau asymptotique d’une suite de tests de ©qy contre ©1 de région de rejet
respective R,,, pour tout n = 1,2, ... est la limite (lorsqu’elle existe)

a = lim sup Fy (X(") € Rn)

n—oo 96@0

Cette suite de tests est consistante si

V0 € Oy : lim P (X™ e R,) =1
Le seul cas abordé par ce cours est celui d’expériences iid dont la loi est notée P
pour lesquelles on peut construire un échantillon sur tout espace produit (E™, £%™)
pour tout n € N.
Etudions le cas des tests asymptotiques & hypothése simple Hy : 6 = 6, contre
Hy : 0 # 0y ou § = Ey(X). Le principe repose sur le théoréme de limite centrale.
Soit X7, Xo, X3,... une suite iid de loi P, telle que et VargX; = 1. Sa région
critique s’écrit
~ Pl—a/2
X — Oy > —==
‘ 0| - \/ﬁ
ott PN(0,1)] 2 p1-0/2) =
Le niveau asymptotique de ce test (pour 6§ € Og) suit du théoréme centrale
limite :

— SO —a —
P (VA = 0] 2 VAZZE2 ) = iy (VAT =0l 2 91-02) =
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La puissance de ce test s’écrit pour 0 # 6
P9 (\/ﬁ|7 - 90| Z Spl—a/2) - ]-7

en effet la loi (faible) des grands nombres implique X — 6, — 6 — 6y, en probabilité.
Par contre la convergence précédente n’est pas uniforme en 6 : pour le prouver

notons que si 0, — 6y = o (%) alors

Py, (\/mY - 90| > 801—a/2) — Q.

Lorsqu’on n’a plus VargX; = 1, on remplacera les observations X; par X;/s,
ou s2 = =3 (X; — X)? désigne un estimateur consistant de la variance, pour
conserver les mémes propriétés asymptotiques du test.

Remarques :
— De la méme maniére on envisage un test de niveau asymptotique « pour
I’hypothése composite 6 < 0y ; la région de rejet s’écrit alors

{\/ﬁ(y — o) > 801—a}

— Dans le cas du test Hy : g(6) = o sur la moyenne, on posera, pour un A > 0
fixé,

R, ={0 €0 [llg(¥) =l = A/v/n}.

7.2 Approche de Neyman-Pearson

7.2.1 Lemme de Neyman-Pearson

Cette section porte sur la comparaison de différentes procédures de tests pour
les mémes hypothéses Hy et Hj.

Définition 7.2.1 Soient ¢; j = 1,2 deux tests de niveau < o pour tester I’hypo-
these simple Hy : 0 € ©¢ contre Hy : 0 ¢ Oq. Le test ¢ est uniformément plus puissant
(UPP) que le test ¢o si By, (0) > B4,(0) pour tout 6 € Oy, ot By, est la puissance

du test ¢;,j =1, 2.

Lorsque I’hypothése alternative est simple on parlera simplement de test plus puis-
sant. Dans le cadre de tests d’hypothése simple contre hypothése simple, le résultat
suivant assure que le test du rapport de vraisemblance est optimal. Rappelons qui

B f(xvel)
f(l’, ‘90)7

un test randomisé du rapport de vraisemblance (TRV) s’écrit alors

Vi(z) =
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— pe(x) =151 V(x) >
— Pre(x) =051 V(z) < k et
— Pre(r) =c€)0,1]si V(z) = k.

Lemme 7.2.1 (Neyman-Person)

a) Soit e > 0. Si le TRV ¢y est un test de niveau o, alors il est UPP que tout
autre test de niveau < c.

b) Sia€0,1], il existe un TRV ¢y de niveau exactement «, il peut étre rando-
miseé.

c) Soit ¢ un test PP de niveau o alors, pour tout 6 € © = {6y,0,}, on a

Py(d(X) # bro(X),V(X) #k) =0.

Démonstration :
a) Ici Eg,¢p..(X) = a. Soit donc ¢ tel que Egy ¢(X) < «, on doit prouver que
Eo, (¢r.c(X) — ¢(X)) > 0. Notons que

A = Eg (dro(X) — d(X)) = kEqg, (¢r.(X) — ¢(X))
Egy (fr,o(X) — &(X)) (V(X) = k) + Eg, (dr,e(X) — ¢(X)) U £(x,00)=0}

Si ¢e(x) = 0alors V(z) — k < 0, et si ¢po(x) =1 alors ¢y (z) — P(x) > 0 car
o(z) € [0,1]. Ainsi le premier terme de 'identité précédente est positif. Notons
que o > 0 implique k < oo, par suite ¢y .(z) = 1 lorsque f(z,6y) = 0 et le second
terme de l'identité précédente est aussi positif.

Alors E61 (¢k,c(X) - ¢(X)) > kEGo (¢k,c(X) - ¢(X)) > 0.

b) Notons d’abord que les cas extrémes sont couverts. Si v = 0 lorsque & = oo
donne le test PP, ¢ 0. Si v = 1 lorsque k& = 0 donne le test PP, ¢¢ . Si maintenant,
a €]0,1], Py, (V(X) = 00) = 0 alors il existe k£ < oo tel que Py, (V(X) > k) < «
et Pgo (V(X) Z k‘) Z (0%

Lorsque Py, (V(X) = k) =0, on peut choisir ¢ = 0 et on obtient donc un test non
randomisé.

Sinon, ¢ = (o — Py, (V(X) > k))/ Py, (V(X) = k) > 0 donne lieu & un test PP est
obtenu avec k défini plus haut.

¢) se traite comme les points précédents. O

Pour conclure cette section, le lemme suivant nous donne une évaluation de la
différence entre puissance et niveau d’un tel test, c’est a dire le biais de ce test.

Lemme 7.2.2 Dans le modéle {6y, 01} la mesure Py est dominée par Py, et si« et
G désignent le niveau et la puissance d’un test d’hypothése simple contre hypothese
simple correspondant, alors 3 — o < 5 [ |f(z,00) — f(x,0))|du(z).
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Démonstration : On écrit 3 — a = [ ¢(z)(f(x,01) — f(x,0))du(x). Or cette ex-
pression est maximisée par le test ¢(z) = L, 0,)< f(2,0,)- On conclut avec la relation

Lronrs ron (F@.00) = F(,00))dp =5 [ |£(x.62) — f (. 60)]dp. 0

Ezxemples :
— On teste une hypothése gaussienne simple, N (jug, ) contre N(pu1,31) en
rejetant Hy lorsque V(X)) est grand. Les lois étant continues, on utilise des
tests non randomisés. La zone de rejet s’écrit

Q = (X — p10)" S5 (X = po) — (X — i)' B (X — ) > ¢ (est grand)

Lorsque ¥y = ¥y et pu; = pop + AA ou ||All = 1 et A € R, on rejettera
I’hypothése Hy si

APYTHX — o) > 1o AT A
La zone de rejet dépend ici de la direction A de la différence mais pas de
I’amplitude A. Par contre, la puissance de ce test en dépend largement.

— Si Ny, ..., N désignent le nombre d’occurrences de 1,...,k dans un n-
échantillon de loi multinomiale M(k, 6,,...,60), alors
n! . -

lei V (0", 6°) = T, (0}/69)".
Pour tester une hypothése simple

00 = (6°,...,09)/0" = (6,...,0})

dans laquelle #? > 0 pour chaque i, on suppose lalternative de la forme
0} = ety pour un 0 < e < 1, et pour i # j et 0; = p#) > 0 avec p =
(1-— 69;-])/(1 — 6’?).

Alors V = p"(e/p)Ni et comme e < 1 implique p > ¢, on en déduit que la
zone de rejet s’écrit (N; > k), ce qui signifie que 'on retourne au cas binomial
déja envisagé.

7.2.2 Rapports de vraisemblance monotones

Définition 7.2.2 Soit (Py)gco un modéle p-dominé avec © C R. On pose

f(zv 92)
f(xv 91)
SiT(X) une statistique exhaustive le modéle est a rapport de vraisemblance monotone

en T (RVM en T) lorsque Vy, g,(x), qui s’écrit comme fonction de T'(x), par ex-
haustivité, est une fonction croissante de T'(x) pour 6 < 6s.

‘/91,92 ([L’) -
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Ezemple : Lorsque 6 +— ¢(f) est une fonction croissante le modéle exponentiel

f(x,0) =h(x)exp (g(0)T(x) — B(0)) est & RVM en T.

Théoréme 7.2.1 (Karlin-Rubin) Soit (P)sco un modéle a RVM enT, on consi-
deére le test randomisé ¢, .(x) = 1 lorsque T'(x) > t, ¢r.(x) = 0 lorsque T'(x) < t,

et ¢ro(x) =c siT(x) =t pourt e R et cel0,1], firés. Alors 0 — [y = Egdy o(X)

est une fonction croissante. Si a = Egy ¢ .(X) > 0, le test ¢p. est UPP parmi les

tests sans biais de niveau o d’hypothése composite 8 < 6y contre 6 > 6.

Notons que cela implique que ce test UPP est aussi sans biais. Sa preuve est de
méme nature que celle du lemme 7.2.1. Donnons maintenant une variante de cet
énoncé pour un test bilatére c¢’est-a-dire de la forme Oy = {# € ©|6 < #; ou 6 >
92}, ou @0 = [91,92] pour 91 S 92.

Théoréme 7.2.2 (Lehmann) Si le modéle est exponentiel, admet une densité
f(z,0) = h(x)exp (g(0)T(x) — B(0)) telle que l’application g soit strictement crois-
sante sur ©y =] —o00, 01]U[0, 00|, alors un test UPP parmi tous les tests sans biais
de niveau « est défini par ¢p(x) = 1 pour T(x) €]t,ta], ¢(x) = 0 pour T'(z) ¢
[t1, 1], et ¢(x) = ¢; pour T'(x) = t; lorsque i = 1,2. De plus les constantes t;,¢;
sont déterminées par les relations Eo,¢(X) = « pour i =1,2.

Il existe aussi un test UPP de méme nature et de niveau o pour tester I’hypothése
0 # 6y contre 6 = 0y (ou encore 0 € [0, 0,] contre 6 ¢ [0y, 65]). Sa zone de rejet est
de la forme T(X) &]t1,ts[ (¢(X) =1)) et ¢(x) = ¢; pour T(X) =t¢; (i = 1,2).

Ezemple : Dans le cas d'un n-échantillon gaussien considéré plus haut, le test
associé a la zone de rejet {|X — 6y| < ¢1_a/2/y/n} est UPP.

7.3 Tests du score et de Wald

7.3.1 Test du score

Ici nous considérons © C R.

Définition 7.3.1 Soient ¢ et ¢o deux tests de niveau < a pour tester I’hypothése
Hy: 0 <0y contre Hy : 0 > 0.

Le test ¢y est localement uniformément plus puissant (LUPP) que le test ¢o si il
existe un voisinage ouvert V3 Oy tel que By, (8) > B4,(0) pour tout 6 €]6y, +oo[NV .
Le nwveau local du test s’écrit o = supyg, ey Eoo-
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Lemme 7.3.1 Quand on ne considere que des tests réguliers, dans le sens ot
Uapplication 6 — Eg¢ est dérivable en Oy (intérieur a ©), un test de niveau local
a est LUPP si pour tout autre test 1) de méme type : %Eggb}go > %Eg@b}go .

Démonstration : Par définition, pour tout 6 > 6, et tout 6’ < 6y, 6,0 € V on a

Egp — Egtp = Egrp — Epp + (0 — 9,)%159'@5 — ) +o(0—0) (sid —0).

En prenant le supremum en 6’ pour le voisinage V' suffisamment petit, on sort la
différence des niveaux locaux des deux tests qui est nulle et on obtient Eg¢ > Eyep.0

Définition 7.3.2 Le test fondé sur la statistique Sx(0y) = %log f(X,00) est ap-
pelé test de score. Il rejette I'hypothése 0 < 0y pour les grandes valeurs de Sx (6p).

Théoréme 7.3.1 Tout test LUPP(«) régulier est un test du score qui vérifie
o(x) = 1 lorsque S (00) > kf(x,0p). On peut aussi imposer que ¢(x) = ¢ soit
constant sur l'ensemble ot Sx () = kf(x,0).

Théoréme 7.3.2 Sous les hypotheses usuelles H1-H4 du chapitre 3, le test de
région critique

-----

mateur convergent I,,(6y) de l'information de Fischer I(6p).

Preuve. Ce résultat est fondé sur le théoréme limite S(x, . x,)(00)/\/nI(0) —
N(0,1) . O

Remarque : Dans le cas iid par additivité du score la région de confiance asymp-
totique s’écrit

n

Z Sx,(00) > | Y (Sx,(00))*¢1-a

i=1

7.4 Tests asymptotiques

Nous considérons maintenant un ensemble de paramétres © C R (ouvert).
Supposons que Oy = {f € O] g(f) = 0} ot la fonction g : © — R* est différentiable
et telle que le rang de J,(0) soit k < d constant pour tout § € ©. On dit que g est
de plein rang.

La situation asymptotique considérée est celle d’observations iid X (™ = (X1,...,X5)
dans le modéle régulier (Py)gco-
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Définition 7.4.1
— Soit 0, une suite d’estimateurs asymptotiquement efficace de 0,

Vn <§n — 9) e Ny (0,171(0)) sous la loi Py

Les tests de Wald fondés sur cette suite ont pour région de rejet

Rt € > e wee € = 06 (1,001 0.)990,)") " 9(6)

— L’estimateur du maximum de vraisemblance contraint 5;; est UEMV fondé sur
X ™ sous I’hypothese Hy : g(8) = 0. Les tests du Score fondés sur cette suite
ont pour région de rejet

Ry : €5 >3, avec & =VL,(09) ', (05)VL,(62)

L’exemple typique d’'une suite d’estimateurs 5n est celui de 'TEMV.
L’efficacité asymptotique de la suite d’estimateurs (6,,),, est a la base de ces
tests, en effet

~ P
Vi (B0 = 0) s Na(0.171(680))
implique,
~ t ~ Py, 9
n (‘9n — ‘9) ](90) (‘9n — 9) —n—oo Xd
Et, pour un estimateur consistant, @L de 0y, le lemme de Slutsky implique bien
~ t ~ ~ P
n (en - 9) 1(6,) (en - 9) e X
De plus, le théoréme des extrema liés s’écrit avec le Lagrangien L, (0) + g(6)'\
donc VL, (0p,,) + Vg(6p.n) A, = 0 conduit a
1~ . . U
55 = EX;LVQ(GOJL)[_I(GO,n)Vg(QO,n)t)‘n
Ainsi €5 — €V — 0 en Py—probabilité, si on prouve (cf. Monfort & Gouriéroux,
1996, page 556) :

Mo/V/1 ~ = (Vg(00) T (B6)Vg(6)) " v/ng(Bo,n)

Proposition 7.4.1 Sous les hypothéses usuelles, les suites de tests de Wald et du
score sont de niveau asymptotique o et convergentes.

Démonstration : Nous ébauchons le premier cas du test de Wald. Sous Py,

Vit (900) = 9(0)) = N (0,4)  avee A= Vg(6)I(6)Vg ()"

Par suite sous g, g(f) = 0 et on a \/nA~2g(6,) — N (0,1;). Ainsi &7 =
|v/nA=Y2g(0,)||?> — x? sous Og. Les résultats en découlent.
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7.5 Tests fondés sur la vraisemblance

Dans le contexte d’un test Hy : 0 € ©g vs Hy : 0 € ©1 pour un modéle dominé,
nous posons

SWoco, f(x.6) ) Suyco f(z,6) (7.1)

= Sapoco, 71,00  supoce, /(2,0)

Un test fondé sur la vraisemblance consiste a rejeter I'hypothése Oy pour les
grandes valeurs de V(X)) ou, de maniére équivalente, celles de A(X) (plus commode
a calculer), quand on observe X. Ce test coincide avec celui de Neyman-Pearson
pour le cas d'une hypothése simple ou dans le cas de rapports de vraisemblance
monotones. R

Posons 6, et ¢, les estimateurs du maximum de vraisemblance non contraint
et contraint de 6 dans les modeéles statistiques respectifs (FPp)gco, et (Pp)sco,, alors

~

f(LU, 0n) & N oY
AMz) = =, log A\, = log A(z;) = 1,(0,) — 1,(65).
o) 2
Définition 7.5.1 Les tests du rapport de vraisemblance fondés sur la suite des n
observations iid (X1, ..., X,) ont pour région de rejet

R : €8V 532 L avee €8V =2(1,(6,) — 1.(65)).
ot m = dim(0) — dim(6y).

Proposition 7.5.1 Sous les hypothéses usuelles, les suites de tests de rapport de
vraisemblance sont de niveau asymptotique o et convergentes.

7.5.1 Moyenne d’une gaussienne

On considére ici X1, ..., X, iid de loi N'(u,0?) et © = R x R*™. Ici

1 1< )
f(xy, ..., x,,0) = mexp <_ﬁ Z(IZ — ) )

i=1

Dans ce cas l'estimateur du maximum de vraisemblance de 0 = (u,0?) sur ©
0 — (7 52 = — 1y =2 _ 1y —\2 g
vaut 0, = (Tn,0,) avec T, = > " x; et 0, = ~> " (v; —T)* Lorsque I'on

cherche & tester I'hypotheése ©g = {(u,0?%) € O] = o}, on a besoin de trouver
0¢ l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 sur ©,. Dans ce cas

0 < IR s n\
w;bgf(%ﬁ) =3 (F ;(%—Mo) - g) =0
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et donc 5; = (1o, 05) avec o4 = 02 + (Tp, — Ho)?, car

n

S =T = S o — (@ o)

Par suite, le fait que =5 >, (z; — po)? = 2 >_,(x; — T)* implique immédiatement
0 n

que log A, = 7 log (%) Ainsi

_ 2
log\, = Elog (1+ (M) )
2 o
1 . 2
2 n—1 Sn
2

—~ n =2 o 1 n = 2 . .
avec s, = =20, = —= > ., (x; — T)*. Alors, log), est une fonction croissante de

| T (21, )| = \/ﬁ‘f_;o }, avec T,,(X1,...,X,) ~ t(n — 1) la loi de Student de
n — 1 degrés de liberté.
On rejettera donc 'hypothése 1 = o au niveau « lorsque |1),| > t,—1,1-a/2
Les tests unilatéres sont obtenus de la méme manieére :
— pour tester p < pg contre p > g, on rejette I'hypothése nulle au niveau «
quand 75, > t,_11_q, €t
— pour tester p > pg contre p < pg, on rejette I'hypothése nulle au niveau «
quand 7T}, < t,_1 4.

7.5.2 Moyenne de deux échantillons gaussiens

A présent, on observe deux échantillons indépendants entre eux, et iid
X1, X, ~ N(px, o?) et Yi, .. Y, ~ N(py,o?)

Ici © = {0 = (ux, py,0?)| px, py € R,0? > 0} = R? x R, ainsi

n 1 ni n2
log f(z,y,0) = ) log(2m0?) — 202 (Z(% —ux)’ + Z(yz - MY)2)
i=1 i=1
Dans ce cas, estimateur du maximum de vraisemblance s’écrit 6 = (Trys Unys o)
avec, a présent,

ni

ni no no
Tpy, = nillz:;x“ yng = %;y“ 8721 = % (Z(xl - E)2 + ;(yl - y)2> ’

=1



110 CHAPITRE 7. TESTS PARAMETRIQUES

avec n = ny + ny. Enfin, sur ©g = {0 € O| ux = py = p, p € R}, Pestimateur du
maximum de vraisemblance obtenu vaut 6y = (Jig, fo, 04) oul

ni n2

o=t (Ear3ou). =t (S-S

i=1 i=1

Ainsi en ajoutant des identités découlant du developpement de (X; — 1ip)? =
(X, —X)+ (X - uo)) , on obtient log\, = % log . Le test fondé sur A\, re-
jette donc 'hypothése ©y quand |T,| est grand avec

7= fre X Vo g
n S

G2 N oo 1 G 2 G T\ 2
Sn—n_Qan_n_2(Z(Xi—X) —i—Z(K—Y)).

i=1 i=1

ou

Pour montrer que cette variable a bien une loi de Student, on utilise le théo-
réme de Cochran qui montre que les variables X, /o, Y, /o, " (X; — X)?/o?
et 72 (Vi — Y)?/o? sont indépendantes et de lois respectives N (ux/o,1/n1),
N(py /o, 1/ns), x5, _1 et x2,_;. Donc, pour un test de niveau , la region de rejet
est donnée par |T,| > tp_91-a/2-

Des tests de niveau « sont obtenus pour les hypothéses

— px < py avec la région de rejet T, > t,_21_q,

— px > py avec la région de rejet 1), < t,_9,.
On peut montrer que ces tests sont aussi ceux du rapport de vraisemblance.

7.5.3 Covariance de deux échantillons gaussiens

A présent la suite (Xi,Y7),...,(X,,Y,) est iid selon la loi gaussienne bidi-
2
mensionnelle Ny (( Hx ) , < ox  PoxXTY )) Dans ce cadre gaussien (avec

2
My POXOy Oy
© C R®), on voudrait tester I'indépendance des composantes X et Y c’est tester

Hy: p=0contre Hy : p # 0. Ici

2((1=p*) \ox =

2 Z(xl — pux) (Y — ) + ULQ Z(yz - MY)2>

g x 0O
XOY Y =1

Slunin,o) = ~nis (ronorVI7) - gy (2 St
=1
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Les équations du maximum de vraisemblance ont la solution iy = 7,, et iy =7,

. IR _ B R _
O'g( = EZ($1 _xn)2a 0'%/ = EZ(yZ _yn)2a
i=1

=1

_ 1 o _ _
P = m;(%—l‘n)(yz Un)

Sous I'hypothese nulle Oy = {f € O] p = 0}, on trouve 8y = (Tp, 7, 0%, 52,0) et
ainsi,
n )
log Ay = =5 log(1 = 77)
est une fonction croissante de |p] mais aussi de |T,,|, avec T,, = v/n — 2p/+/1 — p.

Si p = 0, on peut montrer que T,, ~ t(n — 2) suit une loi de Student, ce qui
permet de construire un test de niveau donné.
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Chapitre 8

Tests non paramétriques

Dans cette section, on présente quelques tests dans un contexte non paramé-
trique.

8.1 Test du y?

8.1.1 Cas élémentaire

On considére une suite X |, ..., X de v.a. iid de loi multinomiale M(py, ..., px).
Malheureusement pour le titre de la section, si p = (p1,...,px) est fonction d'un
paramétre 0, on est dans un modéle paramétrique p(6).

On peut parler de cadre non paramétrique si k n’est pas connu, mais, tradition-
nellement le test présenté ci-dessous est classé parmi les tests non-paramétriques,
une justification est fournie par 'exemple d’utilisation qui suit.

Théoréme 8.1.1 Supposons pi,...,px > 0. Soit N;, = > " X;; le nombre des
occurences de 1 dans la j-éme classe pour 7 =1, ..., k.

k

- (Njw —np;)? ¢
poy Mool 2
1 np;
J_
Démonstration : Posons N, = (N1, ..., Niy), alors le théoréme de limite centrale

vectoriel implique que n~2(N,, — np) £, NL(0,Y) ou X = diag(p) — pp' (i.e.
Y, =pi —pisii=jet =—p;p, sinon).

Posons A = diag(p)~"/? la matrice diagonale d’éléments pl_l/Q, e ,p,zl/z, alors
AZ7PA(N, = np) — Ni(0, A'SA) ot APSA = I — VDD est la matrice de

projection orthogonale sur \/ﬁL.

113
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Considérons une matrice orthogonale (d’ordre k) telle que
N 1
: 0
v ) \o
Alors UAYXA'U' = UU" — (U/p)(U,/p)" s’écrit

0 0 0
o 1 0 ... ...
vasav =gt oo = (0 )
Par conséquent ||UAZ,||* = |AZ,|*> ~ x;_;. O

On en déduit le test du x?> Hy : p = po contre H; : p # po, qui rejette I'hypo-

these Hy lorsque
k

o (Njm —1pj0)? _ 5
Xn = E > Xk—11-a-
n — np;o k—1,1—«

Ce test est de niveau asymptotique a. L’asymptotique est admise en pratique
lorsque nmin; p; > 5 comme le confirment les remarques relatives aux variables
binomiales dans le chapitre 1. Il est consistant car si p # pg, lorsque n — oo, la loi
des grands nombres implique 1’équivalent presque stir suivant

= npg 0 =1 np;0
k
- nz (p; — Pjo)?

= Pjo0

S y

et l'inégalité stricte x2(p,po) = Z & > 0 implique que la statistique
. pJO
j=1

précédente équivalente a ny?(p, po) tend presque stirement vers U'infini dans I’hy-
potheése alternative p # py ce qui justifie la forme de la zone de rejet et prouve la
consistance du test du y2.
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Exemple :

On veut faire un test de I'hypothése (non-paramétrique) globale, sur la loi mar-
ginale d’un échantillon iid réel : Py, = P, contre Py # F,. Si on décompose
R = U§:1 A; en une partition Ay,..., Ay alors la loi de X est différente de F
lorsque P(U € A;) # Fy(A;) pour un certain j € {1,...,k}. Alors le théo-
réme 8.1.1 permet de tester cette hypothése (grace au test du x?) en posant
X, = (Iy,ea,, .- My,ea,). La question cruciale est alors le choix des classes. Une
facon de faire en accord avec la régle np > 5 d’adéquation de la binomiale & une
gaussienne est (lorsque les lois sont continues) de choisir k classes de méme pro-
babilité p = 5/n. Comme P, est donné, on divise donc R en k classes de méme
Py—probabilité (aux problémes de divisibilité pres).

Une autre maniére de procéder consisterait a diviser 1’échantillon empirique
(réordonné) en classes de méme poids empirique.

Cet exemple permet, bien str de classer le test du x? dans cette section non-
paramétrique.

8.1.2 Test d’indépendance

Icei X; = (Y, Z;) prend ses valeurs dans {y1,...,ye} X {z1,..., 2m}.

L’indépendance des variables Y et Z se traduit par la relation p; ; = ¢;7; si on
pose p;; = P(X1 = (vi,25)), ¢ = P(Y1r = y;) et r; = P(Z; = z;). Le paramétre
0 = (q1,. Q1,71 Tm_1) € R™2 du fait des restrictions naturelles des
parametres ;¢ = > ;r; = 1. Par suite le nombre de degrés de liberté vaut ici
D=¢m—-1—({+m—2)=({—1)(m—1). La statistique précédente s’écrit avec
des notations standard,

¢ m (NZ]_NZ-.N.J-)2
R %S
=1 j=1
6 m (N M>2
=122 S ww,

i=1 j=1

Cette suite converge en loi vers une y%. Remarquons qu'ici 'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance du vecteur § € R*4™2 %6crit 0 = (q1, ..., Gr—1, 71, -, Trm—1)

avec ¢; = = —L pour 1 < j<m.
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8.2 Test de Kolmogorov Smirnov

On considére ici, X, Xs,..., une suite iid & valeurs réelles et de fonction de
répartition F'(x) = P(X; < z) et on pose

1 n
Fufz) = —~ > Tix,<a
i=1

sa fonction de répartition empirique (qui est comme toute fonction de répartition,
croissante, continue a droite et admet une limite & gauche en tout point).

Théoréme 8.2.1 (Glivenko-Cantelli) On a, presque sirement,

sup |F,(x) — F(z)] —p-00 0

zeR

Remarque : Par simplicité, nous supposerons F' strictement croissante et continue.
Alors I'inverse F~! de F' a le sens commun, F(X) a une loi uniforme sur [0, 1] et
F~Y(U) suit la méme loi que X; lorsque U est uniforme sur [0, 1]. Sans cette hypo-
these, il reste exact que F~*(U) a la loi de X7, par contre 'exemple de X; ~ b(3)
prouve que F'(X;) qui ne prend que trois valeurs, ne peut donc étre uniforme.

Ce premier théoréme 8.2.1 justifie I'idée de considérer la statistique || F,, — Fo||oo
pour tester une hypothése du type F' = Fj contre F' # Fy. Soit € | 0, le théo-
réme 8.2.1 prouve que la suite de tests de cette hypothése dont la zone de rejet
s’écrit ||F,, — Fylleo > € est consistante. Pour envisager le niveau d’'un tel test, il
faut connaitre les quantiles approchés de la loi de || F}, — Fo||oo. Le résultat suivant
prouve que cette loi ne dépend que de n, on pourra donc la tabuler aprées avoir
simulé des variables uniformes.
Nous admettrons le (difficile) théoréme limite suivant :

Théoréme 8.2.2 Soit F = Fx la fonction de répartition de X, alors
(Théoréme de Kolmogorov)

ot la fonction de répartition de S est

[e.e]

Fs(z)=1-2) (-1 te " 2 >0
k=1

Remarques :
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— La variable aléatoire S a la méme loi que le maximum d’un_Pont Brownien
B ie. un processus Gaussien défini sur [0, 1] tel que

E[B(t)] = 0,Vtel0,1]
Cov(B(t),B(s)) = E[B(t)B(s)] = min(s,t) —st Vt,sel0,1].

— Le théoréme de Kolmogorov intervient dans les problémes de test d’adéqua-
tion essentiellement dans des méthodes non-paramétriques.

Pont Brownien B(t) B(®)|

0.0
|

-1.0 -05

00 02 04 06 08 10

Pont Brownien B(t) [B(t)|

0.5
|

-0.5 0.0

00 02 04 06 08 10

F1G. 8.1 — En premiére colonne : Les graphe de deux réalisations indépendantes
d’'un Pont Brownien B(t). En deuxiéme colonne : les graphes de |B(t)|,t €
[0,1]. Les droites horizontales en pointillés passent par la valeur maximale
maxeo,1) | B(t)| : 1,17 et 0,90 qui sont deux réalisations indépendantes de la va-
riable aléatoire S.
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Théoréme 8.2.3 (Kolmogorov & Smirnov) Supposons que F' = Fy. Les sta-
tistiques D,, = v/nsup |F,(x) — Fy(x)|, D} = /nsup(F,(z) — Fy(z)), et D, =

Vnsup(Fy(x) — F,(x)) ont une loi indépendante de Fy. De plus les lois de D et

D, sont identiques.

Les statistiques D,,, D;f et D sont donc libre par rapport a Fy. Notons aussi que
les variables aléatoires D, et D, ont la méme loi.

Théoréme 8.2.4 (Smirnov et Kolmogorov) On a respectivement

lim P(D} > X) = exp(—2X?) et

n—oo

o

. _ k+1 242

lim P(D, > \) = 2> (=1 exp (—2k°\%)
k=1

L’asymptotique est généralement admise dans le cas n > 50. Toutefois, il est

raisonnable de vouloir comprendre le facteur y/n. Ce lemme, trés simple, est laissé

en exercice au lecteur.

Lemme 8.2.1 Posons B,(x) = /n(F,(x) — F(x)), alors pour tout n—uplet or-
donné, —oco <z <--- < 1w <00, 0N @

(Bo(z1),. .., Bp(zr)) —n-oo (B1,...,Bg), en loi
(Bl>"-aBk) ~ Nk(072)7
Y= (oijh<ij<k,  0iy = F(xi) ANF(xy) — F(x)F(x;)

Il permet d’imaginer qu’un théoréme de limite centrale "fonctionnel" gére le théo-
réme 8.2.4, alors si on admet que /n(F, — F) — Bo F (en un sens non pré-
cisé, ici) pour un processus gaussien (1) centré B appelé "pont brownien", tel que
B(s) ~ N(0,s — s?), et tel que Cov(B(s), B(t)) = s At — st si s, t € [0,1]. Les lois
du théoréme 8.2.4 sont celles de sup, B(z) et de || B|oo-

8.2.1 Test I'= Fj

Pour tester les hypothéses F' = Fy, F' < Fy ou F' > Fy, on utilise les (1 — «)-
quantiles dy, 1o et d,,_, des lois de D,, ou D; et on rejette hypothése nulle
lorsque la statistique adéquate dépasse le seuil correspondant.

— Pour tester F' = F contre F' # Fy, on rejette I'hypothése si D,, > d,,1-q,

LC’est a dire une famille de variables aléatoires, B(t) pour t € R, telle que les combinaisons
linéaires Zle a;B(t;) aient toutes des lois gaussiennes (VI, Va; € R,Vt; € [0,1],i=1,...,I).
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— pour tester F' < F, contre F' > Fj, on rejette 'hypothése si D > dn 1
— pour tester F' > F{ contre I’ < Fp, on rejette I'hypothése si D, < d;a

Les tests obtenus ont le niveau « et sont consistants.
Pour le montrer, on note, par exemple que lorsque

F < Fy = limsupsup(F,(z) — F(z)) <0

n xT

donc P(sup, (F,(xz) — F(x)) > d) — 1 pour tout d > 0. Le comportement asymp-
totique de la suite d,, ;_, est obtenu en utilisant le théoréme 8.2.4.

8.2.2 Cas de deux échantillons

On considére a présent deux échantillons réels indépendants iid Xy,..., X,, ~ F
et Yi,...,Y,, ~ G. Les fonctions de répartition empiriques correspondantes sont
notées F, et G,,. Alors de maniére analogue au tests de Kolmogorov Smirnov
précédents, on peut démontrer

12 Les statistiques définies par les

Théoréme 8.2.5 Posons c¢p, = (ﬁ L)”
)y Dy = Comsup(Fi(z) — G (2)), et

relations, Dy = Cpmsup |Fn(z) — Gz
D, = ¢y msup(Gp(x) — F,(z)) ont des lois indépendantes de F, G si ces fonctions

x
de répartitions sont continues et strictement croissantes.

Cet énoncé permet aussi de simuler les quantiles de ces lois pour les tabuler.
Le but est de faire des tests pour les hypotheéses
— F' = G contre F' # G, la zone de rejet est Dy, > dpymi—a,
~ F < G contre F > G, la zone de rejet est D, > d} |,
— F > G contre F' < G, la zone de rejet est D, < d

n,m,o”

et

Sous ces conditions, les suites U; = F(X;) et V; = G( Y;) sont iid et uniformes sur
0, 1].

8.2.3 Ecriture en termes de statistique d’ordre

Les lois étant continues, la probabilité qu’il existe des ex-aequo dans cette liste
est nulle.

Alors, on peut réécrire les expressions directement exploitables de ces statis-
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tiques pour le cas de la comparaison des lois de deux échantillons,

i
D,y = n.m - — — Uiy < Viy < Uy 8.1
, Cn, maX{ - m‘/ 0 < Vi (+1>} (8.1)
et,  pour ses variantes signées,
Lo
Df = c¢um — ==/ Uuy <V, <U; ;
n,m Cp,m 1NAX { n m (@) (4) ( +1)}
_ J ot
D = Chm ———/ Uypn <V, <U;
n,m c , max { m n/ (@) (4) ("‘D}

Et, pour les statistiques relevant d’un seul n—échantillon,

D, = viamax{ |1 - R
DF = \/ﬁmax{% — Fo(u)/ Ui <u< U(i+1)} )
D, = \/ﬁmaX{Fo(u) - %/ Uiy <u< U(z'+1)}

/ U(Z) < Fo(u) < U(z+1)} et, (82)

8.3 Tests de rang

8.3.1 Statistique de rangs
Définition 8.3.1 Le rang de X; dans la liste X1, ..., X, vaut

J#i
C’est aussi le rang occupé par X; lorsque cette liste est réordonnée de maniére
croissante, Xy < Xy < -+ < X ot les X;) sont les statistiques d’ordre.

Soit (z1,...,x,) un n-uplet de réels sans répétition alors I'application i — R,(7)

(%), est injective {1,2,...,n} — {1,2,...,n}; elle est donc bijective. Nous noterons

encore cette bijection R, € §,. Rappelons que le groupe §,, des permutations de

I'ensemble {1,2,...,n} a le cardinal n!; sa structure algébrique est complexe (3).
De plus pour = € R" et r € S,,, on notera (avec précaution) x, = (z,,,..., T, ).
Plus globalement, I'application

R — 8, xR, (z1,...,2,) = (Ro(1), ..., Ro(n)), (21, - - -, Z(m)))

2Elle associe & i, I'unique indice j = R, (i) de la statistique d’ordre vérifiant T(j) = Tj.
3Ce groupe est non commutatif et il est simple pour n > 4.
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est bijective sur 1’ensemble R" des n—uplets distincts (z1,...,2,) € R". Ici R
désigne 'ensemble de n—uplets ordonnés (uq, ..., u,) € R™ tels que uy < « -+ < u,,.

Cette situation est générique lorsque, comme nous le supposerons a partir
de maintenant, la loi de (Xi,...,X,) a une densité, g(x1,...,x,), par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R™. Alors les lois des statistiques de rang Ry =
(Rx(1),...,Rx(n)), et d’ordre Tx = (Xp),...,X(,)) sont données par leur loi
conditionnelle et leur densité

gr(v) = Z g(v), P(Rx=r[Tx=0v)= 9(v)

’I‘GSTL

Pour s’en convaincre, on note que l'événement (Y x € B) s’écrit comme une par-
tition, (Yx € B) =U,..s (Yx € B)N(Rx = 1), avec

reSy

P((YxeB)N(Rx=r)) = / g(x,)dz,
B
Les tests fondés sur des statistiques de rang ont souvent pour hypothése nulle celle
que les variables (Xi,...,X,) soient iid, lorsque la densité marginale vaut f, on
a alors, g(xy,...,2,) = f(x1) - f(x,) et le résultat suivant prouve l'intérét de
considérer les statistiques de rang.

Théoréme 8.3.1 Si le vecteur (X1,...,X,,) est iid de densité marginale f par
rapport a la mesure de Lebesque, alors

n

P(Rx = 1) = ~ge() T[f0)

i=1
Dans un modele statistique non paramétrique indexé par f, Rx est une statistique
libre et L x est compleéte.

Remarque. Lorsque les lois ne sont plus continues, une maniére de traiter les
ex-aequo consiste a remplacer les rangs par les moyennes des rangs qu’ils occupent.
Par exemple, dans la séquence (1,7,2,5,7,0) la suite des rangs pourrait s’écrire

(2,4,3,6,5,1) ou (2,5,3,6,4,1), on lui préférera ici (2,4.5,3,6,4.5,1).

8.3.2 Statistiques linéaires de rang

Définition 8.3.2 Soit A = (a;;)1<ij<n une matrice réelle n x n, la statistique
linéaire de rang induite par la matrice A est

La(X) = Z @i,Rx (i)
1=1
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Théoréme 8.3.2 Si le vecteur X a des composantes tid,

_ —\2
ELA(X)a, VarLa(X — .+ a)
=1 j=1
ou
n n n
1 1 _ 1
:gi :auv W = 2 Y CLIEE E i
j=1 i=1 =1 j5=1

Preuve. Par ’équidisdribution des rangs,
ELA(X) =Y ainP(Rx(i) = h)a
i h

Les définitions des coefficients liés & A impliquent en particulier que ), a. g ;)@
Posons maintenant ¢;(h) = a;, —a., —a;. —a.., il s’ensuit que L (X)—EL4(X) =
Yo li(Rx) et donc

Var L (X Z EL? + Y ELL;, avec  L; = l;(Rx(i))
i#j

On remarque d’abord que les expressions précédentes sont centrées EL; = 0. Utili-
sant I’équidistribution des rangs, le premier terme de cette somme, formé de termes
diagonaux, est d'un calcul aisé,

S EL - gz;em

A présent, la loi jointe de (L;, L;) s’obtient comme suit. La loi jointe des rangs

(Rx (1), Rx(j)) s’écrit avec

! lorsque h # k

P(Rx(i) = h, Rx(j) = k) = { @ §ih—Fk

Le couple (Rx(7), Rx(j)) ne peut en effet prendre que des valeurs distinctes et,
une fois Rx(7) choisi, il ne reste plus que n — 1 valeurs envisageables pour Rx(j).
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Par suite,

Y ELL; = ﬁZ(Z&(h)&(M)

i i#j  \h#k
1 n
= - Ci(h)¢;(h)
n(n—1) ; = J
1 n n
= - li(h) (Z &-(h))
n(n—1) h=1 i=1 i
1 n n
- ()
n(n—1) 55
en vertu des relations, Y 1" ¢;(h) =0 et Y, _, ;(h) = 0, déduites des définitions
de a;., a.; et @. Ainsi la relation % + ﬁ = nil permet de conclure.

Remarques. Pour des statistiques linéaires simples, les expressions précédentes

s’écrivent un peu mieux. Soient A = aa’ = (a;0j)1<ij<n €t B = b0" = (b:3)1<ij<n
. — 1

on obtient, en posant @ = -~ > "  a; (etc...)

ELy(X)aw, VarLa(X) = - ! (a7 ey -

( J
Par bilinéarité de la variance, nous obtenons enfin

1 —

> (ai—a) (b — )Y (a; —@)(3; — B)

i J

Cov (La(X), Lp(X)) = ——

Exercice. Indiquez comment tester I'hypothése m < my contre m > my dans un
modeéle iid (on prouvera que 'on peut se ramener & un test de type pile ou face).

8.3.3 Test de Wilcoxon

Encore une fois, nous supposons que deux échantillons réels indépendants iid
Xi,..., Xy ~FetYy...,Y, ~ G ont des fonctions de répartition continues et
strictement croissantes F' et G.

L’objectif est de tester si F' = G.

On pose N +m et (Zy,...,Zy) = (Xq,..., X, Y1,...,Y,). On consideére les

rangs et statistiques d’ordre attachés a ces échantillons concaténés,

Z(l) < Z(g) <0 <K Z(N—l) < Z(N), Rz(l) =1+ Z ]-(Zj<Zi)> 1< <N
J#i
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Alors, Rz est la permutation de {1,..., N} telle que Zg, ;) = Z(;). Cette variable
aléatoire a une loi uniforme sur I'ensemble S, des permutations de {1,..., N} (de
cardinal N!).

Définition 8.3.3 La somme des rangs des X;, W,, = > | Rz(i) est appelée sta-
tistique de Wilcoxon.

La loi de W,, (qui dépend de n et m) est tabulée. Notons que I'on peut toujours
échanger les roles de n et m a condition de remplacer W,, par une somme de n + 1
a NN, donc les tables ne comportent que le cas n < m. Evidemment, cette loi ne
dépend pas de la loi F'si F = G.

Un test pour ’hypothése F' = G contre I’ > G est donné par la zone de rejet W,, >
We.- Ici w, est le (1—a)—quantile de la loi de W qui peut étre tabulé en considérant
car cette variable a la méme loi (sous I'hypothese nulle) que Wy = > | Ry(4)
pour un échantillon aléatoire iid U = (Uy,...,Uy) de marginales uniformes sur
[0,1] (i.e. P(Wy > wy) = a).

Lorsque n = 1, la loi de WW; est une loi de Bernoulli de paramétre p = P(X; < Y);
si =G alors p=3etsi > Galors p= [ F(x)g(x)de > [ G(z)g(x)ds = ; ce
qui permet de justifier la forme de la zone de rejet.

On a aussi '
- EW,ERZ(1) X2, & = % (car P(Rz(i) = j) = +)
— VarW,, = W (cf. théoréme 8.3.2).

w, — EW,,
Var W,

Ceci justifie (un peu) ’énoncé LN (0,1) que nous ne prouverons

pas ici.

8.3.4 Test de Spearman

Maintenant, (Xi,Y7),...,(X3,Y,) est une suite iid et on désire tester 'indé-
pendance des X et des Y. On utilise la statistique de Spearman

Su=>" Rx(i)Ry (i)

i=1
Sous I’hypothése nulle, on obtient

1 2 1 2 2

ESn—4n(n—|—1) , Var S,, = 144(n Dn*(n+1)

Notons que les deux situations extrémes, Rx = Ry et Rx + 1 — Ry, conduisent a
I’encadrement

S i(n+1- i)%n(n—i— Din+2) < Sy <Y = %n(n—i— 1)(2n+ 1)

7
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Lorsque n — oo, cette distribution est asymptotiquement gaussienne; donc une
région critique du test de Spearman a la forme (S, < s) U (S, > §), pour un s
tabulé permettant d’atteindre tout niveau a.

Enfin, la corrélation empirique des vecteurs aléatoires Rx et Ry s’écrit

_ w2 Bx () Ry (i) — 52 3%, R (1) 37, R (i)

Ps ViV
avec
1 1 ’
Vi o= _ZRgf()_(EZRX(Z))
1 | 1 22
= = 2| = | = V2
C (+D)@n+1)  n+1) n2-1
N 6 2 12
Par suite

125, = 3n(n + 1)?
est une fonction affine du coefficient de Spearman, ce qui justifie d’introduire S,
pour tester une indépendance.




