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Bulletin officiel spécial n°9
Programme " du 30 septembre 2010
Mathématiques

Classe de premieéere
Cycle terminal de la série scientifique

Lenseignement des mathématiques au college et au lycée a pour but de donner a chaque éleve la culture mathématique
indispensable pour sa vie de citoyen et les bases nécessaires a son projet de poursuite détudes.

Le cycle terminal de la série S procure un bagage mathématique solide aux éléves désireux de sengager dans des études
supérieures scientifiques, en les formant a la pratique d'une démarche scientifique et en renforcant leur gotit pour des
activités de recherche.

Lapprentissage des mathématiques cultive des compétences qui facilitent une formation tout au long de la vie et aident a
mieux appréhender une société en évolution. Au-dela du cadre scolaire, il s'inscrit dans une perspective de formation de
lindividu.

Objectif général

Outre l'apport de nouvelles connaissances, le programme vise le développement des compétences suivantes :
- mettre en ceuvre une recherche de facon autonome ;

- mener des raisonnements ;

- avoir une attitude critique vis-a-vis des résultats obtenus ;

- communiquer a l'écrit et a loral.

Raisonnement et langage mathématiques

Comme en classe de seconde, les capacités d’argumentation, de rédaction d'une démonstration et de logique font partie
intégrante des exigences du cycle terminal.

Les concepts et méthodes relevant de la logique mathématique ne font pas Tobjet de cours spécifiques mais prennent
naturellement leur place dans tous les champs du programme. Il importe toutefois de prévoir des moments
d’institutionnalisation de certains concepts ou types de raisonnement, aprés que ceux-ci ont été rencontrés plusieurs fois en
situation.

De méme, le vocabulaire et les notations mathématiques ne sont pas fixés demblée, mais sont introduits au cours du
traitement d’'une question en fonction de leur utilité.

Il convient de prévoir des temps de synthese, lobjectif étant que ces éléments soient maitrisés en fin de cycle terminal.

Utilisation doutils logiciels

Lutilisation de logiciels, doutils de visualisation et de simulation, de calcul (formel ou scientifique) et de programmation
change profondément la nature de lenseignement en favorisant une démarche d’investigation.

En particulier, lors de la résolution de problémes, I'utilisation de logiciels de calcul formel peut limiter le temps consacré a
des calculs tres techniques afin de se concentrer sur la mise en place de raisonnements.

Lutilisation de ces outils intervient selon trois modalités :

- par le professeur, en classe, avec un dispositif de visualisation collective ;
- par les éléves, sous forme de travaux pratiques de mathématiques ;

- dans le cadre du travail personnel des éléves hors de la classe.



Diversité de lactivité de Iéléve

Les activités proposées en classe et hors du temps scolaire prennent appui sur la résolution de problémes purement
mathématiques ou issus d’autres disciplines. De nature diverse, elles doivent entrainer les éléves a :

- chercher, expérimenter, modéliser, en particulier a I'aide doutils logiciels ;

— choisir et appliquer des techniques de calcul ;

- mettre en ceuvre des algorithmes ;

- raisonner, démontrer, trouver des résultats partiels et les mettre en perspective ;

- expliquer oralement une démarche, communiquer un résultat par oral ou par écrit.

Des éléments dépistémologie et d’histoire des mathématiques s'insérent naturellement dans la mise en ceuvre du
programme. Connaitre le nom de quelques mathématiciens célébres, la période a laquelle ils ont vécu et leur contribution
fait partie intégrante du bagage culturel de tout éléve ayant une formation scientifique. La présentation de textes historiques
aide a comprendre la genése et Iévolution de certains concepts.

Fréquents, de longueur raisonnable et de nature variée, les travaux hors du temps scolaire contribuent & la formation des
éleves et sont absolument essentiels a leur progression. Ils sont congus de fagon & prendre en compte la diversité et
Ihétérogénéité de leurs aptitudes.

Les modes dévaluation prennent également des formes variées, en phase avec les objectifs poursuivis. En particulier,
laptitude & mobiliser l'outil informatique dans le cadre de la résolution de problémes est a évaluer.

Organisation du programme

Le programme fixe les objectifs a atteindre en termes de capacités. Il est congu pour favoriser une acquisition progressive
des notions et leur pérennisation. Son plan n’indique pas la progression a suivre.

Les capacités attendues dans le domaine de I'algorithmique, d'une part, et du raisonnement, d’autre part, sont rappelées en
fin de programme. Elles doivent étre exercées a I'intérieur de chaque champ du programme. Plusieurs démonstrations, ayant
valeur de modeéle, sont repérées par le symbole l. Certaines sont exigibles et correspondent a des capacités attendues.

De méme, les activités de type algorithmique sont signalées par le symbole ¢.

1. Analyse

Le programme s’inscrit, comme celui de la classe de seconde, dans le cadre de la résolution de problémes. Les situations
proposées répondent a des problématiques clairement identifiées dorigine purement mathématique ou en lien avec d’autres
disciplines.

Un des objectifs de ce programme est de doter les éleves doutils mathématiques permettant de traiter des probléemes
relevant de la modélisation de phénomeénes continus ou discrets.

Ainsi, on consolide lensemble des fonctions mobilisables, enrichi de deux nouvelles fonctions de référence, les fonctions
racine carrée et valeur absolue.

On introduit un nouvel outil : la dérivation. Lacquisition du concept de dérivée est un point fondamental du programme
de premieére. Les fonctions étudiées sont toutes réguliéres et on se contente d’'une approche intuitive de la notion de limite
finie en un point. Le calcul de dérivées dans des cas simples est un attendu du programme ; dans le cas de situations plus
complexes, on sollicite les logiciels de calcul formel.

Létude de phénomenes discrets fournit un moyen d’introduire les suites et leur génération en s'appuyant sur des registres
différents (algébrique, graphique, numérique, géométrique) et en faisant largement appel a des logiciels. Les interrogations
sur leur comportement ameénent a une premiére approche de la notion de limite qui sera développée en classe de terminale.
Létude des suites se préte tout particuliérement a la mise en place d’activités algorithmiques.

Mathématiques. Classe de premiere S



CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Second degré

Forme canonique d’une
fonction polynéme de
degré deux.

Equation du second
degré, discriminant.
Signe du trindome.

e Déterminer et utiliser la
forme la plus adéquate d’une
fonction polynéme de degré
deux en vue de la résolution
d’un probléme : développée,
factorisée, canonique.

On fait le lien avec les représentations
graphiques étudices en classe de
seconde.

< Des activités algorithmiques doivent
étre réalisées dans ce cadre.

Etude de fonctions
Fonctions de référence

Xafx et lexJ.

Sens de variation des
fonctions u+k, Au,

1 ;
J; et —, la fonction u
u

¢étant connue, k étant une
fonction constante et A
un réel.

e Connaitre les variations de
ces deux fonctions et leur
représentation graphique.

& Démontrer que la fonction
racine carrée est croissante sur
[0 s+,

@ Justifier les positions
relatives des courbes
représentatives des fonctions

2
XX, XX ctxn-—)\/;.

o Exploiter ces propriétés pour
déterminer le sens de variation
de fonctions simples.

Aucune technicité dans 1"utilisation de la
valeur absolue n’est attendue.

& On nourrit la diversité des
raisonnements travaillés dans les classes
précédentes en montrant a I’aide de
contre-exemples qu’on ne peut pas
énoncer de régle générale donnant le
sens de variation de la somme ou du
produit de deux fonctions.

L’étude générale de la composée de
deux fonctions est hors programme.

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Dérivation
Nombre dérivé d'une
fonction en un point.

Tangente a la courbe
représentative d’une
fonction dérivable en un
point.

Fonction dérivée,

Dérivée des fonctions
usuelles : x — JT i

1 "
X+ —¢etxeXx
X

{m entier naturel non nul).

Dérivée d’une somme,
d’un produit et d’un
quotient.

Lien entre signe de la
dérivée et sens de
variation.

Extremum d’une
fonction.

e Tracer une tangente
connaissant le nombre dérivé.

¢ Calculer la dérivée de
fonctions.

e Exploiter le sens de variation
pour I"obtention d’inégalités.

Le nombre dérivé est défini comme

limite du taux d’accroissement

Sla+h)y—fla)
h

On ne donne pas de définition formelle

de la limite.

quand 4 tend vers 0.

L utilisation des outils logiciels facilite
I'introduction du nombre dérivé.

On évite tout excés de technicité dans les
calculs de dérivation. Si nécessaire, dans
le cadre de la résolution de problémes, le
calcul de la dérivée d’une fonction est
facilité par I"utilisation d’un logiciel de
calcul formel.

Il est intéressant de présenter le principe
de démonstration de la dérivation d'un
produit.

Il n’est pas toujours utile de recourir a la
dérivation pour étudier le sens de
variation d'une fonction.

On traite quelques problémes
d’optimisation.




CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Suites
Modes de génération
d’une suite numérique.

Suites arithmétiques et
suites géomeétriques.

Sens de variation d’une
suite numérique.

Approche de la notion de
limite d'une suite a partir
d’exemples.

e Modéliser et étudier une
situation a 1'aide de suites.

& Mettre en oeuvre des

algorithmes permettant :

- d’obtenir une liste de termes
d’une suite ;

- de calculer un terme de rang
donné.

& Etablir et connaitre les

formules donnant

1424+ n et

I+g+-+ g".

e Exploiter une représentation
graphique des termes d’une
suite.

1l est important de varier les approches
et les outils.

L'utilisation du tableur et la mise en
ceuvre d'algorithmes sont I'occasion
d’étudier en particulier des suites

geénérées par une relation de récurrence.

< On peut utiliser un algorithme ou un
tableur pour traiter des problémes de
comparaison d’évolutions et de seuils.

Par exemple, dans le cas d’une suite
croissante non majorée, on peut
déterminer un rang & partir duquel tout
terme de la suite est supéricur 4 un
nombre donné.

Le tableur, les logiciels de géométrie
dynamique et de calcul sont des outils
adaptés a |'étude des suites, en
particulier pour 1’approche
expérimentale de la notion de limite.

On ne donne pas de définition formelle
de la limite.

Lobjectif est de renforcer la capacité des éléves a étudier des problémes dont la résolution repose sur des calculs de distances

2. Géométrie

et d’angles, la démonstration d’alignement, de parallélisme ou dorthogonalité.

Loutil nouveau est le produit scalaire, dont il importe que les éléves sachent choisir la forme la mieux adaptée au probléme

envisagé.

Lintroduction de cette notion implique un travail sur le calcul vectoriel non repéré et la trigonomeétrie.

La géométrie dans lespace est source de situations permettant de mettre en ceuvre de nouveaux outils de 'analyse ou de la

géométrie plane, notamment dans des problemes doptimisation.

Mathématiques. Classe de premiere S

7



CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Géométrie plane

Condition de colinéarité
de deux
vecteurs :xy' — yx' =0.

Vecteur directeur d’une
droite.

Equation cartésienne
d’une droite.

Expression d’un vecteur
du plan en fonction de
deux vecteurs non

& Utiliser la condition de
colinéarité pour obtenir une
équation cartésienne de droite.

» Déterminer une équation
cartésienne de droite connaissant
un vecteur directeur et un point.

e Déterminer un vecteur directeur
d’une droite définie par une
équation cartésienne.

» Choisir une décomposition
pertinente dans le cadre de la
résolution de problémes.

On fait le lien entre coefficient
directeur et vecteur directeur.

L’objectif est de rendre les éléves
capables de déterminer efficacement
une équation cartésienne de droite par
la méthode de leur choix.

On ne se limite pas au cadre de la
géométrie repérée.

colinéaires.

Trigonométrie

Cercle trigonométrique. | ® Utiliser le cercle L’étude des fonctions cosinus et sinus
trigonométrique, notamment pour : | n’est pas un attendu du programme.
- déterminer les cosinus et sinus

Radian. d’angles associés ;

Mesure d’un angle
orienté, mesure
principale.

- résoudre dans R les équations
d’inconnue x :
cosx=cosa et sinxy=sina.

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Produit scalaire dans le
plan

Définition, propriétés.

Vecteur normal & une
droite.

Applications du produit

scalaire :

- calculs d’angles et de
longueurs ;

- formules d’addition et
de duplication des
cosinus et sinus.

o Calculer le produit scalaire de

deux vecteurs par différentes

méthodes :

- projection orthogonale ;

- analytiquement ;

- 4 I’aide des normes et d'un
angle ;

- 4 I'aide des normes.

¢ Choisir la méthode la plus
adaptée en vue de la résolution
d’un probléme.

e Déterminer une équation
cartésienne de droite connaissant
un point et un vecteur normal.

o Déterminer un vecteur normal &
une droite définie par une équation
cartésienne.

& Déterminer une équation de
cercle défini par son centre et son
rayon ou par son diamétre.

& Démontrer que :
cos(a—b)=cosacosb +sinasinb

@ [ est intéressant de démontrer
1’égalité des expressions attachées 4
chacune de ces méthodes.

® La démonstration du théoréme de
la médiane fournit I’occasion de
travailler le calcul vectoriel en lien
avec le produit scalaire.

La relation de Chasles pour les angles
orientés est admise.




Létude et la comparaison de séries statistiques menées en classe de seconde se poursuivent avec la mise en place de
nouveaux outils dans I'analyse de données. Lobjectif est de faire réfléchir les éléves sur des données réelles, riches et variées

3. Statistiques et probabilités

(issues, par exemple, de fichiers mis & disposition par 'INSEE).

La notion de loi de probabilité d’'une variable aléatoire permet de modéliser des situations aléatoires, den proposer un

traitement probabiliste et de justifier certains faits observés expérimentalement en classe de seconde.

Lutilisation des arbres pondérés est développée pour modéliser la répétition dexpériences identiques et indépendantes.
Elle est restreinte a ce cadre afin d’éviter toute confusion avec des situations relevant des probabilités conditionnelles.
Dans le cas particulier dexpériences identiques et indépendantes a deux issues, on introduit la loi binomiale. En s'appuyant

sur cette loi, on poursuit la formation des éléves dans le domaine de léchantillonnage.

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Statistique descriptive,
analyse de données
Caractéristiques de
dispersion : variance,
écart-type.

Diagramme en boite.

e Utiliser de fagon appropriée
les deux couples usuels qui
permettent de résumer une série
statistique : (moyenne, écart-
type) et (médiane, écart
interquartile).

e FEtudier une série statistique
O mener une comparaison
pertinente de deux séries
statistiques a 1’aide d'un
logiciel ou d’une calculatrice,

On utilise la calculatrice ou un logiciel
pour déterminer la variance et 1’écart-
type d'une série statistique.

Des travaux réalisés a I’aide d’un
logiciel permettent de faire observer des
exemples d’effets de structure lors du
calcul de moyennes.

Probabilités

Variable aléatoire
discrete et loi de
probabilité. Espérance,
variance et écart-type.

e Déterminer et exploiter la loi
d’une variable aléatoire.

e Interpréter I’espérance
comme valeur moyenne dans le
cas d’un grand nombre de
répétitions.

A I'aide de simulations et d’une
approche heuristique de la loi des grands
nombres, on fait le lien avec la moyenne
et la variance d’une série de données.

On exploite les fonctionnalités de la
calculatrice ou d’un logiciel pour
déterminer 1’espérance, la variance et
I"écart-type d’une variable aléatoire.

B On démontre les formules suivantes
sur I’espérance et la variance :
E(aX +b)=aE(X)+b et

V(aX)=a’V(X).

Mathématiques. Classe de premiere S
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CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Modéle de la répétition
d’expériences identiques
et indépendantes a deux
ou trois issues.

Epreu\re de Bernoulli, loi
de Bernoulli.

Schéma de Bernoulli, loi
binomiale (loi du nombre
de succés).

Coefficients binomiaux,
triangle de Pascal.

Espérance, variance et
éeart-type de la loi

® Représenter la répétition
d’expériences identiques et
indépendantes par un arbre
pondéré.

e Utiliser cette représentation
pour déterminer la loi d’une
variable aléatoire associée &
une telle situation.

» Reconnaitre des situations
relevant de la loi binomiale.

e Calculer une probabilité dans
le cadre de la loi binomiale.

B Démontrer que
n n n+l
+ = 2
k) \k+1) \k+1

e Représenter graphiquement
la loi binomiale.

o Utiliser I"espérance d’une loi
binomiale dans des contextes

Pour la répétition d’expériences
identiques et indépendantes, la
probabilité d’une liste de résultats est le
produit des probabilités de chaque
résultat.

La notion de probabilité conditionnelle
est hors programme.

On peut aussi traiter quelques situations
autour de la loi géomeétrique tronquée,

© On peut simuler la loi géométrique

tronquée avec un algorithme.

La représentation a 1’aide d’un arbre est

privilégiée : il s’agit ici d’installer une

représentation mentale efficace. On peut
ainsi :

- faciliter la découverte de la loi
binomiale pour des petites valeurs de n
(n<4);

- introduire le coefficient binomial

(:) comme nombre de chemins de

1"arbre réalisant & succes pour n
répétitions ;

- établir enfin la formule générale de la
loi binomiale.

Cette égalité est établie en raisonnant sur
le nombre de chemins réalisant & +1
succes pour 1+ 1 répétitions.

On établit également la propriété de
symétrie des coefficients binomiaux.
L’utilisation des coefficients binomiaux
dans des problémes de dénombrement et
leur écriture a 1'aide des factorielles ne
sont pas des attendus du programme.

En pratique, on utilise une calculatrice
ou un logiciel pour obtenir les valeurs
des coefficients binomiaux, calculer
directement des probabilités et
représenter graphiquement la loi
binomiale.

La formule donnant I’espérance de la loi
binomiale est conjecturée puis admise,

binomiale. variés. celle de la variance est admise.
< On peut simuler la loi binomiale avec
un algorithme,
CONTENUS CAPACITES ATTENDUES COMMENTAIRES
Echantillonnage
Utilisation de la loi o Exploiter I'intervalle de L’objectif est d’amener les éléves a
binomiale pour une prise | fluctuation & un seuil donné, expérimenter la notion de « différence

de décision a partir d'une
fréquence.

déterminé & I’aide de la loi
binomiale, pour rejeter ou non
une hypothése sur une
proportion.

significative » par rapport a une valeur
attendue et & remarquer que pour une
taille de 1’échantillon importante, on
conforte les résultats vus en classe de
seconde.

& L'intervalle de fluctuation peut étre
déterminé a I’aide d’un tableur ou d’un
algorithme.

Le vocabulaire des tests (test
d’hypothése, hypotheése nulle, risque de
premiére espéce) est hors programme.




Algorithmique

En seconde, les éléves ont congu et mis en ceuvre quelques algorithmes. Cette formation se poursuit tout au

long du cycle terminal.

Dans le cadre de cette activité algorithmique, les éléves sont entrainés a :

— décrire certains algorithmes en langage naturel ou dans un langage symbolique ;

- en réaliser quelques-uns a I'aide d’'un tableur ou d’'un programme sur calculatrice ou avec un logiciel adapté ;

- interpréter des algorithmes plus complexes.

Aucun langage, aucun logiciel nest imposé.

Lalgorithmique a une place naturelle dans tous les champs des mathématiques et les problémes posés doivent étre en
relation avec les autres parties du programme (analyse, géométrie, statistiques et probabilités, logique), mais aussi avec les
autres disciplines ou le traitement de problémes concrets.

A Toccasion de lécriture d’algorithmes et programmes, il convient de donner aux éléves de bonnes habitudes de rigueur et
de les entrainer aux pratiques systématiques de vérification et de controle.

Instructions élémentaires (affectation, calcul, entrée, sortie).

Les éléves, dans le cadre d’une résolution de problémes, doivent étre capables :
s d’écrire une formule permettant un caleul ;

s d’écrire un programme calculant et donnant la valeur d’une fonction ;

ainsi que les instructions d’entrées et sorties nécessaires au traitement.

Boucle et itérateur, instruction conditionnelle

Les éléves, dans le cadre d’une résolution de problémes, doivent étre capables de :

e programmer un calcul itératif, le nombre d’itérations étant donné ;

e programmer une instruction conditionnelle, un calcul itératif, avec une fin de boucle
conditionnelle.

Notations et raisonnement mathématiques

Cette rubrique, consacrée a I'apprentissage des notations mathématiques et a la logique, ne doit pas faire lobjet de séances
de cours spécifiques, mais doit étre répartie sur toute 'année scolaire.

En complément des objectifs rappelés ci-dessous, un travail sur la notion déquivalence doit naturellement étre mené en
série scientifique (propriété caractéristique, raisonnement par équivalence).

Notations mathématiques

Les éléves doivent connaitre les notions d’élément d’un ensemble, de sous-ensemble, d’appartenance
et d'inclusion, de réunion, d’intersection et de complémentaire et savoir utiliser les symboles de base
correspondant correspondant : €, <, U, M ainsi que la notation des ensembles de nombres et des
intervalles.

Pour le complémentaire d’un ensemble A, on utilise la notation des probabilités A .

Pour ce qui concerne le raisonnement logique, les éléves sont entrainés, sur des exemples a :

e utiliser correctement les connecteurs logiques « et », « ou» et a distinguer leur sens des sens
courants de « et », « ou » dans le langage usuel ;

e utiliser a bon escient les quantificateurs universel, existentiel (les symboles ¥, 3 ne sont pas
exigibles) et & repérer les quantifications implicites dans certaines propositions et,
particuliérement, dans les propositions conditionnelles ;

e distinguer, dans le cas d'une proposition conditionnelle, la proposition directe, sa réciproque, sa

contraposée et sa négation ;

utiliser a bon escient les expressions « condition nécessaire », « condition suffisante » ;

formuler la négation d’une proposition ;

utiliser un contre-exemple pour infirmer une proposition universelle ;

reconnaitre et a utiliser des types de raisonnement spécifiques : raisonnement par disjonction des

cas, recours & la contraposée, raisonnement par ’absurde.

L I I
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Pour reprendre contact
Les réponses exactes sont :

@ Fonction du second degré
1. a. Parabole b.(-2;4)
¢. Solutionsdef(x)=3: -3et-1.

Ensemble des solutions de f(x) < 3: J-e0; =31 U[-1;+ oo[.

d. f(x) est strictement positive sur ]- 4 ; O, nulle en — 4 et 0 ; strictement négative sur]- e ; - 4[]0 ; + ool.

2.

X — oo -2 + o0

DN

@ Développer, factoriser
a. 3x+2)2=9x2+12x+4
b. x2+6x+9=(x+3)?

C X2 -8x+16=(x-4)2

d. x2+3x+2=(x+§)2
4 2

@ Choisir la bonne forme

1. Forme 1:gadmet - 18 pour minimum ; il est atteint en — 4.

2. Forme 2:les solutions sont -7 et — 1.

3. Forme 3:g(x) = 14 < 2x (x + 8) = 0. Les solutions sont 0 et — 8.

4, Forme 1:g(x) = 54 & (x + 4)? = 36. Les solutions sont 2 et - 10.

@ Avec les tableaux de signes

X —o0 2 3 +oo
signede 2x - 4 - (I) + +
signede 3 -x + + (I) -
signe du produit (2x-4)(3-x) | - (I) + (:) -




Activité 1. Ou se trouve le sommet ?

1. Les solutions sont 0 et 3.

2. Axe de symétrie: x=1,5.

Le sommet S a pour abscisse 1,5 et pour ordonnée f(1,5) = — 4,25.

. . b
3. Onrésout f(x) = c. Les solutions sont 0 et — —.
a

b
0=, b
. _ a _
Le sommet a pour abscisse Xg = == —

2a°

Al Pour aller plus loin
bz [ bz ) bz bz
f(xg) +—=a|— |- —+c+——= c soit f(0).
(xs) 4a 4a2) 2a 4a ©
Sia>0,f(0) > f(xg) donc c'est un minimum que fadmet en xg
Sia<0,f(0) < f(x,) donc c’est un maximum que f admet en xs.

Activité 2. Forme canonique et équation f(x) =0
A. 1. a. g(1) =-4 et pour tout x, g(x) = — 4. Donc g admet un minimum en 1.
b. S(1;-4)

3 3 1

2. a. xg=——=— et :f(f): -

s 2 Ys > >

3 1
b. On conjecture que @ = 5 B =——.0n prouve cette conjecture par un développement
2

Z(X—E) —1=2(x2 —3x+g)—l=2x2—6x+4=f(x).

2 2 4) 2

32 1
fX)=0=|x—=| =—<x=10u x=2.
2 4

n

. 1. a. h(x) =4(x2-6x) + 27

o

. x2—6x+9=(x-3)2 dou x2-6x=(x-3)2-9.

h(x) =4l(x - 3)2 - 9] + 27 = 4(x - 3)2 - 9

n

d. h(x)=0s (x— 3)2 = % Les solutions sont% et %

2. a k(x)=0=2(x+1)?—6=0 x=—T1++/3 ou x=-1-+/3.
2
b. k(x)=0<:>(x+§] —§=0@x=—§+§ ou —E—ﬁ.
2 4 2 2 2 2

o

% 1
kx)=0 4|x——=| =0 x=—.
2 2

Activité 3. Le discriminant

1. xsz—idoncysza(ij—i+ c:—£+ c.
2a 4a?) 2a 4a

-b2+4ac A

 4a  4a

3. Cas1:y;<0eta>0doncA>0.

2, ys=

Cas2:ys>0eta>0doncA<O.
Cas3:ys=0eta>0doncA=0.
Cas4:y;<0eta<0doncA<O.
Cas5:ys=0eta<0doncA=0.
Cas6:y;>0eta<0doncA>0.

Chapitre 1. Second degré
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4. Conjecture:

Si A > 0, I'¥quation a deux solutions ; si A = 0, I'équation a une unique solution ; si A < 0, I'équation n’a pas de solution.
Discriminer : distinguer, différencier (du latin discriminare : séparer, diviser).

Le signe de A permet donc de distinguer les différents cas pour la résolution de I'¢quation f(x) = 0 d'ou le nom de
discriminant.

Activité 4. Le signe du trindme de degré 2

1. a. A l'aide de la représentation graphique par exemple, on peut conjecturer que :
f(x) >0 pourx<1oupourx>5;

f(x)=0pourx=1oupourx=5;

f(x) < 0 pour x appartenantall; 5[

b. f(x)=(x-3)2-4=(x-5)(x-1)

c. Tableau de signes:

X — oo 1 5 +oo
signedex-5 - 9 +
signedex -1 - 0+ +
signe du produit (x-5)(x-1) | + (:) - (I) +

2. a. Cas 1:a> 0etf(x) est d'abord positive, ensuite négative, puis positive.
Cas 2:a > 0 et f(x) est strictement positive pour tout x réel

Cas 3:a> 0 et f(x) est positive ou nulle pour tout x réel.

Cas4:a <0 etf(x) est strictement négative pour tout réel x.

Cas 5:a <0 et f(x) est négative ou nulle pour tout réel x.

Cas 6:a> 0 et f(x) est d'abord négative, puis positive, puis négative.

b. SiA <0, c'est-a-dire dans les cas 2 et 4, on remarque que f(x) a méme signe que a pour tout réel x.
Si A> 0, f(x) est d'abord du signe de g, puis du signe contraire a celui de a, puis a nouveau du signe de a.

TP1. Algorithmes

1. Par les deux programmes, on obtient : 52 pour 4 ; 4 pour —2; 157 pour 7.

2. Le programme A appliqué a x donne (3x + 2)x - 4.
11
Le programme B appliqué a x donne 3(x + g) - ?3

Des arguments numériques, algébriques ou graphiques sont mobilisables par les éléves et pourront étre confrontés.
L'affirmation de Jean-Paul est fausse : (3x + 2)x — 4 = 3x2 + 2x - 4.

. . 2 1 . 1
Le minimum est atteint en — g =- E ; ce minimum est—g —-4< -4

L'affirmation de Louis est juste.

Pour aller plus loin : ces deux programmes sont-ils équivalents ? La réponse est oui car, pour tout réel x,
1 13 2 1) 13

3(X+7) -—== 3(x2 +,X+,)_7= 3x2 +2x — 40.
3 3 3 9 3

TP2. Tout est mélangé!

o Onrepere déjala courbe représentant chaque fonction. Plusieurs raisonnements pourront étre confrontés. Par exemple :
Figure b pour %5 (seule courbe pour a > 0).

Figure a pour € , : I'abscisse de son sommet est positive.

Figure ¢ pour 6, par élimination.

e On détermine les points d'intersection de chaque courbe : avec I'axe des abscisses, A et B, et avec I'axe des ordonnées,
C. On détermine ainsi les graduations (on pourra utiliser le milieu de [AB] pour les figures a et ).



A B C Abscisse du sommet
Figure a (2-+2;0) 2++2;0) 0;-1) 2
Figure b (-2;0) (1;0) (0;-8) -05
Figure ¢ (-2-43;0) (-2+3;0) | (0;-1) -2

TP3. Un ancien algorithme

1. La solution obtenue est 3. Vérification : 32 + 10 x 3 = 39.

X 5
2.
X 10 X 5 5
X x2 5x
X X !
5 5x 23

La partie colorée en vert (ici grisée) a pour aire x2 + 5x + 5x = x2 + 10x soit 39. Le grand carré a donc pour aire 39 + 25 = 64.
Son cété est donc 8, et par suitex=8-5=3.

3. De méme avec une figure on obtient un grand carré d'aire x2 + 8x + 16 soit 84 + 16 = 100.
On obtient donc x=10-4=6.

2 2
. . ; a a 4b + a?
4. a. On obtient comme aire du grand carré x2 + ax + (7) =b+ (f) = .

2 2 4
s 4b+a? |, . 4b+a? a
Donc son coté est 2 dolux= a1 ~ 5

b. x2+ax=box2+ax-b=0.
—a++a%+4b —a—-+a%+4b

et x,=
2 2 2

c. On remarque que la méthode d’Al-Khwarizmi donne celle des deux solutions qui est positive. Les problemes a
résoudre étaient des problemes concrets dont les solutions étaient par nature des nombres positifs (longueur, aire,
somme d'argent par exemple). Les nombres négatifs ne furent utilisés que plus tard, comme intermédiaires de calculs
et mirent tres longtemps a étre considérés comme des nombres a part entiére.

A = a? + 4b > 0 donc I'équation a deux solutions : x; =

TP4. Probleme d’aire
2 2
1. xe[0;6] et &ﬁ(x)=36—x7—6(6—x): —X?+ 6x.
2.
X 0

&g’(x) /
0

3. a. llsembley avoir une solution de sl (x) =9 entre 1,7 et 1,8 mais on ne
trouve pas de valeur exacte a la calculatrice.

b. sl(x) =16 pourx =4.

-

S S OO mo |
onE-mramr
0] L = O S
mmrmrAmim

18

o el
e e e Tl

:

ML

>
|

1.78

4. Par le calcul :

2
a. —X7 + 6x =9 a pour solutions 6 — 342 et 6+ 342. La seule solution dans [0 ; 6] est 6 — 3+/2 = 1,757 41073 pres.

2
b. X + 6x = 16 a pour solutions 4 et 8. Seule 4 est solution de (x) = 16.

wu

. sAX) >¥@&ﬁ(x) > 96 dl(x)> (6 —3/2).

La fonction & étant strictement croissante sur [0 ; 6], on en déduit que l'aire du triangle CMM’ est supérieur au quart de
I'aire du carré pour 6 — 3J2 <x<6.

Chapitre 1. Second degré



TP5. Cordes de paraboles
Partie A : voir fichier sur le site www.didiermathx.com.
Partie B

1 1
1. a. (SC):y:EX; (AB):y:5x+6.
2
b. B appartient a (AB) et a % donc son abscisse est solution de %x +6= XT ou encore x2 - 2x - 24 =0.

Les solutions sont — 4 et 6. On retrouve le point A d'abscisse — 4 et donc B a pour abscisse 6.

2
c. Le milieu de [AB] a pour abscisse 6 = 1. Le milieu de [SC] a pour abscisse o+ =1

Donc le milieu de [AB] a méme abscisse que celui de [SC] et appartient a la droite d'équation x = 1.
2 2 1 1 aZ

1 1

2. a. (AB):y=—x——a+ a—. Donc I'abscisse de B est solution de *— = ~x — —a + 2 ou encore x2 - 2x + 2a - a2 = 0.
2 2 4 4 2 2 4

b. -2x+2a-a?=0& (x-1)?> —1+2a-a* =0 = (x -V’ =(@-1~

Les solutions sont donc a et — a + 2. Donc B a pour abscisse — a + 2.

a-a+?2
Le milieu de [AB] a pour abscisse - = 1. Il appartient donc a la droite d'équation x = 1.

Al Pour aller plus loin
2
a . . .
(AB) : y = mx - ma +—. L'abscisse de B est solution de x2 - 4mx + 4ma - a?=0 soit (x-2m)?=(a-2m)>.

L'abscisse de B est — a + 4m donc celle du milieu de [AB] est 2m. Le milieu de [AB] appartient a la droite d'équation x = 2m.

TP6. Construction a la régle

Une équation de (PB) esty =ax+b+c.

Donc Q a pour coordonnées (o ;aa+b+c)etR(1;a0+ b + ¢).
Une équation de (CR) est alors y = (aa + b)x + c.

Donc M [e;(aa + by + ¢] soit M (& ;aa? + ba + ).

Quand « décrit R, M décrit la parabole déquation y = ax? + bx + c.

TP7. Etudier I'évolution d’une population
1 2. [k
x |0 05 1

0,7
f(x) 0/ \0 7

3. Onlit graphiquement:

Le nombre de coccinelles en 2011 est f(0,1) soit
environ 0,25 centaines, c'est-a-dire 25 coccinelles.
En 2012, ilyauraitf(0,25) soit environ 0,55 centaines, -
c'est-a-dire 55 coccinelles. .
Par le calcul : f(0,1)=0,252 et f(0,252)=0,527789.

P

4. On cherche x tel que f(x) = x, soit x= 0,65. -
Par le calcul : f(x) =x & x(- 2,8x+ 1,8) = 0.

5. La population reste stable si elle est soit de 0

coccinelles soit de 18 = 0,642875 centaines de

’

coccinelles soit 64 coccinelles.

f(X)2x+02<-28x2+1,8x-0,2=0.

-2,8x2 + 1,8x - 0,2 a pour discriminant A = 1 et pour racines 0,5 et 0,143 environ.

On doit donc avoir entre 15 et 50 coccinelles pour en avoir au moins 20 de plus I'année suivante.



Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

(1 [ oui
(3/7

@ Non
@ Figure a

@ Pas de solution.
Oui
(1] (x-3)2-9

(12] (x-2)(x+3) =22+ x-
ENTRAINEMENT

(13/a. Oui  b. Non
(14/a. 0ui  b. Oui
(15[a. S@:1) b. S(-1;9)
(16/a. x=0 b.x=15
(17

a. SommetS(2;1)

v

c. Sommet S(l ; %)

YA

4

(23

@Figureb
(8/a=27

6

c. Oui d. Oui

c. Oui d. Non

¢. S(0;-4) d. s(l;l)
2'4

b. SommetS(l i)
2 2

<Y

d. SommetS(l;l)
2'4

YA

<Y

a. SommetS(2;-4) b. Sommet 5(2 g)
YA v A
4 4
34 34

oA |

— 4
c. SommetS(1;2) d. Sommet S(—1 ; g)
yA A
K
34
>
1 T >
1 5\"
T T T T
-10 1 2 3

a. P, est «tournée vers le bas » et S a pour coor-
données (2; 4).
b. P, est tournée vers le haut et S a pour coordonnées
(1;4).
v A

20| 1. Sommet S de
coordonnées (- 1; 10).
2. Deux solutions.

Y

(211, g =32 +6x-9

2. Parabole « tournée vers le haut »,
desommetS(-1;-12).

3. P(0;9g(0)) soitP (0;-9).

4. gx)=0e=x=Toux=-3.

Chapitre 1. Second degré
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Les points d'intersection avec I'axe des abscisses sont A
(1;0)etB(-3;0).

<Y

N o

@ a. On trouve deux solutions : - 3 et 5.

Y1=CC2KEBI 4 30=C(BK) 13D
Y2=CCRE) 1 3)-2K+6

to—— IZECT
w=5 ¥=U. 333333333

b. f(x):g(x)@%x2 —%x—S =0 soit x2-2x-15=0.
Or (x+3)(x-5)=x2-2x - 15.

Doncf(x) =g(x) & (x +3)(x =5 = 0.

c. Les solutions sont -3 et 5.

@1. Po:y=2x2

2. Py:iy=2x2-6x+12 et Py:y=2x2-12x+24.

3. Soit A (2; 8). Pour tout réel m,
2X32-6mx, +12m=8-12m+12m=8=y,
Donc A appartient a P, pour tout m.

1. Figurec.

2.A(%;0); B(0;5; D(-5;0).

C a pour abscisse 2 :—2; son ordonnée est
f( E)ZE_
4 8

@ a. fadmet un minimum en 0.
b. fadmet un maximum en 2

c. fadmet un maximum en 4.

(26/a.
X

—o0 -2 + oo
f(x) \ /
-10
b.
X — o0 5 + o0
25
f(x) / 5 \
[
1
X — oo _— + oo
2
f(x) \ —g /
4
d.
X -0 0 + oo
fo0) \ /
-3
(27]1.
3
X — oo - + oo
2
3
f(x) / 5 \
2. f(2)=1
3. Les solutions sont 2 et son symétrique par rapport
éé,soiﬂ.
2
4 v A
>
4 /\
T T /I |\ T T >
-2 -1 0/ /1 2\3 4 X

5. L'ensemble des solutions est [1; 2].



1. SurRonaletableau:

X — oo -1 + oo

0 \ /
-10

2. f(- 5) = 38 et f(3) = 38. D'aprés les variations, le
minimum de f sur | est — 10 et le maximum 38.
3. a. x=-1d’aprés la question 1.

b. On conjecture graphiquement que :

f(2)=17 et f(-4)=17.

On le vérifie par le calcul. D’apres le sens de variation de
f,il n'y a pas d'autres solutions.

c. D’aprés le sens de variation de f, I'ensemble des
solutions est ]- 4; 2.

d. Lensemble des solutions est | puisque :
f(x) = - 10> - 20 pour tout réel x.

On détermine le signe du coefficient de x? ainsi

, . . b .
que lI'abscisse du sommet (soit par la formule g soit
. . a
comme milieu des racines).

Il est possible que f(x)=5(x-1)(x-5);
9gx)=(7-x)3-x; h(x)=-x2+6x-1.

(30 c=f(0)=-15; a<0;b>0(car—2£>0).
a

2
(31/a. 26+22-10 b (x+§) -2
2l T4
2
¢ -(x-12+6 d. 3(x+l) 49
12
(32[a. (x+2)2+1

6
c. 9x+1)2-8

b. 3(t+1)2-12
2

d. 2(x+l) +Z

4 8
2
ii 1. f(x)=- (x—f)

2
2. f(X)=0<:>(x—§) =7 cestadire x—§=ﬁ ou
2 4 2 2

V7

2 73

3
Les solutions sont =+ — et — - —
2 2

2 2
2
34 1. f(x)=(x—§) 1
2 4
5 1 5 1

2. f(x :(x—f—f)(x—f+f)soitf X)=(x-3)(x-2).
x) 273 2%3 x¥)=(x=-3)(x-2)
3. Alaide d’un tableau de signes, on obtient 'ensemble
des solutions de I'inéquation f(x) > 0:1-00; 2[U13; + ol.

N\\l

@a. A =0; x; =3, solution unique.
b. A =-23; pasde solution.

-2-47 _—2+47
—

c. A=28; et x, =
3

d. A =-7; pasde solution.

a.—2etl. b.let1. c. —letl. d. -6et3.
2 3 4 2

(37/a. (1;0)et3;0).

c. (-5;0)et(-4;0).

b. Pas d'intersection.
d. (0;0)et(-2;0).

38 | 1. Les équations donnéesen a., c., d. e, f., g.

N

a. x(x+6)=0; lessolutionssont0et-6.
b. A <0; pasde solution.

o

4 .
x2= —3i pas de solution.

. (x+1)2=0; seule solution:—1.
. x2=4; deux solutions:2 et - 2.

S 0o Qo

. 1
Deux solutions : — et - 4.

4
g. X(3x—4)=0; deux solutions : Oetf

h.A=32 gou Ja=22 -V
48 ﬁ 12
. -3 -+/105 -3+ 105
Il'y a deux solutions : p et p .

a. Solutions:0et-3. b. Solutions:1 et 2.
c. Solutions: -3 et2.

—-15- 65 ot -15++/65
5 :

d. Solutions:

(40] O

Hw=-1 Y=1

X24+3x+3=x+2x+1)2=0
Une seule solution: - 1.

Sur une fenétre standard, on ne peut voir qu'une
seule solution, proche de 0,2.

Le menu de recherche d'intersection de la calculatrice
fournit deux solutions:

VI=gE—an
W2=IRE+dR-2 /
i
;’r ISECT

w=-Y. 236067318 ‘Y=34.HBBSU3IEZ

Vi=xKe—4x
YE=3KB+4K—2 f
/ ISECT

nw=0.2360E6791715 ¥=-0.HBBB54382

Chapitre 1. Second degré 19
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2. x%2 - 4x=3x2+4x -2 a pour solutions :
X;=-2-+/5~-4236 et x,=—2++/5 =~ 0,236.

1. Le trindéme est ax? + bx + c.

En langage naturel :
Demandera, b, ¢
Calculer d = b% - 4ac

Afficher d.

En langage formalisé :

VARIABLES : @, b, ¢, d nombres

ENTREES : Saisira, b, ¢

TRAITEMENT : d prend la valeur b2 - 4ac
SORTIE : Afficher d

2. Enlangage naturel :
Demander g, b, ¢

Calculer d = b2 - 4ac

Sid < 0, afficher « pas de racines »

Sid =0, afficher « une racine :—2i
a

—b-d _—b-Vd

Sid > 0, afficher « deux racines :
2a 2a

En langage formalisé :

VARIABLES: @, b, ¢, d, r1, r2 nombres
ENTREES : Saisira, b, ¢
TRAITEMENT : d prend la valeur b2 — 4ac
Sid=0 Alors
b
r1 prend la valeur - —
FinSi 2a
Sid >0 Alors
-b-d
r1 prend la valeur ———
2a
r2 prend la valeurM
FinSi 2a
SORTIE : Sid <0 Alors
| Afficher « pas de racine »
FinSi
Sid=0 Alors
| Afficher «une racine :», r1
FinSi
Sid> 0 Alors
| Afficher « deux racines :», r1, « et », r2
FinSi

Voir sur le site www.didiermathx.com.

(48] a. 3(x-3)x+1) b. - (x-2)(x+14)

c. et d. Pasde factorisation.

45/ a. (x—2-V5)x—2+5) b. (x-3)x+2)
c. 3(x+ 2)(X+%) d. 16(x+%)2

(46 /1. P(x):4x(x+1)(x—%)

2. Solutions: 0; - 1;

g
K\

IR

La courbe semble étre une droite.

2. - X2 +3x+4=-(x-H(x+1)

3. f(x) = - x + 4 mais ceci n'est valable que pour les
réels x différents de - 1.

La courbe représentant la fonction f est donc la droite
d'équation y = - x + 4, privée de son point d'abscisse -1.

@]

Signe de
2x2-5x+7

+

b. Soit x; =3-3v2 et x,=3+32.

X -0 X4 Xy + o0

signe de
-X2+6x+9

C.

X - -3

signe de
—4x2-11x+3

o (A=

d.
X — o0 + o0

signe de
x2+3x+5

49 a. x2-4>0surl-eo; —2[U]2; +oo[etx?-4<0
sur[-2;2].

b. 4x2-8>0surl-oo; —2[UW2; +oo[et4x?-8<0
sur [-2;4/2].

€ X=-2)(x+3)>0sur]-eo; =3[U]2;+0[
et(x-2)(x+3)<O0sur[-3;2].

d. -3x2+x+10<0surl-eo; —g[u]2;+°°[
et—3x2+x+10205ur[—§;2].

50 a. ’-1<0ex2<1exel-1; 1L
b. 4-2x2<02<x2 & x el-o0; —~2[U12 ;+ool.

c. 3x2+4x50<:>xe[—%;0].



d. On peut résoudre cette inéquation a l'aide des

55 | 2. b. Il suffit de trouver a, b, c tels que :

1
courbes de référence d'équation y =x ety =— ou par le a=1
X
1 1 X2 -1 b-a soit a=1,b=6 et c=—-6.
claul:x<—eox-—<0s <0. c-b=
X X
-c=6
X - 1 0 1 e c. g(x) = (x - 1)(x2 + 6x — 6). X2 + 6x — 6 a pour racines
. 1 T
signe de x2 - 1 + 0 - - 0 + x;=-3-+/15 et x,=-3+/15 = 0,87.
signe de x _ - 0 + + Par un tableau de signes :
I
2 _ — oo oo
signe de X -0 + - 0 + X X ) 1| *
X | | Signedex-1 | - - - 0 +
L : o L -
ensemble des solutions est -0 ; - 1[ U 10; 1[ Signe de + -0 4+ n
x*>+6x-6 |
@ Les ensembles de solutions sont : Signe de g(x) _ _ (:) n i

a. ]-o0;-8[U]2;+0o[

b, 1-1- 10 ; ~1+4 0]

c. ]—oo;—%[u]o;+°°[

2 _
d.3x+i—§=6x 5x +1
2x 2 2Xx

Par un tableau de signe on trouve comme ensemble de
solutions :

S

@Soit s(x) 'aire de DNEMG, en cm?. EMB est rec-
tangle isocele en M donc BM =EM =NC =x.D'ou :

&Q(x)=36—%><2><6—x(6—x)—%x><4
A(x)=x2-8x+30

1
sﬁ(x)>5><36<:>x2—8x+12>0.

L'ensemble des solutions est [0; 2].

@ 1. Ensemble des solutions :
7 1
Ferifolgel

2. ¢estau-dessusde €, sur}

aw L]

‘€rest en dessous de € sur }— - [

.1 x2+ x+ 1+ 0 pour tout x réel (A = - 3).

2. Pour tout réel x, x2 + x+ 1 > 0 donc
f(X)<5&4x2-5<5(x2+x+1)

f(x)<5& -x2-5x-10<0.

Le trindme - x2 — 5x — 10 n'a pas de racines (A = —15)
donc est négatif pour tout réel x.

Par conséquent f(x) < 5 pour tout réel x.

f(x)>-6 4x2 -5>-6(x? + x +1)

f(x) > -6 10x2 +6x +1> 0 ce qui est vrai pour tout
réel x.

3. On peut prendre ymin = -6 et ymax = 5.

(56/1. foo-8=%

Pour x >0, f(x) -8 > 0 donc f(x) = 8.

2. De plus, f(4) = 8, donc 8 est le minimum de f sur
10; + oo[.

~8x+16 _ (x4
X X

@ On peut prendre par exemple les points suivants :

On cherche la parabole passant par A, Bet C:

resoudre([c=0,a+b+c=4 8,
a*1.6%2+b"1.6+c=2.6],[a.b.c])

[[-4.95833333333,9.55833333333,0.0]]

On pourra prendre comme équation de courbe :

y=-4,96x2+9,56x pour 0 < x < 5.6 1,93.
4,96

’

On entrera donc dans GeoGebra :

Saisie’ F=ronction[-4.96 x*+9.56x,0,1.93]

On détermine de méme I'arc suivant :

Salsie: ig=an:tinn[-5.58u’43n.4x-3?.49,1.!}3,3.43]

Chapitre 1. Second degré 21
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4, Voir fichiers sur le site www.didiermathx.com.

58 | Soit B(q) le bénéfice pour une quantité g produite,
€en euros.

B(g) =25 -C(q) =-0,04 g2+ 15g - 1 000
B(g) a pour racines g, = 86,7 et g, = 288,27.
B(g) = 0 si et seulement si g € [87 ; 288].

a. Pourx=11,8850nay= 1,29 doncla balle passe
au-dessus du filet.

On cherche a quelle distance du filet elle touche le sol.
L'équation y = 0 a une seule solution positive :

Xy~ 19,83.

OrS’B=11,885+ 6,4 = 18,285 m.

Comme x, > S’B, la balle sort du carré de service.

b. Pour x=11,855 on a y = 0,97 donc la balle passe au-
dessus du filet.

L'équation y = 0 a une seule solution positive :
X,=17,19. La balle arrive bien dans le carré de service.

60 1. tanoc:E:l
EC 2

2. PND = azdonc DP:%PNet PN =2(AD - h) =14 - 2h.

3. sl(h)=-2h%+ 14h pour he[3;7].

4, d(h)=24<-2h2+14h-24>0= he[3;4].
5.

h 3 3,5 7

24,5
s(h) N / \0

L'aire maximale est 24,5 mZ.

1
On doit avoirx = 0 et 3x < 10. Donc xe [O ?O}

L'aire C(x) colorée est alors C(x) = — 3x2 + 40x.

On cherche a avoir C(x) inférieure a la moitié de I'aire du
carré c'est-a-dire C(x) < 50.

—3x2+40x—50<0<:)xe|:

20—5ﬂ.2o+5\/ﬁ}
T

3
% ‘1Oz1l4 et % “‘Ioz11,94.
3 3
20-5v10 1
Donc C(x) =50 x €|:0;5030:|

(62[1. T,=21

2. Voir sur le site www.didiermathx.com.
3.a f(1)=1; f(2)=3; f(3)=6.
a, b, c doivent donc vérifier les équations suivantes :

a+b+c=1
4da+2b+c=3
9a+3b+c=6

1 1
b. f(x) = —x2+—x
2 2
c. Voir sur le site www.didiermathx.com.

. 1 1 .

d. On conjecture T, = Enz +5n mais ce n'est qu'une
conjecture.
4. En assemblant deux nombres triangulaires T, on
obtient un rectangle de dimensionsnetn + 1.
nn+1h 1, 1

—n-+—n.
2 2 2

Donc 2T, =n(n+1) et T, =

63 | Soit nle nombre de personnes, n > 4.
30000 30000

+1250 =

soit, en simplifiant,
j24 u
n-4 n’
On résout donc n? — 4n — 96 = 0 dont les solutions sont
-8et12.

Onadoncn=12.

1- a. MN—O—M—id'oUMNzABxgzxﬁ.

AB OA 4
b. Dans le plan (AOC),@ _AM_4-x
N oCc AO 4
douMQ=4-x.
2. A(x) =2 x(4-x)
3.
X 0 2 4

42
Ax) 0/ \ .

L'aire maximale est 4+/2 cm2.

@ 1. (a, b, ¢) = (2, 3,5). On obtient ensuite (2, 5, 13)
puis (2,7,25);(2,9,41);(2,11,61);(2, 13, 85).

2. a. On recopie ensuite vers le bas les formules
entrées en ligne 3.

A | B c
Sia b €
22 3 5
3 =A2  =A24B2  =A242°B2+C2

b. Voir sur le site www.didiermathx.com.

c. lls semblent appartenir a une parabole.

3. a. Des essais sur le tableau montrent que les points
placés semblent appartenir a la parabole C d’équation
y=x%

b. Un triplet (1, b, b?) a pour successeur (1, 1 + b,
1+ 2b+b?2)soit (1,1 + b, (1 + b)2) donc il est aussi de la
méme forme (1, b’ b"2).

¢. Le premier triplet donne le point P,(b, b%) qui
appartient bien a C. Le second triplet est encore de la



méme forme donc le point P, associé appartient a C, et
ainsi de suite jusqu’au 20 point.

Al Pour aller plus loin

a. |l suffit de poser k= c - b2.

b. Le triplet suivant (1, b, b2 + k) est
(1L1+b,1+2b+b2+k)=(1,1+b,(1+b)2+k)

doncil est de la méme forme.

De facon générale, les 20 points placés appartiennent
donc a la courbe déquation y =x2 + k soit y=x%2+c-b%

1. Vrai car b2-4ac = 0.

Faux. Contre exemple : x2 - 5x + 1 a deux racines et a et
¢ sont de méme signe.

a. Vrai. Sinon le trinbme s'annulerait ou méme
changerait de signe.

Faux ; le trinbme ne change pas de signe mais il peut
étre toujours positif comme x2 + 1.

1. a+b+c=0

2. De multiples solutions avec somme ou produit des
racines. On peut aussi utiliser la question 1 :
ax’+bx+c=ax2+bx-a-b=a(x2-1)+b(x-1)
=(x-Dlakx+1) +b].

. b ¢
Donc l'autre racine est x, = —

1-===,
a a

Dans le triangle ABC, rectangle en B, I'hypoténuse
[AC] est le plus grand c6té donc AC > AB et A est exté-
rieur au cercle de centre C et de rayon CB.

Ainsi un des points d'intersection appartient bien a [AC]
et I'autre pas.

2
DoncAD=AC-2 = g2+ 2= _P
2 4 2
2
etAE=AC+2 = g2+ 2 4 P,
2 42

Or I"équation x2 — px — g2 = 0 a pour solution

In2 2 2 2
w:E_F L+q2 et B_ L+q2.
2 2 V4 2 V4

Les solutions de I'équation sont donc AE et AD.

o

Une autre solution, géométrique est étudiée au cha-
pitre 12,TP6, page 324.

@ 2 est effectivement une solution.

Travail personnel

Pour les exercices @ a : voir corrigés en fin du

manuel.

APPROFONDISSEMENT

a. x2+ 2x+ 2 > 0 pour tout réel x.

x2-2x-3<0& xe€]-1;3[.

L'ensemble des solutions est1- 1; 3[.
b. On utilise un tableau de signes

X —oc0 -4 1 25 +o

Signe de | |

—gx2—3x+20 -9 0

Signedex -1 - - (I) + +

Signe de

-2x2 -3x+20 + 0 - + 0 -
x—=1

L'ensemble des solutions est]- o ; - 4] U 11 ; 2,5]

a. X2 - 12X + 27 = 0 a pour solutions X; = 3 et
X,=9.

Les solutions de I'équation x* — 12x2 + 27 = 0 sont donc
V3, - 3,3 et-3.

b. X2 +3X -4 =0a pour solutions X; = -4 et X, = 1.
Les solutions de I'équation x* + 3x2 -4 =0sont -1 et 1.

. 1
1. Les solutions sont -2 et - E

2. On poseX:%pourx;t 1.
X —

1 1
OnadoncX=—20u—Ed’on=§ou—1.

1. idivis(n) renvoie la liste des diviseurs positifs de n.
2. a. Voir sur le site www.didiermathx.com.

[factoriser(n*4+n*2+1)
[(n*2-n+1)*(N"2+n+1)

4, x>+ x+1=1< x(x +1 = 0.LessolutionssontOet—1.
X2 -x+1=1< x(x -1 =0.Les solutions sont 0 et 1.
5. n*+n2+1=(n2-n+1)(n%+n+1)avecn?-n+1et
n?+n+ 1 entiers différents de 1sin > 1.

Donc aucun n* +n? +1 n'est premier pour tout n > 1.
Pour n = 1, n* + n2 + 1 = 3 qui est bien un nombre
premier.

100| 1. La distance du point A a la droite d est :

- la plus petite distance entre A et un pointde d;

- ladistance AH ou H est le point d'intersection de d et
de la perpendiculaire a d passant par A.

2. Voir sur le site www.didiermathx.com.

3. b. MF = /x2 +(y —a)’ et la distance de M a d est
MH =/y2.

¢. MF=MH& MF2 = MH? < x2 + y2 —2ay +a? = y2.
P a pour équation x2 - 2ay + a®= 0 ou encore

1
y= 2—x2 +% puisque a # 0 du faitque F ¢ d.
a

d. Par exemple poura=2:

Chapitre 1. Second degré
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I
: 0 -
-2 -1 Y 1

1. Voir sur le site www.didiermathx.com.
2. a. PMA = QMB = 45° donc PMQ = 90°.

2
b. PQ2=PM2 + MQ? avec AM2=2PM? soit PM2=X7

2 Y
et MQ2=%=M.D'OU PQ2=x2-4x +8.
3. a.
X

0 2 4
8 8
PQ? \ /
4
b. On en déduit que pour x € [0; 4], 4 < PQ2 < 8 d'ou
2 <PQ<+/8 carPQest positive et la fonction carré est

strictement croissante sur [0 ; + oo[.
c. /8 = 24/2.Donc, pourtoutxde[0;4],PQe [2 ;2\/5].

Par suite, si / ¢ [2 ;2\5], il n'existe pas de valeur de x

donc de point M tel que ¢ = PQ.

4, a. | est tel que BAI = ABI = 45° donc | est le point
(fixe) tel que ABI est rectangle isocéle en |, situé du
méme cbté que P et Q par rapport a [AB].

b. PMQI a quatre angles droits donc c’est un rectangle
etde cefaitIM=PQ="/.

5. a. Soit £ €[2;242].

On trace le cercle de centre | et de rayon /. La distance
de | a la droite (AB) est la médiane du triangle rectangle

1
isocele AIB, donc est égale a EAB' soit 2.

AB
V2
de centre | et de rayon ¢ coupe le segment [AB ] en deux
points M, et M, (éventuellement confondus si £ = 2).

Les points M, et M, sont tels que IM; = IM, =/

donc les points P;, Q;, P,, Q, associés sont tels que

DepluslA=IB= =2+/2.Comme/ e [2 ;2\/5], le cercle

P]Q] :onzzf.
b. Pour/=2,3:
Q
P
A M, M, B

102/ 1. Voir sur le site www.didiermathx.com.

2. a. (BM):y= —%x.

N0 : £) donc (AN) :y =— L+ 2

X +t.

t t+2
b. Labscisse de P est solution de — ZX =-

X+t

t2
d'ol P a pour coordonnées (2t ; - ?).

1 1
c t= EXP doncyp=- 3 x3. Le point P appartient a la

1
parabole d’équation y =— —x2.

d. Quand tdécrit]0; + o[, 'abscisse de P décrit] 0 ; + oo[
donc P décrit une demi-parabole.

e. Pour obtenir l'autre demi-parabole, on trace le
symétrique de la partie obtenue par rapport a la droite
(BJ). On obtient ainsi toute la parabole privée de son
sommet B.

La droite d,,, passant par R et de coefficient direc-
teur m a pour équation y = mx + 2. On cherche a
résoudre x2 4+ 3x+ 11 =mx + 2 soit x2+ (3-m)x+9=0.
Le discriminant est A = 3 — m)2 -36=m2—-6m-27.
A=0&m=-3 ou m=09.

La droite coupe la parabole si et seulement m < -3 ou
m=09.

104] 1. On peut choisir au maximum un rayon r égal a
10 cm.
2. a. Soitvce volume:

2 500

v=100n><10—ia'c><53 =="""x
3 3

b. V(r)=100mt x 2r — %nx r3 = r(200 — grz)

3. a. m(ZOO—gﬂ) _ 2500

JT OU encore

(600 — 4r2) = 2 500 soit — 4r3 + 600r — 2 500 = 0.

b. On cherche g, b, c tels que
a=-4,b-5a=0,c-5b=600et-5c=-2500.

Les nombres a = -4, b =- 20, ¢ = 500 conviennent (on
peut aussi utiliser un logiciel de calcul formel).

¢. Onrésout (r - 5)(- 4r2 - 20r + 500) = 0.

r=>5 correspond a la boule de la premiére expérience.
On Iélimine donc.

-5-5v21
—-4r2-20r+500=0a poursolutions%s\/— =—13,95
etﬂ ~ 8,96.
— 545421

Une seule solution convient donc: r= 5

On ajoute une longueur x > 0 a chaque coté.
Le plus grand coté est alors 6 + x. Le triangle est

rectangle si et seulement si (3 + x)2 + (4 + x)2 = (6 + x)?



soit x2 + 2x — 11 = 0. Il ya une seule solution positive

—1+24/3.

106] a. Faux. Exemple (x? + 2x) + (- x%) = 2x.
b. Vrai.

@ On cherche le minimum dex+l sur]O; + ool.
X

A l'aide de la courbe d'équation y = x + 1 on peut
conjecturer qu'il s'agit de 2. X
On étudie donc le signe de

1 X2 —2x+1_ (x—1?

X+—=2=
X X

pour x > 0.

1
Donc x + — = 2 pour tout x > 0.
X

1 .

De plus, pour x=1, x + — = 2. Donc la somme minimale
X

est 2.

On peut expérimenter avec GeoGebra en créant
un curseur x.

Ondoitavoir2x-1>0,3x-2>0et4x-3>0
doncx>i

4
Onrésout2x-1>3x-2,2x-1>4x-3,3x-2>4x-3

pour savoir quel est le plus grand c6té selon les valeurs
de x.

e Pourx<1,onad4x-3<3x-2<2x-1.
Le triangle est rectangle si et seulement si
(2x - 1)2=(4x-3)2+ (3x - 2)2 s0it 21x2 - 32x+ 12=0

. 2 6 3
dont les solutions sont — et —. Or, dans ce cas, — < x < 1
37 4
. 6
donc la seule solution est x = —.
) . . 54 3
Le triangle a pour dimensions 7'7 et 7

e Pour x = 1, le triangle est équilatéral de c6té 1 donc

n'est pas rectangle.

e Pourx>1,0nad4x-3>3x-2>2x-1.

Le triangle est rectangle si et seulement si

(4x - 3)2 = (3x - 2)2 + (2x - 1)? soit 3x2 - 8x + 4 = 0 dont
. 2 ’

les solutions sont 3 et 2. La seule solution est donc 2.

Dans ce cas, le triangle a pour dimensions:3;4; 5.

On peut expérimenter avec GeoGebra. Voir site.

Soit x le c6té du triangle équilatéral.

On doit avoir 0 < x53—0.

Le périmeétre du triangle est plus petit que celui du

carré si et seulement si3x<50-3x < x < ?

B3 _\3

1
L'aire du triangle est —x x ——
50—3)()2

x2 et celle du

carré, (

V3,0, (0-39°

On cherche donc x tel que TX 1 soit
4/3x2 > 2500 — 300X + 9x2.
Linéquation (9 - 44/3)x2 = 300x +2500< 0 a pour

ensemble de solutions [x, ; x,]

o x, = 3020003 _ o0,
2(9 - 443)

ot x,= 30020093 o0,
2(9 - 443)

Le triangle n‘aura jamais un périmétre plus petit que
celui du carré et une aire plus grande que celle du carré.

110/ Soit x le nombre total de singes.

On doit avoir (éx— 3)2 41 =xavec%x = 3 soitx = 15.
1

(EX_S)Z"' 1=xx2-55x+250=0.

Les solutions de cette équation sont 5 et 50.
Ils étaient donc 50.

@ On peut expérimenter avec GeoGebra.

Soit H le milieu de [BC]. Alors (AH) est perpendiculaire a
(BC) car ABC est équilatéral.

Comme (MN) est paralléle a (PQ), (MN) est perpendicu-
laire a (AH).

Le symétrique de M par rapport a (AH) appartient au
symétrique de[AB]soit[AC] etaladroite perpendiculaire
a (AH) passant par M c'est-a-dire (MN). C'est donc le
point N.

De méme, P et Q sont symétriques par rapport a (AH).
Soit x =HQ.

Alors PQ = 2x, et NQ=CthanQ/CT\l:\/§(§—xj.
L'aire du rectangle est donc 243 x(%—x) qui est

. a , T
maximale pour x = 2 c'est-a-dire quand P et Q sont les

milieux de [BH] et [CH].

@ 1. P(x) = x2 - x convient.
2. 2=2x1=P2)-P(1)

4=2x2=P3)-P(2)

6=2x3=P(4)-P(3)
etc.

2n=P(n+1)-P(n)
En ajoutant membre a membre et en simplifiant :
2+4+...42n=P(n+1)-P(M=(n+1)2-(n+1)=n’+
n.

3. 1+2+... +nestlamoitié de la somme précédente

nZ+n
donc1+2+...+n= >

Chapitre 1. Second degré
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Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

(1) Avec les racines carrées.
9
1. On peut calculer /64 = 8 ;10 000 =100 ; V102 =107 ; \/;=

2.a.4-243 b1 ¢ 22+1242  d. 41

N W

3. a Ja2 (a)?
25 25 25
7 7 7
-2 2 n'existe pas
16 16 16
9 9 9

@ Avec les fonctions affines

a. | X — 0 + oo

f(X) \

b. fX)=0= x=3

¢. Enrésolvant I'inéquation ou a l'aide du sens de variation, on obtient : f(x) > 0 pour x < 3 ; f(x) < 0 pour x > 3.

d. | x — o0 + oo

g(0) /

g(x)=0<:)x:—% ; g(x)<0pourx<—% ; g(x)>0pourx>—%.

@ Avec les distances
AB =+/40 = 2/10.

@ Avec les lectures graphiques

a. Ensemble de solutions: [- 2; 3] b. Ensemble de solutions :]—eo; = 1[ U ]2; + o[



@ Avec les fonctions homographiques

5
1. a. Pourtoutx# 0 b. Pourtoutx;tE

2. Vrai

Activité 1. A la recherche d’une formule
On peut entrer en D2 la formule :

On pourra comparer avec la formule

Al Pour aller plus loin

Voir fichier sur le site www.didiermathx.com.

Activité 2. Une nouvelle fonction

1. a. ABT estrectangleenT.

b. AB2=(x+1)2; AT2=1+y?;TB2=x2+y2.

De AB2 = AT2 + TB2 on déduit que y2 = x d'oli y =+/x cary = 0 par construction de T.
2. a. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com

b. On obtient la courbe représentant la fonction racine carrée.

Activité 3. Des comparaisons

(A) est fausse. Contre-exemple pour x =0,5.
(B) est fausse. Contre-exemple pour x = 0,25.
Activité 4. Des fonctions u + k et ku

1. a. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com

b. | x — oo 0 2 + oo
2
u(x) / \ /
-2

2. |l semble que f ait méme sens de variation que U.

3. Il semble que g ait méme sens de variation que U si k > 0 et le sens de variation contraire a celui de U si k < 0.

Activité 5. Sens de variation Ju et%
A. Fonction u

1. a. |nombre 2 10 -0,5 4 -2 -4
résultat 3 5 2 J13 1

On peut appliquer ce programme de calcul a tout nombre supérieur ou égal a —% soit - 2,5.
b. Si-2,5<a<b alors 0= u(a) < u(b) car u est strictement croissante sur R.

D'ou 0= \/@ < \/@ car la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0 ; + eol.
On en déduitque:si-2,5<a<b alors f(a) < f(b).

C'est dire que f est strictement croissante sur [~ 2,5 ; + ol.

c. f(x)=+v2x+5

2. Onaici g(x) =+/v(x) avecv(X) =- X + 6.
On peut calculer g(x) pour tout x < 6.
Sia<b=6alorsv(a)>v(b)>0carvest strictement décroissante sur R.

Chapitre 2. Etude de fonctions
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Donc\/v(a) >+/v(b) > 0 car la fonction racine carrée est strictement croissante sur [0 ; + oo[.
On a donc montré que sia< b < 6alors g(a) > g(b).
g est strictement décroissante sur ]- oo ; 6].

1
B. Fonction —
u

1. ]-00;3[U]13; + oo

. . . 1 1 L
2. Si3<a<b alors 0<u(a)<u(b)caru est strictement croissante sur R puis ﬁ > E car la fonction inverse est
u(a) u

strictement décroissante sur ]0 ; + oo[, c'est-a-dire h(a) > h(b).
h est donc strictement décroissante sur 13 ; + oo[.

3. a. On trouve de méme que h est strictement décroissante sur ]- oo ; 3[.

b. On pourra ensuite les enchainer dans un seul tableau :

X — o0 3 + o0

u(x) - o—

h() \ \

TP1. Un probléme de programmation

A. Un algorithme

1. a. Aveca=2,b=1 et x=4, on obtient I'affichage « pas solution ».
Aveca=2,b=1 et x=-1, on obtient I'affichage « solution ».

. . . . ' . 1
b. Lalgorithme demande les valeurs de g, b, et x et teste si la valeur de x entrée est solution de I'équation ax + b——=0.
X

2. ax+b—1=£_1+1 2 done y=\/§2_1+1—\@2+1

X 2 5 -1

B. Un programme

= 0. Le message affiché doit donc étre « solution ».

Le calcul est effectué avec des valeurs décimales approchées. On peut modifier le test pour savoir si y est proche de 0,
a 1079 prés par exemple si le logiciel calcule avec cette précision, c’est-a-dire si0 < y < 102 ou- 109 <y < 0 autrement
ditsi |y| < 107°.

Il faut alors modifier la fin du programme ainsi :

Si|y| <107 Alors
Afficher « peut étre solution »
Sinon « pas solution »

FinSi

TP2.Un algorithme

On peut modifier I'algorithme en ajoutant une boucle pour l'appliquer a (18D
tous les entiers entre 1 et 99 et vérifier qu'il s'arréte bien a chaque fois en
donnant un résultat. (36D

Ou « a la main », réduire le nombre de cas: a est le chiffre des dizaines et b o e

celui des unités de n. Donc n = 10a + b et par suite :
In—-y| = [10a+b-10b-a| = 9a-b|. <
|n - y| prend donc les valeurs 0;9; 18 ;27;36;45;54;68; 72 ou 81.

On peut calculer les résultats possibles et notant les résultats pour arriver a 0. 0 >



TP3. Fonctionnement de I'ceil

A. Résultat préliminaire

OA” AB

OA  AB’
s . . " A'B” A’F

Par le théoreme de Thalés dans les triangles DOF et B'A’F, on a = .

’ AIB/ A/F OD OF

Par le théoreme de Thalés dans les triangles AOB et A’OB’, on a

De OD = AB, on déduit que OA = = .
OA AB OF

OA" _AB _ON" A0 -OF OA" |

OA AB 'OA  OF OF

OnadoncOA :OA +1d'oui:i+ ! .
OA OF OA OA’

B. Fonctionnement de l'ceil

1. C:l+ ~ ou OA’ est fixée.

X
X 0 + o0
‘ \
2. OF =1

C
X 0 + oo

I —

1 1 1 002+O0A . 0,02 OA 0,0004
a. —=—+——=—""""" dou OF = ————_=0,02 - ———
OF OA 002 0,020A OA + 0,02 OA + 0,02

b. Comme OA > 0, on a toujours OF < 0,02 (en metres) soit OF < 20 mm.

Pour OA=25m, OF = 0,02 — _0,0004 =0,19984 d'apres le sens de variation de la fonction qui a OA associe OF.

25+ 0,02
D'ol1 19,98 mm < OF < 20 mm.

’

¢. Quand OA = 25 m, le foyer est a moins de 2 centiemes de mm de la rétine dans le modéle géométrique utilisé.
Et quand OA augmente, cette distance diminue encore.
Dans la réalité, cette distance n’a plus aucune signification et on peut considérer que le foyer est sur la rétine.

TP4. Etude d’une distance "
Voirfichier surle site www.didiermathx.com pour I'expérimentation. ;4|

Soit x la mesure de AM en cm. flx) = abs (10 - 2x)

T— 1=
On peut se placer dans le repere orthonormé (A ; EAB'EBE) : 8

CF=4/(10— x—x)? dou CF=|10 - 2x| ou bien calculer MC, MF
puis CF en distinguant deux cas de figures :
si0<x=<5CF=MF-MC=10-2x;
si5<x=<10,CF=MC-MF=2x-10.

CF = 2sietseulementsixe[0;4]U[6;10].

A4, z)\/s 6,2)

-
T T T T T -
X

0 2 4 6 8 10
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TP6. Une fonction homographique
A. 1. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com
2. On conjecture que fest définie sur R\{1}, que f est strictement décroissante sur ]- e ; 1[ etsur ]1;+ ool.

B. P existe si et seulement si (MA) n'est pas paralléle a (OJ) soit m = 1. AP et AM sont colinéaires si et seulement si

1T-(p-1D(M-1)=0 d’oUP(0;1+ ] pourm # 1.
m_
2. N (v Yp) soit(m;1+ 1)pourm;ﬂ.
m_
Doncf(m)=1+ pour m# 1.
m-—1

3. fest strictement décroissante sur ]-o; 1[ etsur ]1;+ ool.

TP7.Un dessous-de-plat articulé
A. 1. Aladistance maximale égale a 4.

2. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com. AGCF et CKBH sont deux losanges superposables avec A, C et B alignés.
Donc C est le milieu de [AB], (GF) est la médiatrice de [AC] et (KH) celle de [CB].
B. 1. be|0;4].

2. G semble décrire un quart de cercle.
e On sait que AG = 1 donc G appartient au cercle de centre A et de rayon 1. Par construction, G reste dans le premier
quadrant du plan donc appartient au quart de cercle de centre A et de rayon 1 situé dans ce premier quadrant.

o L'abscisse de G: x; = % par les propriétés de symétrie de la figure. Donc quand b décrit [0 ; 4], x; décrit [0; 1], donc

G décrit tout le quart de cercle en question.

3. a. Elle aune ressemblance avec une portion de la courbe représentant la fonction racine carrée a laquelle on aurait
appliqué une symétrie par rapport a un axe paralléle a (0J).

2
b. C(%;O) car C est le milieu de [AB]. K(%b ;yK) est tel que CK = 1 ou encore CK2 = 1 c'est-a-dire % + y,% =1

: b2 okl3 b
Commey, >0, onobtientyy =,/1-— douKl Zp. [1- 2|
16 4 16

c. |b 0 4

1

2

1_b7 \
16 0

2
_ Xk

9
K appartient donc a la courbe 6.

d. bzng donc yy =

La courbe I" n'est pas confondue avec % (on peut le constater en tracant € sur le logiciel) car les points de T" ont une

2
abscisse positive ounullealors que € possede aussides points d'abscisses négatives :1— ry >0 x2<92-3<x=<3,



Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

(1fa.121 b. 144 c 169 d. 19 e. 225

(264 =8 ; V42 =12 ; 400 = 20 ; /625 = 25.

(3100<108<121 donc 10<+108 <11

(42452 >(3v2)? donc 245 > 342.

(5 /10%< 11253 <10 donc 100 < /11253 < 1000.

11253 s'écrit avec 3 chiffres.

@Figuredegauche:c»o,A>O,b<0
Figure de droite:a<0,A>0,b<0

(7 [ Aucune solution
Non
(9f(¢1;4
(10 oui
y--2
(12]y=3x+5

(13/

X

w | S,

X — oo 0 + o0

g(x) /

i)

X 0 + oo

hx) \

ENTRAINEMENT

a. 0<+x =<3

b. 0<\/;<0,1
¢ 1<Jx <102

(17 Oui, sur [10000; + eof.

(18/a. J4;+e[ b.[0;9] ¢ [100;+0o0]

C
d. [0;+o] e [4;8 f ]-o;0]

19)a.11;+ b. %;+°°[
c. [5;+[uU{0}

20/ 22<L<24 et 1,4=< /<16 dong par étapes,
on montreque\/Z,Z2 1,42 <J2+ 2 < \/2,42 +1,62

d'ou 2,6 <2+ (2 <29.

@a. 3<2Jx+3=<7

b.0<\4x <4

¢ 3=sJx+9<.13

d.os8-2x <8
<Jx2+8<24

3
f. 0<V3-2x2<.33 pour Xe[O;\/;]seulement.
(22/2=<V6=3 donc 7<5+J6=8
dot 2<+5++/6 <3 donc 6<4++5+6 <7
dou 2<+4++5+6 <3 etc.

Le nombre donné est compris entre 2 et 3.

23/ 1. 0<h=67donc,enms,
0=<V=,/134g < 36,24 dou,enkmh™,0=<V=<13046.
2.V __ =~9784km.h". La vitesse de 100 km.h™1 nest

max
pas atteinte, encore moins pendant 5 secondes.

(47a. V241 b &35

c -2+3 d. g

@a.&—z b, -x+5Jx -6 _2m+2
xX-9 X
3\/X2 4 +3
o x2+3

(26/1.8BC=V22 17 =5
BD=BC-CA=+/5-1
EA=AB-BE=3-45
AB_ 2 5+1
BB 5-1 2
etEB_J§—1_[(J§—1)(3+J§)J: V541
E

A 3-5 4 2

@1;“‘\/—1\/— \/—+\/_\/—\/—

5_
b. </5 >4 donc >24 = 4.

N
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1 \/€+\/§=\/g+\/§>2\/§.

2. =
Jo -5  6-5
3. Pour tout entier n positif ou nul,
1
———=Jn+1+Jn=2Vn.
Jn+1 =+n

(28/1. fog-2=\x2+2x+5-2

X2 +2x+5-2)(x2 +2x + 5 + 2)

fx)-2=
X2 4 2x+54+2
2 2
fo)-2= x4 +2x +1 _ (x+1
x2+2x+5+2  x2+2x+5+2

2. Pour tout X réel, X2+ 2x + 5 > 0, car

X2+ 2x+5=(x+1)2+4, donc Vx2+2x+5+2>0.

De plus (x+ 1)2=0donc f(x)-2=0.
Par suite f(X) = 2 pour tout X réel.

3. f(-1)-2=0doncf(-1)=2.

Donc fa pour minimum 2, atteint en - 1.

g(3)= 1.0ncalculeg(x)-1:
gx)-1=+-x?>+6x-8-1

J-x2+6x -8 -N(-x2+6x-8 +1)

X) 1=
969 Jox2 1+ 6x -8 +1
(x —3)?

X) 1=
900 J=x2 1+ 6x-8+1

Pour toutxde [2;4],V—x2 +6x—8+1>0 et

(Xx-3)2=0 donc g(x)-1<0 et gx)<1.

On en déduit que g admet 1 pour maximum et qu'il

|'atteint en 3.

2. a. Soit-3=<a<b.
Alors f(b) - f(a)=b+3 —Ja+3
b-a
OO 5 v
Donc f(b) - f(a) > 0 soit f(a) < f(b).
f est strictement croissante sur [- 3 ; + oof.
2. b. Soita<b<2.

a-b
909 @@= r .
soit g(a) > g(b).

La fonction g est strictement décroissante sur ]- oo ; 2[.

@ 1. On développe le membre de droite.
2. Soit0<ax<b.

Alorsa?+ab+b?>0 et a-b<0 donc
f(a)-f(b) <0 soit f(a)<f(b).

f est strictement croissante sur [0 ; + oo,

3. Soita<b<=<0.

Alors0<-b<-a donc f(-b)<f(-a)

clest-a-dire 0 <-f(b)<-f(a), dou f(a)<f(b)=<o.

Donc f est strictement croissante sur ]- e ; 0].

32

doncg(a)-g(b)<0

(32[a. /06506 b, 212521

c 142>14>1,4 d. 0,25<0,5<+/0,5

33 | 1. On connait déja la position relative des courbes
d'équationsy =x et y=x2 x3-x2=x2(x-1).

X — o0 0 1 + o0
x? + 0 +
x-1 - -
x3-x? - 0 -

I : y = x3 coupe les courbes d'équations y = x et y = x?
aux points de coordonnées (0; 0) et (1; 1). I est en
dessous des deux autres courbes sur ]- o ; O[ et sur
10; 1[ mais au-dessus sur 11 ; + oof.

2, v A
'
h
h
:
4 h
:
h
=31
y=x;
'
37 P oy=x
h
:
'
2 H
y
y=x
1 4
4
4
4
"'
T I E— = T T >
-2 -1 1 2 X
g
.
—14
;i
f
‘
K
' -2
h
H
H -3
:

On étudie le signe de (2x2 - 6X + 1) = (- X + 4).

. . 1
Soit 2x2 - 5x — 3, dont les racines sont -5 et 3.

. . 1
9% et d se coupent aux points d’abscisse — 5 et 3,

de coordonnées (—% ; g) et (3;1).
1
% est au-dessus de d sur ]-oo; _E[ etsur ]3;+ oo[.
1
% est en dessous de d sur ]—5;3[.

35 | 1. Il est difficile d'émettre une conjecture au voisi-

nage de 3.




2. On étudie le signe de
—lx2+2x—(—x+g): —lx2+3x—g
2 2 2 2
1
soit——(x — 3)2.
2( )

%P et d se coupent au point de coordonnees( ) P est
en dessous de d ailleurs. 2

On étudie le signe de

D(x) = L—(Hs)—w

X +1 X +1
X —eo —2-2 -1 —242  +e
-x2-4x-2 -0 + 0o -
x+1 - 0 +
D(x) + 0 - | 0o -

1
La courbe 3 : y = —— coupe la droite
X+1

d:y=x+ 3 aux points de coordonnées
(-2-2;1-2) et (-2++/2;1+2).

9 est au-dessus de d sur ]- oo ; - 2 —/2[ et sur
—1;—2+\/5[.

€ est en dessous dedsur]—2—«/§;—1[ et sur

]—2+x/§;+oo[.
(32/1.

Yi1=I(a+2)

dY-di=0. 2038
Y=g« U52121669

W=U.015673016

2, Six=<4alorsx-4=<0s0it0=<g(x).
Si-2 < xalors 0 < x + 2 donc 0 < f(x) par stricte
croissance de la fonction racine carrée sur [0 ; + oo[.
Doncpour-2<x<4,g(x) < 0= f(x).
3.f00-gX) =Vx+2—(x—4)

X+2—-(x—4)2 —x2+9x-14

N e SV

avecD=+/x+2+x—4.
Pourx>4,/x+2 <0etx-4>0doncD>0.
4. Surl4; + o[, f(X) — g (x) a méme signe que

- X2 +9x - 14, trinéme de degré 2 de racines 2 et 7,
négatif sauf entre ses racines. Donc:

e surld; 7, f)-g(x)>0
e surl]7;+oof, f(X) - g(x) <O0.
Finalement:

Cr et C; se coupent au point de coordonnées (7 ; 3).

Sur[-2;7[, C¢ estau-dessus de C,,.

Sur]7; + e[, Cy est en dessous de C,,.

38(a. 2 b. 53 e V5-1 d.
h.

e.2v3 £ 10% g.103

VARIABLES : X nombre
ENTREES : saisir x
TRAITEMENT :
Six <0 Alors
| X prend la valeur - x
FinSi
SORTIE : Afficher x

3
4
10

a. Les solutions sont 3 et - 3.

b. Pas de solution.

Les solutions sontv/2 —1 et —+/2 +1

. Ensemble des solutions:]-1; 1]

. Ensemble des solutions : [- 100; 100]

Ensemble des solutions:] - oo ;- 0,01[ WU ]0,01 ; + ool.

- o o n

41 1. 4et8.
4 14
2. - et ——
3 3"

max(X ; - X) = |x|.

(83]1. f(-4)=2; f(0)=2 ; f(-2)=0.
2.
YA

T T T T [ 7T T | — >
-7 -6 -5 -4 -3 -2 —11 1 2 3 4 X

f(x) = |x + 2| pour tout réel x car :

e pourtoutx<-2,x+2<0donc|x+ 2| =-x-2quiest
bien f(x) dans ce cas;

e pourtoutx =-2,x+2=0donc|x+ 2| =X+ 2 quiest
égal a f(x) dans ce cas.

(44]1. Six=3,dx)=x-3;six<3,dx)=3-x.
Ou encore d(x) = |x - 3|.

Chapitre 2. Etude de fonctions
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45[/1. ¢ Sia=0 et b=0:|a|x|b|=axb.
De plusab =0 donc |ab| = ab.
Donc |ab| = |a| x |b].
eSia< et b=<0:|a|x|b|]=(-a)x(-b)=ab
De plusab =0 donc |ab| = ab.
On a aussi [ab| =|a| x |b|.
e Sia=0 et b<0:|a|x|b|=ax(-b)=-ab.
Orab <0 donc |ab|=-(ab).
On a encore |ab| = |a| x |b|.
Quitte a échanger d et b on a traité le cas ol a et b sont
de signes opposés.

Donc pour tous a et b réels, |ab| = |a| x |b|.
2. Méme principe.

a. Strictement croissante sur [0 ; + eo[.

b. et c. Strictement décroissante sur]-eo; 0] et stricte-
ment croissante sur [0 ; + eof.

d. Strictement décroissante sur]-c;0[ etsur ]0;+ co[.

a. Strictement croissante sur [0 ; + ool.
b. et c. Strictement croissante sur ]- e ; 0] et stricte-
ment décroissante sur [0 ; + oo[.

d. Strictement décroissante sur]-oo;0[ etsur ]0;+ oo[.

@ a. Strictement décroissante sur [0 ; + ool.

b. Strictement décroissante sur ]- o ; 0] et strictement
croissante sur [0 ; + eo[.

c. Strictement croissante sur ]- e ; 0] et strictement
décroissante sur [0 ; + eo[.

d. Strictement croissante sur]—oo; 0[ etsur ]O;+ ool.

Pour u et v définies sur R par u(x) =x et v(X) = X,
toutes deux strictement croissantes sur ]- e ; 0] et sur
[0; + o [, le produit uv est strictement décroissant sur
]- oo ; 0] mais strictement croissant sur [0 ; + ool.

@ 1. Pour 150 journaux imprimés, les frais ont été de
140 € dont 80 € de frais fixes. La part variable propor-
tionnelle aux nombre de journaux imprimés est donc

60
de 60 € pour 150 journaux donc de ﬁn euros pour n
journaux.

Le coGt total pour n journaux est donc, en euros, 80 + 0,40n.
Le colGt moyen par journal pour n journaux vendus est

donc 8 + 0,40 en euros.
n

2. Le colt moyen par journal diminue quand le nombre
de journaux imprimés augmente.

3. neN*donc@+o,4<o,7 @@<0,3 < n=267.
n n

La production minimale assurant un coGt inférieur a
0,70 € est de 267 journaux imprimés.

51| 1. Par le théoréme de Thales dans les triangles

MoP et MaB, 28 = MA oy op=2X+2) 5 4
OP MO X X

2. fest strictement décroissante sur ]0 ; + ool.

52 | 1. a. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com
b. Il semble que f soit strictement décroissante sur
10+ ool.

2. a. ABD est rectangle en D donc AB2 = AD? + DB et
CE? = CD? + DE? par le théoréme de Pythagore.

b. ABZ+ CE2 = (AD? + DE2?) + (CD? + DB2) donc

AB2 + CE2 = AEZ + BC2 par le théoréme de Pythagore.

¢. AE2=y?;BC2=x%;CE2=16+ (¥ -X)? (on peut tracer
le projeté orthogonal H de C sur (AE) et raisonner dans
le triangle CHE ou introduire un repére orthonormé).

Donc 16 + 16 + (¥ - X)2 = ¥2 + X2 soit 32 - 2xy = 0 ou

y=— pourx>0.
X
1
3. On a donc f(x) = 16 pour X > 0. La fonction f est
X
strictement décroissante sur 0 ; + ool.
53 1. MN2=(x-y)?; AN2=y2+9; AM?2=x2 + 9.

2. Par le théoréme de Pythagore, MN2= AM? + AN?
doncxy =-9.

3. f(x)= _2 pour x > 0.
X

X 0 + o0
1 \
X

f(X) /

54| a. x=-4

b. x<1
2

. X=-2

d. xel—oco; —TU[1;+ o[
e. X0

f. x>0



X — oo -

3 + o0
u(x) /0/
Ju(x) (L/

u(x)

Ju(x)

u(x) —
Ju(x)

N

56 | a. Strictement croissante sur [-3; + oo[.
b. Strictement décroissante sur ]- e ; 2].
c. Strictement décroissante sur ]- oo ; 0] et
strictement croissante sur [0 ; + ool.
d. Strictement décroissante sur]0; + ool.

57| 1. a. x€]0;8[ (ou [0; 8] si on admet un triangle
rectangle aplati).
b. p(x)=AB + AC+BC=8++/x2 + (8 — x)?
p(X) =8 +~2x% —16x + 64
p a donc méme sens de variation que Ju ou
U(x) = 2x%2 - 16X + 64.

X 0 4 8

8 8
oo | T~ s —

p(x)
\ 8+ 4\/5/

3. Doncle minimumdepsur]0;8[estp(4)=8+ 42.
Il est atteint quand AB = AC =4 cm c'est-a-dire quand le
triangle rectangle ABC est isocele en A.

58 | 1. On étudierait le sens de variation de la fonction
V qui a t associe v(t) =20274 +t.
2. Lafonction Vv est strictement croissante sur [- 274 ; + oo[.
La vitesse diminue quand la température diminue.

1. MM’ =CM - CW

MM’ =+/CB2 + BM2 — CM’

MM’ =+BM2 + 16 — 4

La fonction f est donc définie par f(x) =
pour0<=x=<4.

x2+16 -4

2. fest strictement croissante sur [0 ; 4].

3. On constate (par exemple a l'aide de la calculatrice)
que f(3) = 1; on le vérifie par le calcul. De la stricte
croissance de f,on déduitque f(X) = 1 =3 < x<4.

4. Pour que MM’ = 1, il faut et il suffit que BM = 3.

Soit UX)=-Xx2+x+6

X -2

1 3
2

25
u(x) 0/4\0
2
0/2\0

Ju(x)

61 | 1. On trouve environ 2,2 cm.
2. a. f(X)=\x2 + y? = x2 + (5-2x)?
f(x) =+/5x2 = 20x + 25.

b. fest strictement décroissante sur ]- e ; 2] et stricte-
ment croissante sur [2 ; + oo[.

c. fatteint donc son minimum en 2. La distance de O a
la droite d est f(2) =+/5 = 2,24.

i

62| a.

X — oo 1 + oo

u(x)

Ju(x)

\4/7
\2/

Chapitre 2. Etude de fonctions
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u(x)

Ju(x)

u(x)

Ju(x)

d.
X e -5 2 1 te
U(X) 0\/0

Ju(x)

(63]-x2+101x-2250=0e x €|

avec | {101 —2\/1201 101 +2\/1201} [33:68].

De plus la valeur maximale prise par y est obtenue pour
Xx=50,5:y~17,3.

FEMETREE
Amin=32
“wmax=6a
xarad=1
Ymin=-1
Ymax=28
Yarad=1
ares=]1

d.
X — oo 4 + o0
u(x) \0\

a. fest strictement décroissante sur ]- o ; — 6[ et
Surl]-6;+oof.

. . 3 3
b. fest strictement croissante sur]-co ;E[ etsur ]E; + ool

c. feststrictement croissante sur]- oo ; O[ et strictement
décroissante sur]0; + oo[.
d. fest strictement décroissante sur 10 ; + oo[.

a. fest strictement décroissante sur ]- oo ; — 1[ et
sur]-1;+oo[.

b. f est strictement croissante sur ]- o ; 2[ et sur
12; + ool

c. feststrictement croissante sur]-oo; 0] et strictement
décroissante sur ]0 ; + .

d. fest strictement croissante sur [0 ; + oo[.

Leur sens de variation indiquent que f et k ne
peuvent étre associés qu'aux graphiques b et c.

Or f n'est pas définie en — 1 et k n'est pas définie en 1
donc:

f est associé au graphique ¢ ;

k est associé au graphique b.

De méme g n'est pas définie en -2 et h en 1 donc parmi
les graphiques restants :

g est associé au graphique a
h est associé au graphique d.



1. Par le théoreme de Pythagore dans le triangle
AMN, MN2 = MA? + AN? = (2 - x)2 + (2 - y)2.

Les cercles sont tangents donc la distance entre leurs
centres MN est égale a la somme de leur rayons :
MN=x+y d'ol MN2?=(x+ )%

2. 2-X)P2+Q2-y)P=(X+Yy)* = 8-4x-4y=2xy

soity(x +2) =4 - 2x dou y=4_2X.
X +2
Or-2+ 8 :ﬂdoncy=—2+ 8 .
X+ 2 X+ 2 X+ 2

3. Cette fonction est strictement décroissante sur [0 ; 2].
69 Avec Xcasfr :
[partfrac((2x+3)/(x-4))
[2+11/(x-4)
|panfrac{{3-4x}f{2x+ 1))
F2+5/(2*x+1)

a. f=2+

11 . L
e f est strictement décroissante sur

]-o0;4[ etsur ]4;+ oof.

5 . o
b. f(x)=-2+ e f est strictement décroissante sur
X+

o=l evsor |50

—oo;——| etsur |-—;+eof.
2 2

1. f(X)ZM
X+ 2

2, f(x)=3+x+2.

3. f est strictement croissante sur ]- o ; — 2[ et sur
1-2;+ o[,

(1[a. foo=2+-—

2x -1

Onadonca=3 et b=-7.

1
pour tout x # 5 Donc f est

. L 1 1
strictement décroissante sur ]- o ; E[ et sur ]E 5+ ool

b. f(x)=-4+ 26 : pour X # - 6. Donc f est strictement

X +
décroissante sur]- o ; - 6[ etsur ]-6;+ ool.

@ a. Cas ou U est strictement croissante sur | et
ux)<O0surl:

pourtousaetbdel,sia<b,

alors u(a) < u(b) < 0 car u est strictement croissante sur

| et strictement négative surl.

DoncL > 1 par stricte décroissance de lafonction
u(a) u(b)

inverse sur ]- oo ; O[.

1 . L
Ainsi — est strictement décroissante sur .
u

b. Cas ou u est strictement décroissante sur | et u(x) >0
surl (ou u(x) < 0surl).Onapplique le résultat précédent

alafonction-u:
1

1 . L 1
= — — est strictement décroissante sur | donc — est
-u u u

strictement croissante sur |.
(73 () Vrai (B) Faux (C) Vrai (D) Faux (E) Vrai

1. Soit U(X) = X2 + 4x + 5.

X -1 2 5

9
U(X) 0/ \O
3
2.
X -1 2 5
0 0
gm) \ /
-3
3. a. yA
4_
&
2’/\
T v T T H T
2 % o0 2 4 1 6 x
_\_ZAt "','
KORREEP T

b. Elles sont symétriques I'une de l'autre par rapport a
I'axe des abscisses. En effet pour tout point M(x; f(x))
de Cj son symétrique M” (x; — f(x)) appartient a Cg
puisque g (X) = - f(x), et inversement.

4. M(y)e Cp @ y=N-x? +4x+5

y2=—x2+4x+5
=
y=0
x2—4x+y?-5=0
=
y=0
OrAM? = (x-2)2 +y2=x%-4x + 4+ y?, donc
2: AM:
Mx; ) e & AM 94:) 3
y=0 y=0

Par conséquent C; est le demi-cercle de centre A et de
rayon 3 situé au-dessus de I'axe des abscisses et est le
demi-cercle de centre Q et de rayon 3 situé en dessous
de I'axe des abscisses.

Chapitre 2. Etude de fonctions 37



38

@L’aire d'un disque est proportionnelle a l'effectif
qu'il indique. Cet effectif est noté sur I'axe horizontal.
Soit r(x) le rayon et d (x) le diamétre du disque tangent
a I'axe horizontal en x.

Siry est le rayon, et d le diamétre, du disque représen-
tant un effectif égal a 1, on a alors TCI’(X2)2 = X dou

r(x) =r0x/; et d(x)= dox/;‘ o 1
On a donc une courbe qui a la méme allure que celle de
la racine carrée.

76 | 2. Cecivient du fait que pour x > 1, Jx < x.
Pour I'Allemagne et la Pologne: la population de
I'Allemagne est environ 82 millions d’habitants, celle de

la Pologne 38 millions.

82 . . . .
8- 2,16 donc si les pays sont représentés proportion-

nellement a leur population, I'Allemagne a une impor-
tance double de celle de la Pologne.
J&2 (82 &2 J82
Mais — = ,|— < —. En fait —— =1,5; si les pays
J38 \38 38 38 pay

sont représentés proportionnellement a la racine carrée
de leur population, I'’Allemagne a une importance égale
a une fois et demi celle de la Pologne.

Son importance a donc bien été minimisée.
De méme pour tout autre pays de I'UE de population p,

- . 82 82 82
en millions,oup<82:—F—= | —<—.
\p p p
TRAVAIL PERSONNEL

Pour les exercices @ a : voir corrigés en fin du

manuel.

APPROFONDISSEMENT

102/ 1. a. OM=+/a? + b2 et ON=+/b2 + a2.

b.mnKmmmwdewmy&=9%9U&=b+a

Yk =X et Kappartientad.

donc

c. Sib#a et b#—a,0etKsontdeux points distincts
de d, équidistants de M et N, distincts, donc d est la
médiatrice de [MN], ce qui signifie que M et N sont
symétriques par rapport a d.

Si a= b, M et N sont confondus et appartiennent a d
donc ils sont symétriques par rapport a d.
Sia=-b,a#0, O=K, milieu de [MN].

M et N sont distincts et appartiennenta d”: y = - x qui
est orthogonale a d. Donc d est orthogonale a [MN] et
coupe [MN] en son milieu.Donc M et N sont symétriques
par rapportad.

3. a. M(a; \E)

b. M’'(a ; a) d‘apres la question 1.

(Ja)? = a donc M’ appartient a ¢’.

¢. N(a; a?) avec a = 0 donc son symétrique N’ par
rapport a d a pour coordonnées (a2 ; a).

Comme a = 0,+Va? = adonc N appartient a ‘6.

d. De 2. b. on déduit que la symétrique de ¢ par
rapport a d est incluse dans ¢”. De 2. ¢, on déduit que
tout point de €’ a son symétrique dans . Donc 6 et ¢’
sont symétriques par rapport a d.

103| Voir fichier disponible sur le site www.didierma-
thx.com

1. (HM) et (BG) sont coplanaires (dans le plan (ABG)) et
non paralléles donc sécantes.

2. a. ABGH est un rectangle de dimensions 6 cm et

6x/§ cm.

b. Par le théoréme de Thalés dans les triangles MBP et
MAH :

P M J
B—:—B soit B—: X dou f(x)=6\/§7.
AH MA 682 x+6 X+6

3. a. Il suffit de réduire le second membre au méme
dénominateur.

X

b. fest strictement croissante sur [0 ; + oo[.

3642
+

>0et

¢. Pourtoutx>0,x+6>0 donc
f(x) < 642.
d. Quand M s‘éloigne de B, P s‘éloigne de B sur [FG]

mais n‘atteint jamais G.
@ 1. fest strictement décroissante sur [0 ; 2].

1
Partie A. 1. a. Les rectangles ont pour base — et pour
hauteurs respectives f(0,5), f(1) et f(1,5).

b.;dmy+ﬂqm+fm+fa5n

Onencadre A parlesdeuxaires calculées précédemment
d'ot 2,49 < o < 3,5.

2. a. Sur GeoGebra:

2
1_
a=|[2.8p
D L]
0 1 2




0 1 2

b. Les aires sont données par:

a=0,25[f(0,25+f (0,5 + (0,75 +...+f(1,75)]

b =0,25[f(0) + £(0,25) + (0,5) + £(0,75) +... + £(1,75)]
d'ot1 2,83 < A <334,

3. Algorithme

VARIABLES : @, b, k nombres
INITIALISATION : @ prend la valeur 0
b prend la valeur 0
TRAITEMENT :
Pour k allant de 1 a 1999
a prend la valeur a + 0,001*f(k*0,001)
b prend la valeur b + 0,001*f((k-1)*0,001)
FinPour
b prend la valeur b+0,001%*f(0,999)
SORTIES : Afficher a
Afficher b

b. Sur AlgoBox par exemple, en entrant la fonction fen
F1:

* VARIABLES
a EST_DU_TYPE HOMBRE
[ I:ST_ DU_TYPE NOMBRE
k EST_DU_TYPE NOMBRE
* DEBUT_ALGORITHME
I:n PREND_LA VALEUR O
b PREND_LA_VALEUR O
* POUR kK ALLANT _DE 1 A 1999
DEBUT_POUR
a FREND_LA_‘M!.EURme.ﬂnl‘Fltk'ﬂ.Uﬂll
= PREND LA VALEUR b4+0.001*F L{{k-1)*0.001)
FIN_POUR
b PREND LA VALEUR h+0.0014F1{ 1.999)
AFFICHER a
AFFICHER bs
~FIN_ALGORITHME

Partie B

a. M(x;y) appartienta¢,sietseulementsiy =v4 — x2
avec 0 < X < 2 ce qui équivaut a x2 + y2 = 4 avec
0<x<2ety=0soitOMZavecO0<x<2ety=0.
Donc 6, est le quart du cercle de centre 0 et de rayon 2
situé dans le premier quadrant.

. 1
b. Son aire est donc = anz =T.

On a donc = 3,1415... qui est cohérent avec les
différents encadrements trouvés.

105/ 2. Aa;a); B(b; Vb).
3 K[a+b x/5+x/5]

’

2 2
4 a a+b
b.\5+%s a+b
2 2

5.( a+b]2:a+b
2 2

(\/E+\/E]2 a+b+2Jab
= 2 donc

2

2 2 4
_(Ja—+by

4
Cette différence est positive ou nulle. On en déduit que

a+b ¥ - Ja++b ’
V2 )T 2 :
Donc JGTer = @ car ces deux nombres sont

positifs ou nuls.

( a+bj2_(«/5+x/gjz _ a+b-2JaJb

106) 1. 1=(0; 2]

2. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com

On conjecture que m = 2.

3. OB2=0M?+MB? donc MB2=4-x2etMB=+/4— x.

f(x)= %OM. BC= xV4-x2.

4, a. fX)-2=x\4-x2 -2
f(X)-2=+/x%(4—x2)-2 car x=0.
fX)-2=+4x2 - x* -2

4x2 — x4 -4

Jax2 —x* +2

4x2 —x* +2>0.
-X*+4x2-4=-t2+4t-4 avec t=x2
—P+4t-4=-(t2-4t+4)=—-(t-2)?

Par suite, - t2 + 4t — 4 < 0 pour tout réel t donc

b. f(x)-2=

-x*+4x2-16 < 0 pour tout x.

Chapitre 2. Etude de fonctions

39



40

D'ou f(x) -2 < 0 pour tout xde |

¢. Onadoncf(x) <2 pourtoutxdel.

Deplusf(x) =2 < —(t—2)2 =0 avec t=x2
doncf(+/2) =2

L'aire maximale est donc atteinte en x = +/2 et est égale
a2

Remarque: on peut retrouver ce résultat géométri-
quement car |'aire de OB est le double de celle de OMB
soit OB x OH = 20H ou H est le projeté orthogonal de M
sur [OB]. Elle est donc maximale quand OH est maximale.

Si L est le milieu de [OB], ML = %OB =1.

SiH# L, MHL étant rectangle en H, MH < MLdonc MH < 1.
SiH=L MH=1.

Donc MH est maximale quand H = L c'est-a-dire quand
OMB est isocéle en M (soit OM = \/5) et dans ce cas l'aire
de OBC est égale a 2.

1. g est strictement croissante sur [- 1 ; + ool.

2. a. Pourx = 0, x <X + 1 donc Vx < g(x) par stricte
croissance de la fonction racine carrée.

La courbe 6; est donc en dessous de €.

c. Les courbes semblent se confondre.

3. f(20) =20 = 4,472 et g(20) =+/21 = 4,583.
L'unité étant 1 cm, la distance entre les points de 6, et

%g d'abscisses 20 sur le papier est environ 0,11 cm. On
peut donc les distinguer.

Pour les points d'abscisses 100 :

V100 = 10 et 101 = 10,0499, on ne les distinguerait
donc pas.

Pour les points d’abscisses 200 :

200 = 14,142 et /201 = 14,18 donc on ne les distin-
guerait pas non plus.

4. 2. g0 FO) = (x +1:/;/i)1(\+/x\/;1 + Jx)

1
)= —
RN BN
b. g(x)-f(x)>0 donc f(x)<g(x).
Pourx>0,vVx +1>+/x donc Vx+1+Jx >2Jx >0

1 1 1
et———— <—— soit g(X)-f(X) <——.
DT+ dx 2y IR
c. Onestsirde ne plus distinguer les points d'abscisse x

1
des que x est tel que —= < 0,05 soit Jx > 10 donc
2Jx
X >100.

1. Aladistance p=2m.
10r  10(r + 5) — 50 50

2. d=5 donc p= = =10-
r+5 r+5

r+5
b. Elle est strictement croissante sur]5; + oo[.

C v

»
T T T T T bt

0 100 200 300 400 500 x

d. Elle est située en dessous de la droite d'équation
¥ =10 puisque p < 10 pour tout r > 5.

3. D’apres la courbe, on va choisir une mise au point a
10 m pour qu'elle soit valable pour n‘importe quelle
valeur de r aussi grande soit-elle.

On peut expérimenter sur un logiciel de géométrie.
Soit X = AM et p(x) le périmétre de MNST.

MN =NS =ST=TM =/x2 + (10 — x)?

Donc p(X) = 4/ x2 + (10 — x)?

p(X) = 442x% — 20x + 100

p améme sens de variation que la fonction u définie sur
[0;10] par u(x)=2x2-20x+ 100.
D'ou le tableau de variation de p

X 0

40 40
p(x) \ /
2042

Pour avoir un périmetre maximal, il faut placer M en A
ou en B. Pour avoir un périmeétre minimal, il faut placer
M au milieu de [AB].

110[ On peut créer un programme sur un logiciel de
calcul formel comme Xcas pour calculer cette somme.

Alamain\/_ 5" =J2-\1 o \/__\/§_\/§
e oo~ 0

Donc en ajoutant membre a membre, on obtient que
cette somme est égale a 9.

@ a. Lécart ne diminue pas car augmenter un salaire
. N S t .

de t% revient a la multiplier par (1+mj ce qui ne

change pas le rapport.

b. Si on augmente les salaires d'un montant m, l'écart

+m—-f-m h-f

. h
devient = .
+m h+m




h—f h-f
<
h

On sait que h - f >0 donc et l'écart

diminue effectivement.
En considérant le sens de variation de la fonction qui a

m > 0 associe

, on peut méme dire que plus m
m

augmente, plus I'écart diminue.

@ 1. Avec un logiciel, par exemple un tableur, on
peut tirer aléatoirement un grand nombre de valeurs
de a et b, faire afficher les points M(a; b) correspon-
dants aux cas ou il y a des solutions.

Alamain:

Les équations admettent toutes les deux des solutions
si et seulement si les deux discriminants des trinébmes
X2 — ax + b et x2 — bx + a sont positifs ou nuls c'est-a-
dire

a’-4b=0 et b>-4a=0 ouencore bsla2 et

b = 2a car a et b sont positif ou nuls.

Les points M(a; b) sont donc situés en dessous de la

1
courbe d'équation y:zx2 et au-dessus de celle
d'équation y = 2Vx.

yA
10

T T
0 5 10

<y

2. Les conditions s'écrivent encore

{az—4b>0 b<-la?
o 4 .

2 _
b’—4a=0 b2 = 4q

18" cas : sia < 0 et b de signe quelconque

1
b<=—a?
o b=s—ad?2.

b? = 4a
2% cas:sia> 0 et b de signe quelconque

bSla2
4

b2=4a |lb|=2Va

b<'a?
= 4

b<-2Ja ou b=2Ja

On obtient donc la zone coloriée suivante :

(113/1. f2)=a-2+b,f3)=a-3+b,
a-J2+b=3eta-3+b=2revientaa-3=v2+b
eta-2=~3+b.
Sia=3etb=-2,(a-3)2=2+bet(a-2)2=3+b,soit
a?-6a+7=beta’?-4a+1=bdou-6a+7=-4a+1.
Soit 6 = 2a, c’est-a-dire a = 3.
Sia=3alorsa-3=0=+b+2 doub=-2.
Sionprenda:3etb:—2,f(2):3—\/6=3et
f(3):3—\ﬁ:2, donc 2 et 3 sont échangeables.

2. f@)=a-Ja+b,f(7)=a-J7+b.
a-Ja+b=7eta-\7+b=4.
a-7=a+beta-4=\7+b.
Poura=7etb=-4,(a-7)2=b+4et(a-42%=b+7,
soita?-14a+49=b+4eta?-8a+16=b+7 dou
a?-14a+45=a%-8a+9, cest-a-dire 36 =6a < a=6.
Comme a = 7,a =6 ne convient pas, donc 4 et 7 ne sont
pas échangeables.

3. a-Ju+b=vetu=a-Jv+b,b=-uetb=-vsoit
b= sup(-u;-v).
a-v=u+b,a-u=Wv+b,Ju+b-Jv+b=u-v.
Wu+b-W+b)Wu+b+-v+b)
=WU+b)-(v+by=u-v.
Donc(u—v)(x/m+x/m)=u—v.
Commeu=v,Ju+b+v+b=1.

llenrésulte Ju+b < 1et/v+b < 1, Cest-a-dire
O<u+b=<1letOsv+b=1.

Osv+bslo-1<-v-b=s0de0O<su+b=1let
-1<-v-b<O0ontire-Tsu-v<1.

Comme u - v est un entier non nul ; il en résulte :
u-v=-louu-v=1cesta-direv=u+louv=u-1.

Chapitre 2. Etude de fonctions
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Siv=u+1:
a-Ju+tb=veta-JWv+b=usa-Ju+b=u+1et
a-Ju+1+b=u.

b=-ueta=u+ 1 permettent d'avoir les deux égalités
etsup(-u;-u-1)=-u=b.

Donc tous les couples dentiers (u; u +1) sont
interchangeables.

Siv=u-1:
a-Ju+b=u-1eta-Ju—1+b=u,a=uetb=1-u
etsup(-u;-u+1)=-u+1=>b permettent d'avoir les
deux égalités et sup(-u;-u+1)=-u+1=»b.

Donc tous les couples dentiers (- u; u - 1) sont
échangeables.



Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

5-3 1
6-2 2

@ 1. Le coefficient directeur de la droite (AB) est

Celui de (AC) est 3-3 =0.
6—2

2. Ladroite (BC) a pour équation x = 6, c'est une droite parallele a (O)).
Elle n'a pas de coefficient directeur.

1. a. ¥
@1.a X

74+

1
T T T T | e
—2—110 1 2\3"

b. L'équation réduite de cette droite est y = —2x + 5.

2. a. yA
3_

2 -
] T

\

>

T T
_2 __‘I/@
/2/—1 1

~2-

1 1
b. L'équation réduite de cette droite est y = §X -3

(2h? - 3h)
h

@ c. Pourtouth#0, =2h-3
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d
5 J+ d4
T T T t T T T T >
-4 -3 2 -1 0 1 7 3 4 5 6 «x
_'I—
Ve
7]
/ 73_
|
Droite d, d, ds d, ds
Coefficient
96 icien 5 -3 0 2 n'existe pas
directeur 3
" . 2
Equation y=2x y=-3x+2 y=3 y=-x-2 x=-2

Activité 1. Vitesse instantanée
, 92D -d@ _ 4,9(2,12 - 22)
To21-2  @21-2)
2. Entre lesinstants t, =2 et t= 2+ h la vitesse moyenne de la bille est :
dQ+h) —dQ 4,902 +h? —22]  4,9h? + 4h)
h © 2+4h-2
d2+0,7-dQ

=4,9%x2,1=10,29

=19,6 + 4,9h.

3. a. Pourh=0,1, =19,6 + 4,9%x0,1=20,09.

[

d2+0,00)-dQ)

Pour h=0,01,
0,01

=19,6 +4,9x0,01=19,649.

d2+ h) —dQ)
h
c. Lavitesse instantanée de la bille a lI'instant t = 2 est 19,6.

b. Lavaleur limite a 0,1 prés de quand h tend vers 0 est 19,6.

Activité 2. Tangente et nombre dérivé
A. Aspect graphique

1. d. Le coefficient directeur de cette droite est 2, f’(1) = 2.

e. La courbe et la droite sont presque confondues apres de nombreux zooms.

2. b. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com
B. Aspect numérique
2. Parle calcul

a. On choisit h trés proche de 0.




b. A(1;1)et M(1+h; (1 + h)?) donc le coefficient directeur de AM est

A+ h? -1 2h+h2
1+h-1  h

Quand h tend vers 0, 2 + h tend vers 2.

=2+h.

¢. Lavaleur donnée par le logiciel est la méme que celle obtenue par le calcul : f*(1) = 2.
3. Etude d’une autre tangente

a. f(-05)=-1.

b. A(-0,5;0,25) et M(- 0,5 + h; (- 0,5 + h)?) donc le coefficient directeur de AM est

-05+h?-025 —h+h?
-0,5+h-(-0,5 h

¢. Quand h tend vers 0, - 1 + h tend vers — 1, on peut en déduire que le coefficient directeur de la tangente a ‘€ en A
est—1.

=-1+h

fa+h —f(a) fla+h-"~f(a)
a+h-a h
elle existe est notée f’(a). C'est le coefficient directeur de la tangente a € en A(a, f(a)).

4, Bilan : pour tout réel a donné, on calcule . On fait tendre h vers 0 et cette limite si

Activité 3. Fonction dérivée

1. b. |a -3 -2 -1 0 2
f'(a) -6 -4 -2 0 1

c. Conjecture:f’(a) = 2a pour tout a réel.

2. c. Pourf(x) = x3, une expression de f’(a) semble étre 3a2.

Al Pour aller plus loin

f’(a) = 3a% —6a pour f(x) = x3 —3x2 -1

TP1. Une courbe de Bézier

1. P semble décrire une portion de parabole quand t décrit [0; 1]. Les droites (AC), (BC) et (MN) semblent étre les
tangentes a la courbe I" aux points A, B et P respectivement.

2. Soit M(x; y).

tﬁ(éi) etm[;].m =tAC équivaut a x = 3t et y = 6t. Donc M(3t ; 6t).

Soit N(x”; y").

tCTB( 3t ]etCT\I[X:_B)J.a\I=t§équivautéx’—3= tety’—6=-6t
-6t y' —6

douN(@3t+3;-6t+6).

SoitP(x”;y”)

tM_N[ t(3t +3-3t)

et MP X,,_3t | MP = tMN équivaut a 3t = x” - 3¢
t(— 6t +6—6t) y” -6t

et-12t2+6t=y” - 6t.
AinsiP(6t ; —12t2 +12t).
b. Pourtoutt € [0; 1], on pose x = 6t.

P(6t ;— %(602 +2x6t)douP(x ;— %XZ +2x).

1
Donc P décrit un arc de la parabole déquation y = —gxz +2x pour x €[0; 6].
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c. Onposef(x)= —%xz +2x.

e (AC) a pour équation y = 2x.

La tangente T en A a la courbe d'équation y = f"(0)x + f (0) soit y = 2x. Donc (AC) est la tangente a la courbe T" au
point A.

e (CB) a pour équationy = —2x +12.

La tangente T a la courbe en B d'équation y = f'(6)(x —6)+ 6 soity = —2x +12.

Donc (BC) est la tangente a la courbe I" au point B.

-ér+o-6t = — 4t + 2 donc (MN) a pour coefficient directeur (— 4t + 2).
3t+3-3t

Or les coordonnées de M vérifient y = (— 4t + 2)x + b d'ou b = —12t2.

M3t ; 6t) et N(3t + 3 ; — 6t + 6) donc

(MN) a pour équation y = (— 4t + 2)x — 12t2.

M, N, P sont alignés ; il suffit donc de montrer que le coefficient directeur de la tangente aT” au point P est (— 4t + 2).
2 2
Onaf(x)= —gx + 2 donc le coefficient directeur de la tangente a I" au point P d'abscisse x = 6t est—g X6t+2=—4t+2.

Conclusion : (MN) est la tangente aT" au point P.

TP2. Arrondir les angles

Soit % la parabole d'équation y = ax? + bx + ¢
et fla fonction définie sur R par f(x) = ax2 + bx + c.

A(9;9) appartienta ? donc9 =81la+9b+c¢ 1)
B(21;12) appartienta P donc12 = 441a+21b + ¢ )
La droite (AO) est la tangente a % en A ; son coefficient directeur est 1 donc f/(9) = 1 soit18a+ b =1 3)
De méme en B, le coefficient directeur de (BC) est —% doncf’'(21) = —% soit42a+ b= —% 4)

On peut déterminer a et b a la main a partir des équations (3) et (4) puis déterminer ¢ en vérifiant la compatibilité des
équations (1) et (2) ou plus simplement résoudre directement avec un logiciel de calcul formel le systéme formé par les
quatre équations:

18a+b=1
420+ b 1 Elresoudre([187a+b=1,42%a+b=-1/2,0=81"a+0"b+¢,12 = 4417a+21"b+c |,[a,b.c]);
P A 17, 81
16 8 16
12 =441a+21b+c
9=8la+9%+c
1 17 81
Ainsia=——,b=—cetc=——.
8 16
L'arc de parabole qui relie A et B en évitant tout changement brutal de direction en A et B a pour équation
1 17 81
=——x2+—x—-— avecx €[9;21.
y 16 8 16 [ 1

TP3.La méthode de Newton-Raphson
A 1. a. On veut résoudre I'équation x2 = 20.
b. On sait que pour tout p €[0; 1], p2 < p donc il est raisonnable de négliger p2 par rapport a p.

¢. Pour4 < x < 5,16 < x2 < 25 donc la solution positive de x2 = 20 est comprise entre 4 et 5.
Onposex=4+pavec0<p<1ainsix2 =20 < (4+p)* =20 < 16+ 8p + p2 = 20.
1
On néglige p2 par rapport a p ; il vient alors 16 + 8p = 20 d'ou p = Py
1 1
Ainsi une approximation de la solution positive de x2 = 20 est 4 + 5 ou avec les notations d’Euler : 45.

17
2. b. La seconde partie du texte nous donne 4 + % comme approximation de J20.



B. 1. a. Labscisse du point d'intersection de ‘6 avec I'axe des abscisses est la solution de f(x) = 0 avec x = 0 c'est-a-

dire +/20.
b. Latangente T a ¢ au point d'abscisse 4 a pour équation y = f’(4)(x — 4) + f (4) = 8x — 36.

Son intersection avec I'axe des abscisses est le point de coordonnées (% ; 0) c'est-a-dire (4 + 5 ;0).

On approxime la courbe par sa tangente au point d’abscisse 4 et on résout I'équation 8x — 36 = 0 a la place de x2 — 20 = 0.

1 161
c. Latangente T’ a % au point d'abscisse 4 + 5 a pour équation y = 9x — e

9X—E=0<=>X=E=4+z.

4 36 36
Le point d'intersection de T et de I'axe des abscisses a pour coordonnées (4 + % ; O).
On retrouve la seconde approximation de /20 donnée dans la partie A.

17
d. Pour obtenir une nouvelle valeur, on détermine une équation de la tangente T” a 6 au point d'abscisse 4 + — et on
, : S : ” § : 36
trouve l'abscisse du point d'intersection de T” et de |'axe des abscisses.
2. Soita unréelde[4;5].
Une équation de la tangente T au point d'abscisse a est y = f’(a)(x — a) + f(a) avec f’(a) = 2a.
Ainsi lI'abscisse du point d'intersection de T et de I'axe des abscisses est solution de
f 2 _
(@) =dad- a 20 =£+Ecara¢0.
f'(a) 2a 2 a
b. Les valeurs obtenues avec la calculatrice sont 4,5 puis 4,472222222 puis 4,472135956.
La valeur approchée de J20 donnée par la calculatrice est 4,472135955.

f’(a)(x —a)+f(a) =0 qui équivauta x = a—

c. Algorithme

Saisirn

a prend la valeur 4

Pour k de 1 jusque n Faire
a prend la valeur a/2+10/a
Afficher (a)

FinPour

TP4. Avec des pliages

B. 3. Les points marqués semblent appartenir a une parabole et les différents plis semblent représenter les tangentes
a cette parabole.

C. 1. HetF sont symétriques par rapport au pli. Le pli est donc la médiatrice
de [FH] ainsi FM = HM.

2. a. Le point M a pour coordonnées (a; b).
b. MH2 = b2 et MF? = a2 + (10 - b)?.

¢. MH = MF équivaut & MH? = MF? c'est-a-dire
—20b+100+a? =0

1 2
D,Oub=—00+ a .
20
2
Conclusion : lorsque a décrit R, M décrit la parabole d'équation y = 5+ ;—O.
) ) . a a?
3. a. Une équation de latangenteTaPenMesty = ﬁx +5-— 0

b. Le milieu | de [HF] a pour coordonnées (g ; 5).

2

On constate que a X a +5-— a _ 5donclappartientaT.
10 2 20
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c. PourtoutM # 0O,

| est a égale distance de H et de F et M aussi. Donc (IM) est la médiatrice de [FH].
Or le pliage a été effectué sur la médiatrice de [FM].

T est donc la droite (IM) car | et M sont deux points distincts de cette droite.

Le pliage a bien été effectué selonT.

Pour M = O c'est évident.

TP5. La fonction racine carrée en 0
1. Soitf(x) = Jx pour x = 0.
fo+h-f©) _h_~h _ 1

Pourtouth >0, —— = —_.

h h  Jpt h
Pourh =101, LI 3,16227766 ;
1077
Pourh =102, LI 10;
1072
Pourh =1073, ! =~31,6227766 ;
1073
Pour h = 10*4,4: 100 ;
1074
1
Pourh=1078, =1000;
\J1078
Pour h = 10‘1°,¥: 10000.
,l'lo—lO
1 1 1
2. Pourtouth> O'W > 104 équivaut a Jh < ToF d'olh < T8 (la fonction carrée est strictement croissante sur[0 ;+ oo[).

1 1 1 1
De méme pour tout 0 < h < ——,— >10% et pour tout 0 < h < ——, — > 10°0,
P 102" \h P 101" /p
3. Quand h tend vers 0, ce rapport devient aussi grand que n‘importe quelle valeur positive que l'on veut. On dit qu'il

tend vers + oo,

4, Les droites (OM) quand « M tend vers O » tendent vers I'axe des ordonnées.

TP6. La fonction valeur absolue en 0

A. 1. m

4 -

T T T T T
—4—3—2—110 1 2 3 4

Il'y a une « cassure » en 0, si I'on fait tendre h vers 0 par la droite alors la demi-tangente a droite est la droite déquation

y =xet, par la gauche, |a droite d’équation y = - x.
2. Pourtouth >0,w:ﬁ:ﬁ: 1.
h h h
fO+h-fO _A_<h_
h h h

3. Quand h tend vers 0 en restant strictement négatif,

Pour tout h <0, -1.

W tend vers - 1.

fO+h—f
Quand h tend vers 0 en restant strictement positif, w tend vers 1.



Il ne peut pas y avoir de limite en 0, il y en a une a droite et une a gauche. Si la limite existe, elle est unique.

La courbe 6 admet donc une tangente a droite déquation y = x et une tangente a gauche d‘équation y= - x au
voisinage de 0 mais la fonction valeur absolue n'est pas dérivable en 0.

B. Les calculatrices donnent 0 comme nombre dérivé pour la fonction valeur absolue en 0. Elles se trompent !

X + A — Ixi
) h

2. a est le taux de variation de la fonction f entre x et x + h. C'est le coefficient directeur s'il existe de la

droite (MN) avec M(x + h ; |x + H) et N(x ; [X)).
p FOCHN = —h) X+ —h _x+h-x—h_050x+h-x-Hh
T x+h-(x-h x+h-x+h 2h h
Xcas calcule le taux de variation entre les points M et N de la courbe 6 situés de part et d'autre de xa h prés :
M(x+h;lx+Hh)etN(x—h;lx—h) .

c. Les calculatrices évaluent la méme quantité pour le calcul du nombre dérivé.

Pourx:Oetpourtouth>0,f(O+h)_f(o_h)= h-Fh_ 0 _
O+h-0-h h+h 2h
Deméme,pourx=0etpourtouth<O,f(0+h)_f(o_h)= h-FH_-h-(h =£=0,
O+hm-0-h h+h 2h 2h
FO+h-fO—h)
O+h—-(0O-h)

d. Quand on ne précise pas la valeur de h, Xcas choisi par défaut h = 0,001.

Donc pour tout h# 0,

Pour déterminer le nombre dérivé d'une fonction f donnée en un réel a donné, la machine évalue la quantité
fa+h)—f@a-h)

a+h-@-h
Exercices
SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE La fonction f définie par f(x) = 4 S sur [3 ;4 oo

. . 5 est strictement décroissante.
1 | Le coefficient directeur de (OC) est e

f'(5)=10
@ Le coefficient directeur de la droite est 3. Comme @ ©)
Xg=Xp+1l,0onayg=y,+3x1=4

12f(2)= -%

@0[_ 3} est un vecteur directeur de (AB). 1
3 BjrO=-

4 [A(-2;-10
14 f'(x)=4x-6
~(1 -(0,5 .
u etv| '7 | sont des vecteurs directeurs de la
(sJ (6) (3j (15/F00=x?+2x -5
droite d déquation cartésienne 3x — %y +6=0.

16] y =—3x est une équation de la tangente a la

i . a2 o .
(6 f—2><(—2)2 +5x(—2)+2=—16 donc - 2 nest pas courbe d'équation y = x — 3x en son point d'abscisse 0.

solution de —2x2 + 5x +2 = 0.

ENTRAINEMENT
(7[Aa=52-4x2x(-3)=149

8 | Lafonction f définie parf(x)=1- 2/x est stricte- L J
ment décroissante sur [0 ; + oof. Droite d, d, d, d, ds dg
@ Lafonctionf définie parf(x)=+/2— x sur]—eo ;2] C.oefficient 2 | -1 0 _1 |nexiste| 1
est strictement décroissante. directeur 3 pas 6
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a gk b ya
4] 8-
3 7 B
A m=2
24 1 6
m=3
14 5
A
T T T 44
19 1 2 33X 1
71— 3
2_

< yA d yA
4 2
34 14
2_/////r///// T T T T
A oo m=033° -3 -2 10 ¢ x
/////‘ﬁ
T T T A 2
-2 10 1 2 3%
—14 —3
—24

a. Le point P dabscisse 5 a pour ordonnée
1+2x4=9.DoncP (5;9).

b. Q d'abscisse 3,7 a pour ordonnée 1 + 0,7 x 4 = 3,8.
DoncQ (3,7;3,8).

c. Rd'abscisse 2,6 a pour ordonnée 1 -0,4x4=-0,6.
DoncR(2,6;-0,6).

(20 1. f(5)=52=25
f(5+h)=25+10h + h?
f(5+h) —f(5 25+10h+h? — 25
) h - h
_10h + h?
h

3. Quand h tend vers 0,
doncf’(5)=10.
4, nDEPiu{Kasxaﬁ}la

2

=10+h

fG+h—f05
h

tend vers 10

d(h) —d(0) h?+5h
h T h

tend vers 5 quand h tend vers 0 donc

21| 1. a. Pourh>0, h+5.

d(h) — d(0)

b

d’(0)=5.
h2 + 20h + 100 + 5h + 50

5, d00+ h) —d(10) _ — (100 + 50)
h h
2
_ h* + 25h —h425

d@0 + h) — d(10)
h

Donc d’(10) = 25.

Ainsi au temps t= 10 s, la vitesse instantanée est

d’(10) = 25.

3. E?ET‘iU(?¢L+SK:}<:1

23

@ 1. Le nombre dérivé en a de la fonction f définie
parf(x)=2x—3est:
1 fa+h —fM _2h

tend vers 25 quand h tend vers 0.

Poura = p ?:2 doncf’(1)= 2.
Poura =3 W=%=2doncf’(3)=2.
Pourd = — 6 W:%zz

doncf’(-6)=2.
2. Conjecture : pour tout a réel, le nombre dérivé de f
enaest2.

3. Pour tout a réel,
f@+h-fl@_2@+h-3-(Q2a-3)_ 2h_

2.
h h h
Donc pour tout a réel, f’(a) = 2.
@ a. f’(a) =1 pour tout a réel.
_ 2
b. Pour tout a réel, fa+h-fa@ = 2ah + h =2a+h.

h

C fath-fa tend vers 2a quand h tend vers 0.

Don
Donc f’(a) = 2a pour tout a réel.
24 | 1. Pour tout x et y réels,
X =2 +xy+y?)=x3+x2y +xy? — yx? — xy? — y3
=x3-y3
2.a.2+h>-8=Q+h-2(@+h’+22+h+2?)
= h(h? + 6h +12).
b. fQ+h-fQ2 Q@+h>’ -8 h(h?+6h+12)

h h h
=h2+6h+12

fe+h-f@ tend vers 12 quand h tend vers 0 donc

£(2)=12.

@ 1. a. f'(3) est le coefficient directeur de la tan-
gente a la courbe représentative de la fonction f au
point d'abscisse 3.

b. f’(3)=3

2. f(=5)=4;f'(=3)=0;f'(0)=—1.

(26/7©=3;9@=-1;9'-3=-3;945=0.
27| f'Q=-2; '@ =0;f"(6)=2.

f’(a)=0poura=—1oua=5.



=y

y=-x-2

@ 1. T, a pour équation y — f(2) = f(2) (x— 2), Cest-
a-direy=4(x—2)+4=4x—4.

2. -0 VA
y=4x-4

><"

@ 1. T, a pour équation
y=f"Mx-D+f)=—-x-D+1.
DoncTy:y=—-x+2.

2. "

33 | 1. T, a pour équation
y =@~ 2+ F(@) = 4 (x-4)+Va.

DoncT,:y =%x+1.

2,

H=0.14B0z62 V=2.00322CH

d, estlatangente a la courbe déquation
1
— 43
=—x>—-x+1
4 3

Y4=Br-17

f=1.7021277 1¥=-2.2825978

35/ a. Nondérivableen3; b. dérivableen 3.

nO0eriwiC1-2382+%
+1::"‘:: _2:' 2y

Mber1wl Cl-"238<+5
+1. 2.8 )

nberiwi 1 -20Ke+x
+laRs2.02

nOeriwi (12082 +%
+1:8:32

2. Conjecture:f’(a) = a+1pour tout a réel.
3. Pour tout a réel,

1 ) 1
fa+h-fa@_3*" +W+M+“%“+a+0

h h
ah+lh2+h
2

=t =a+1+—
h 2

fa+ h —f(a)
h
fflay=a+1.

tend vers a + 1 quand h tend vers 0 donc
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(37( 2. On utilise F(0)=-5,f(1)=-3etF(2) =-1.Ce
sont les coefficients directeurs respectifs des tan-
gentes; on obtient donc:

YA
1
A -

(38[a. F(-5)=-10

b. f/(2)=12
1
. Q) =—
c f(2) 2
d. F3)=—+
’ T 9

(39/a.

><"

d. y

B

@ 1. a. Voir sur le site www.didiermathx.com

b. Labscisse de B semble étre le double de I'abscisse

deA.

2. a. Pour tout a réel,

f@a+h —f@ (a+h?—a® 2ah+h?
h - h ~ h

qui tend vers 2a quand h tend vers 0. Donc f’(a) = 2a

pour tout a réel.

Le sommet de la parabole d'équation y = x2 est S(0 ; 0)

donc la paralléle a T, passant par S a pour équation

y = 2ax.

=2a+h

Les coordonnées du point d'intersection de € et de
N . y=x2

cette paralléle vérifient le systéme
y =2ax

Donc B(2a ; 4a?) ainsi la conjecture est démontrée.

b. On place le point B de la parabole 6 dont I'abscisse
est le double de celle de A.

On trace la droite (SB) ou S est le sommet de la parabole 6.

On construit la paralléle a (SB) passant par A. Cette
droite est alors la tangente a 6 en A.

Voir corrigé page 342 du manuel Math’x 1" S.

4 1. A

il
X

2. a. Une équation de la tangente a Hen A;(1; 1) est
y—1 =(— %)(x—l) soity=-x+2.

b. Cette tangente coupe l'axe des abscisses au point
(2;0).
1
3. a. Une équation de la tangente a H en A(a;fj est
a

1 1 . 1
y——=|——|(x=a),soity =——x+—.
a a a a

b. Cette tangente coupe I'axe des abscisses en P(2a; 0).



¢. Le projeté orthogonal A’ de A sur I'axe des abscisses
a pour coordonnées (a; 0), P est donc tel que A’ soit le
milieu de [OP].

d. Sion cherche a tracer la tangente a H en un point A,
on construit le point A" projeté orthogonal de A sur
I'axe des abscisses, puis le point P symétrique de O par
rapport a A’. La tangente est alors la droite (AP).

2. a. Pourtoutaréel,
fa+h —f@ (a+h?®—a® 3ah+3ah? +h3

h - h - h

=3a? + 3ah + h?

qui tend vers 3a2 quand h tend vers 0. Donc f’(a) = 3a?
pour tout a réel.
L’équation 3a? = 6 a deux solutions : —v2 et+2 donc
la courbe déquation y = x3 a deux tangentes de
coefficients directeurs 6 aux points d'abscisses — J2 et
V2.
L'équation 3a2 = —1 n'a pas de solution réelle donc la
courbe déquation y =x3 na pas de tangente de
coefficient directeur - 1.

Pour tout g, W =2a+h.

On peut déterminer a partir de quelle valeur de n entier
naturel,

2a+107" — (2a+10-"*Y) < 0,0001

Ce qui équivaut a10~" —10~™+Y < 0,0001
etquidonnen=4.

Ainsi, pour a=3,2a+ 10~ = 6 + 10-“#+) = 6,00001.

Voir corrigé page 343 du manuel Math’x 1™ S.
Voir corrigé page 343 du manuel Math'x 1" S.

Voir corrigé page 343 du manuel Math’x 1 S.

a. festdérivablesurRetf’(x)= g
b. f estdérivablesurRetf’(x)=x+ %

c. f estdérivablesurRetf’(x)= g -2.

d. f estdérivable surR etf’(x) = x3 + %x -5,
Voir corrigé page 343 du manuel Math’x 1" S.
@ Voir corrigé page 343 du manuel Math’x 1" S.
@ Voir corrigé page 343 du manuel Math’x 1" S.
@ a. festdérivablesurR etf’(x)=4x—5.

-7

b. f estdérivable pour tout x # 2 etf’(x) = .
(x —2)?

1 3
c. festdérivable sur]0;+oo[ et f’(x) = ——— =+/x.
1 [ (x) 72
d. f est dérivable surR car x2 + 2 > 0 pour tout x réel et
F(x) = -2x
(x? +2)?

@ a. festdérivablesurR etf’(x)=8x+4.

b. f estdérivable surR et f’(x)=3x2 +6x.
c. f estdérivable surR\{0}etf’(x) = _—32
b's

1
d. f estdérivable surR et f’(x) = x3 — 6x + z

54] a. f estdérivable sur]0;+oo[ et f'(x) = %xz xIx

b. f est dérivable surR\{— 6} et f’(x) = _762
(x + 6)
- 3 , 6
c. f estdérivable surR\{—=} etf’(x) = —
2 @x +3)

d. f est dérivable sur

J—o0; = \V3lUI=3;BIUN3;+ o et
,o—x2=2x-3
f (x)—i(x2 3y

@ Pour l'exercice 52 c.: on peut par exemple avec
Xcasfr utiliser la commande 1 pour définir la fonction f.

Avec la commande 2, calculer sa dérivée.

Il n'y a plus qu’a modifier la fonction et relancer les
mémes commandes pour obtenir les dérivées des
autres fonctions.

[Jfeo=(2x)"sqrix):

X ->(2-%)-Vx

simplifier (deriver(f(x).x))

—B-x-VE+2-'»/JE

2%

1. a. La parabole déquation y= 2x2 - 4x + 3 a
pour sommet le point S(1; 1).

b. La tangente a la parabole au point S a pour équation
y=1
2. La parabole d'équation y = ax2 + bx + ¢, aveca # 0,

. . -b
a pour sommet le point S d'abscisse a"
a

Soit f la fonction définie par f(x) = ax2 +bx +c. f est
dérivable pour tout x réel et f’(x) = 2ax + b.

Donc latangente a la parabole d'équation y = ax2 + bx +¢

. -b . .
en son sommet d'abscisse g a pour coefficient directeur
a

f’(;—b) = 0. La tangente est donc bien horizontale.
a

Chapitre 3. Dérivation
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y=-x>+6x-2

3_ ------- d
1 4 H
T : T T T
O 1 X
y=x2+2x 7
=x2+2
2. Aiy)e C NGy iV T X TN
—x2+6x—2

-2x+1=0

o
—x2+2x
b
o
=3

3. Posons f(x) =x%+ 2x et g(x) =
o f'(xX)=2x+2 donc f'(1)=4.

e g’'(X)=—2x+6 donc g’(1)=4.
Les tangentes en A aux courbes C; et C, ont méme
coefficient directeur ; elles sont donc confondues.

Ou:

1.

—x2+6x-2.

2. Aestun point d'intersection de €, et €, signifie que

les coordonnées de A vérifient le systeme

y=x2+2x y=x2+2x
=
y=—x>+6x-2 x2+2x=-x>+6x-2

y=x%+2x {x=1
(=4 (=4
2x-12=0 y=3

Le seul point d'intersection de € et 6, est A(1; 3).

3. Soit f la fonction définie par f(x)=x2+2x et
dérivable pour tout x réel.

f(x) = 2x+ 2 donc (1) = 4.

De méme g est la fonction définie par g(x) =
et dérivable pour tout x réel.
g’'(x)=-2x+6doncg’(1)=4.

Les tangentes au point A(1; 3) aux courbes ¢, et ¢, ont

-X24+6x-2

méme coefficient directeur g’(1) = f’(1) = 4 donc elles
sont confondues.

w0 )
(enm)
100
84 t----mmm-- A
10
t(ens)
T T T T T T
o 1 2 3 4 5 &6

v(0)=40m-s7!,v(2)=24m-s",
En A, latangente a la courbe a pour coefficient directeur
16m-s!.

@ YA

x2-3x+6

r= x-1

<Y

y=-3x-6




1. f est définie pour tout x # 1.
2. A(0;-6)carf(0)=— 6.
x2-2x-3

3. f estdérivable pourtout x # letf’(x) =
(x =172

doncf’(0) =-3.
La tangente T, a pour équation y = —3x — 6.

4x2

x =1
Six<1etx=0,f(x)<-3x-6donclacourbe est en
dessous de sa tangente en A.

4. f(x)-(-3x—6)=

Six> 1, f(x) > - 3x -6 donc la courbe est au-dessus de
sa tangente en A.

x =0 correspond au point d'intersection de la courbe et
de sa tangente.

1. T:y=x-2.

2. En développant (x - 1) (x2 + x — 2), on trouve aprés

simplification x3 - 3x + 2.

3. f)-(x=2)=x3-3x+2=(x-1) (X2 +x-2)
=x-12(x+2).

- Six<-2,f(x)—(x-2) <0, lacourbe est en dessous de

latangenteT.

e Six>—2f(x)—(x—2)>0,lacourbe est au-dessus de

latangenteT.

2. Six> % % est au-dessus de .
Six< % % est en dessous deT.

2 s .
X= 3 correspond au point d'intersection de la courbe et

de sa tangente.

[ire = (-3 100

K2-E~[I1D

Elo =fonchion_aerves(!)
[ Suecess
R T
- e
W B 10

$ L 2-[-2" K45}
3 2
[ ¥ -6-"x'+10)

Hs:n‘rphhrn:gf:j - dAN)

@ 1. A linstant t en minutes, le rayon de la plaque
estr(t) =25+ 0,05t.

L'aire de la plaque est donnée par

a) = x (r@®)* = m(25+ 0,05t)

2. Lorsque le diametre est de 52 mm, le rayon est
r(t) =26 mm donc t =20 min.

La vitesse instantanée d'augmentation de laire est
donnée par a’(t) = x 0,1x (25 + 0,05t)

Pourt = 20, on obtient a’(20) = 8,2 mm?2 - min~".

Posons f(x) = 2x2 - 3x+ 1 et g(x) = x2 - 3x + 2.
f(1) = 0, g(1) = 0 donc P et P’ passent par le point
A(1;0).

o f'(X)=4x-3doncf(1)=1;

e g'(x)=2x-3doncg’(1)=-1.

La tangente T en A a P a pour coefficient directeur 1;
donc le point B(2; 1) est aussi sur la tangente T.
Latangente T’ en A a P” a pour coefficient directeur—1;
donc le point C(2; - 1) estsurT’.

AB2=2,AC?=2 et BC2=4.

Comme BC2 = AB2 + ACZ, ABC est un triangle rectangle
en A. Par suite, T et T” sont orthogonales.

1. unon;vnon;foui.

2. (A) vrai; (B) Faux voir 1 pour un contre-exemple.

67 1. Vrai
2. Faux.f(x)=2x3+x2+4x +5 convient aussi.

3. Pour que la courbe représentative de la fonction f
dérivable sur R, admette pour tangente en son point
d‘abscisse 0 la droite d’équation y = 4x - 5 il suffit que
f(x)=2x3 - 4x +5.

Travail personnel

Pour les exercices a| 89 : voir corrigés en fin de

manuel.

APPROFONDISSEMENT

1. En utilisant les résultats obtenus au chapitre 2,
on obtient les tableaux de variation suivants :

| -3
pefactariser (10-(0i3) (-3 1)) X — 0 + oo
| 53 +oo + oo
| i Gexe 10 f(x) \ /
[efresoure (Nx)-(a(3)" (-3 13)0.1) 1
-' <3 ] x |- i oo
A . oy T + ° + o
1. Le colt marginal de la n-ieme unité est gx) \ /
f(n+1)—f(n) 0
2. n+1-n =T1donc le taux de variation entrenet n+ 1 X — 2 + o0
fin+ 17— f(n) 3
est——— = =f"(n
1 (n) b / \
Donc f(n+1)—f(n) = f'(n). too g
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2. a. f(1)=2,g(1)=2eth(1)=2doncA(1; 2) est bien
un point commun aux trois courbes.

b. f(x)=2x,9’"(X)=x+1,h"(x)=-2x+4.

f'(1)=g’(1) =h’(1) = 2. On en déduit que les tangentes
en A aux courbes C;, C, et C5 ont le méme coefficient
directeur 2, donc les trois courbes admettent la méme
tangente en A.

3. Une équation de T est: y =2 + 2(x - 1), soit encore
y=2x.

e f(x) - 2x=(x- 1) comme f(x) - 2x = 0 pour tout x,
C, estau-dessusdeT.

e g(x) - 2x= %(x - 1) comme g(x) - 2x = 0 pour
tout x, C, est au-dessus de T.

e h(x)-2x=(x-1)% comme h(x) - 2x < 0 pour tout X,
C;estendessousdeT.

4,

N
-

Y

r
, 1 15

5.ef (x)=1<:>x=5. En EZ , C; admet une tangente
T p . 3

parallele a y = x d'équation y = x + 7

1
e g(x)=1< x=0.En (OE) C, admet une tangente

paralléle a y = x d'équation y = x + 3

s h'(X)=1x= % En @;%},Q admet une tangente

paralléle a y = x d'équation y = x + 7
Voir figure ci-dessus pour la suite de la réponse.

@ 1. Conjecture : on peut tracer deux tangentes a ‘6
passantparS(2;-1).

2. Pour tout a réel, la tangente a € passant par le
point A(a; a?) a pour équation y = 2a(x — a) + a2 soit
y =2ax —a?.

3. Le point S appartient a la tangente a € en A si et
seulement les coordonnées de S vérifient I'équation
y =2ax —a? .

D'ou l'équation—1=4a—-a? < a?—4a—1=0
o@-27=5ea=2-50ua=2+15.

Conclusion : les tangentes a ¢ aux points d'abscisses
2-V5et2++5 passent par le point S(2; - 1).

a a L ax 2a
1. y——=-— (x-xp) Cest-a-direy =——+—.
Xg X X

0 0 %o
ao  2a s
2. a. f=-—+— clesta-dire Bx§ —2ax, +aa=0,
Xg %o

I'inconnue étant x, et I'équation est a résoudre dans R*
carxy,#0.

b. Le discriminant est A =4a? - 4aaf3=4a(a- o), a> 0.
e Sia< off(& A<0),iln"yadonc pas de tangente issue

dePa(H,).

eSia= off (& A= 0), il y a une seule solution
v=20_9_,

28 8

e Siaf<a(e A>0),ilyadeuxvaleurs distinctes de x,,
solutions, donc deux tangentes a H, issues de P.

a

c a=off & f=—<PestsurH,.
o

Danslecasou ofi<a:

o o> 0,aﬂ<a<:>ﬂ<g<:>Pesten dessous de H, et
dans le demi-plan de fz)ntiére (Oy) situé a droite de
©y);

e o< 0,0([3<a<:>/3>g<:>Pest au-dessus de H, et

dans le demi-plan de frontiere (Oy) situé a gauche de

(Cy);

e =0, P estsur (Oy) etil ya deux tangentes issues de

PaH,

Remarque : ceci est aussi vrai pour tout point P de (Ox).

Conclusion :

e Lensemble des points P dou on peut mener une

seule tangente a H, estH,.

e Lensemble des points P d'ou on peut mener deux

tangentes distinctes a H, est la partie du plan comprise

entre les deux branches d’hyperbole (partie non

hachurée) sans I'hyperbole.
v

|Z| Région du plan ou il n'y a pas de tangente a H, issue de P.



1. Format de la couverture: 1,458 ; format d’une
feuille A4:1,414.

2. a. Si0<xS1,f(x)=l;six>1,f(x)=x.
X

0 1

3. a. f n'est pas dérivable en 1, elle va admettre une
dérivée a droite et une dérivée a gauche.

b. Sur [1; 2], f(x) = x= d(x) ; donc d est dérivable sur
[1;2]letVxe [1;2],d(x)=1doncd’(T)=1.

Une équation de T, est y - 1 = 1(x — 1), ou encore
y=x+1.

c. Sur[0,3; 1], g(x)=f(x)=—; donc g est dérivable

1
X
sur[0,3;1]etVxe [0,3;1],9'(x) = ——2doncg’(1) =-1.
X

Une équation de Tg est:y—-1=-1(xx-1), ou encore
y=-x+1.

d. Les droites T, et Ty ne coincidant pas, f n'est pas
dérivableen 1.

On dira néanmoins que f est dérivable a droite en 1 de
dérivée f(1) = 1 eta gauche en 1 de dérivée f (1) = —1.

@ 1. Pour tout x = —g, 3x +4 = 0.Lafonctionf les
mémes variations que la fonction x - 3x + 4.

f est strictement croissante pour tout x = —g.

3. a. u est dérivable comme produit de fonctions
dérivables sur | et on obtient

u’(x) =2 xf(x)x f’(x) pour tout x € .
b. Pour tout x € /, u(x) = 3x + 4 doncu’(x) = 3.

Ainsif’(x) = 3 3 pour tout x €
2f(x) 2\3x + 4 '

La tangente a 6 au point d’abscisse 0 a pour coefficient
. , 3 . .
directeur f’(0) = 2 et passe par le point de coordonnée

3
(0;2);elle apour équation y = ZX + 2.

YA
6-

1. a. Pouraeta+ h appartenanta D et hnon nul,
1 1

fa+h—f(a) _u@+h) u@)

h h
_( u(a) __u@+h )xl
“\u@xu@+h u@xu@+hl h

_ 1 X(u(a)—u(a+h))
u(a)x u(a+ h) h
u(a) — u(a+ h)
h

b. u est dérivable en dérivable en a et

tend vers —u’(a) quand h tend vers 0.

De plus, u(a + h) tend vers u(a) quand h tend vers 0.

fla+h-fla tend vers —u'(a)
h (u(a)?

-u’(a)

(u(a)?’

Conclusion: la fonction f est dérivable sur D et

Foy = —U0)

(u(x))?

2. Avec les hypotheses de la propriété 7, il vient d'aprés

quand h tend vers 0

ainsif’(a) =

pour tout x de D.

1. que pour tout x de D, f définie par f(x) = 1 est
V/(x) v(x)
(vx)?

u(x)

1
La fonction définie par——= = u(x) x —— sur D est alors un
v(x) v(X)

dérivable et f’(x) = —

produit de deux fonctions dérivables sur D et sa dérivée est

W0 X —— —u(x —L 0 W) X V00 — k)X v(X)
v(x) (v(x)) V)2

pour tout x de D.

96 | On cherche une fonction f dérivable sur R dont
I'expression est de la forme f(x) = ax3 + bx2 + cx + d.

A (0;0) appartient a ‘6 donne d = 0.
Donc f(x) = ax3 + bx? + cx.
B (3; - 3) appartient a ‘6 donne —3 = 27a + 9b + 3¢

Le coefficient directeur de la tangente en A a € est
donné par f’(0) = ¢ et le coefficient directeur de (AC)
est5;il vientalorsc = 5.

Le coefficient directeur de la tangente en B a C est
donné parf’(3) = 27a + 6b + c et le coefficient directeur
de (BD) est 2; il vient alors 27a + 6b + ¢ = 2.

On peut, par exemple, résoudre le systéme obtenu avec
Xcasfr.

;-_',{,-.-.-,:L.:-;.-|.a.-.".-|.-.'-:~-: ITasED+ 5] [ B)

[ 51

La fonction f définie par f(x) = x3 —5x2 +5x est la

seule fonction dont l'expression est de la forme
f(x) = ax3 + bx? + cx + d qui vérifie les contraintes.

Chapitre 3. Dérivation
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97 | 1. Le volume en litres d'une sphére de rayon R est

§RR3 ou R est en décimetres. A l'instant t, le volume de

I'air contenu par le ballon est égal au volume d‘air
st . 4
débité par la pompe en t minutes donc gnR(t)3 =190t.

max—££xn~1607min
max 37190 3190 ! '

3. a. Si R est dérivable sur [0; t.,] t — R()? est
dérivable comme produit de deux fonctions dérivables
et t — R(t)® = R(t)2 x R(t) l'est aussi pour les mémes
raisons.

En reprenant le résultat de I'exercice , on trouve
/(t) = 3R(O2R’ ().

b. £(t) = 1940t _ 285t

4 R3
2.t =—

,doncf’(t) = @

21
c. En identifiant les résultats des questions a et b, on
trouve :
3R(t)R(t)? = @ clest-a-dire R'(t) = 285 .

2 6TR(t)?
d.t — R(t) est une fonction croissante positive
lorsqu’on gonfle le ballon, donc t — R(t)? est croissante.

1

61 R(t)?

décroissante, donc R’ est une fonction décroissante du

On en déduit que t — est une fonction

rayon.

A. Méthode des rectangles

1.

10 1A3B3 4 5 g 7%

2. Laire du petit rectangle est (b — a)a?.

L'aire du grand rectangle est (b — a)b2.

Donc on obtient (b — a)a? < Aire < (b — a)b?.

La longueur de I'encadrement est
(b-a)b?—(b-aa®=b-a(b?-a?)=0b-a’b+a).
3. Poura=1etb=3,
B-Nx1P=2<Aire<(3-1)x32=18.

La longueur de I'encadrement est 18 —2 = 16.

B. Méthode des trapézes

1. Pour tout m réel, le point de P d'abscisse m a pour
coordonnées (m ; m?).

Le coefficient directeur de la tangente a P au point
d’abscisse m est 2m donc la tangente a pour équation
y =2m(x —m)+ m? soity = 2mx — m2.

Pour tout m réel et tout réel x,

x2—(2mx —m?)= (x —m)2 =0 donc la courbe P est
au-dessus de cette tangente.

2. a. laire du trapeze AGHB est (b — a) x

b2+a2)

b. Pardécoupageetrecollement, le petit triangle rectangle
d’hypoténuse CF a la méme aire que le petit triangle
rectangle d’hypoténuse FD.
Donc le trapéze ABDC a la méme aire que le rectangle de
base [AB] et de hauteur [EF].

c. F estle milieu de [CD]. Donc F(a er b ; (a+ b)z) ainsi
I'aire de ABDC est @ J;b)z X (b-a).

d. Laire du trapéze ABHG est donnée par

M X (b-a).
Ontrouvealors@x(b—a)sAsMx(b—a);

la longueur de cet encadrement est alors

2 2 2
("zﬂx(b—a)—(‘”b) X (b—a)
2 2 _ 42 _ _h2
=(b_a)(2a +2b Z 2ab b)
_b-ab-a? (b-a)
- 4 T4

e. Poura=1etb=3,onobtient8 <A <10 quiapour
longueur 2.
Cet encadrement est plus fin que l'autre.

C. Algorithme et programmation
a. Pour les rectangles

variables a, b, PR, GR, k du type nombre
Début
PR prend la valeur 0 ;
GR prend la valeur 0 ;
pour k de 1 jusque 10 faire
aprend lavaleur1+0,22x(k-1);
b prendlavaleur1+0,2xk;
PR prend la valeur PR+ (b -a) x a?;
GR prend la valeur GR + (b-a) x b?;
Finpour;
Afficher (PR=< A< GR) ;
Fin



b. Pour les trapézes

variables g, b, PT, GT, k du type nombre
Début
PT prend la valeur 0 ;
GT prend la valeur 0 ;
pour k de 1 jusque 10 faire
aprend lavaleur1+0,2x (k-1);
b prend la valeur 1+ 0,2 x k;
(@ +b)?
4

x(b-a);

(a% +b2)

PT prend la valeur PT +

GTprendlavaleur GT+ x(b-a);

Finpour ;
Afficher (PT S A<GT) ;

c. Lesrectangles avec Xcasfr
PR GR1=0i)

salsi
ECart

poue k
e 1s (k-1
Bi=l+feeart;
PRrwPRS [h-a] *at1;
ahr=gie [b-a) "B 1;
Epiear

*eERrL)

afficher ("l'alre ese compriss eatee “ravall (FR)+~ et "eevalf (GR) ) 4}

Les trapézes avec Xcasfr
FIi=0y

FTI=0y
salpbr b foam);
ecaezi® [3-11 foby_fads;

Eode 1 jusmes mb fois Taiee
(=1} "esart;

E*poart
e | [ath] 4 * [E-m
FTI=OTs | [aTSaT) L2)* (k-a) |
Epiviin |
afficher ("L sire sot comgriss sstre = sewalf (FT)+° st “revalf (6Ti);
C
Posonsf(x):ax+b+—1.
X_
- c
fest dérivable sur R\{1} etf’(x)=a— 5
(x=1

«y =f(x) passe par A(3; 2) » signifie f(3) = 2.

« La courbe admet en A une tangente horizontale »
signifie f’(3) = 0.

« La courbe admet en B(2; f(2)) une tangente parallele
a la droite y = 3x + 2 » signifie f’(2) = 3.

1
3a+b+—-c=2
2
On obtient donc le systeme a-— % =0
a-c=3.
c=4a
Ce qui est équivalent a —-3a=3
b=2-3a- lc
2

donca=-1,b=7etc=-4.

100| Pour tout a réel non nul, la tangente a I'hyperbole

. . . 1 2
en A d'abscisse a a pour équation y = X+
a a

Cette tangente coupe l'axe des abscisses en B(2a; 0) et
I'axe des ordonnées en C(0; —).

a
L'aire du triangle OBC quand A décrit H est égale a

O0BxOC _,
— =

101| Pour tout a réel non nul, la tangente a la parabole
au point d’abscisse a a pour équation y = 2a(x — a) + a2.

N . , . 1
La tangente a la parabole au point d’abscisse —— a pour
a
. . 2 1 1
équationy = ——(x +—|+—
a al a
En utilisant par exemple la commande résoudre de Xcasftr :

Aresoupdefy=2a-a a2 =-0al (o L 1a2 Lyl

F]
(L jof-a" w1}, 4
2-a

Le point E intersection de ces deux droites a pour

coordonnées (a ;—1) donc E appartient a la droite

2a
d'équationy = —1.
Montrons qu'il la décrit intégralement.
SoitbunréeltelqueE(b; — 1)
— 2_ _ _p)2 2
1:b®a 2ab 120@(a b) =1+b
2a 2a 2a 2a

o a=b+\1+b2 oua=b—1+b2
a2 -1

Donc il existe a réel non nul tel que b= g
a

@ Le train est représenté par le point T de coordon-
née (t; t2).

Le point M (1; 0) appartient a la tangente a la parabole
d’équation y = x2 au point d’abscisse t.

Le coefficient directeur de la tangente est donné par le
nombre dérivé en t soit 2t et on cherche pour quelle(s)

valeur(s) de t il est égal au coefficient directeur de la
2

Lt
droite (MT) pourt # 1soit P
.2 ) .
D'ou P = 2t qui a pour solutiont =0out = 2.
t =0 correspond au train qui est a la gare.

Lorsque le train est au point de coordonné (2 ; 4), ses phares
éclairent directement la maison. Il est alors a une distance

d=4(2- 1)2 +(4-0)2 =17 = 4,12 km de la maison.

Chapitre 3. Dérivation
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y
26\ B
MO
y=x>+25
y=18 A
[IRE »
T TTTT le————m—1
-5 0 5 d=7 12 x

On trace la parabole déquation y = — x2 + 25 sur [- 5 ; 5]
et par le point B(0 ; 26), on méne la tangente a I'arc de
parabole situé dans le demi-plan de frontiere (Oy), a
droite de (Oy). Cette tangente coupe la droite
d'‘équation y = 1,8 au point A dont I'abscisse par lecture
graphique est égale a 12, ce quidonned=7m.

b. Dans le repére (O; i ]’) (cf. schéma), B(0 ; 26) et
A(1,80;d + 5).

La distance minimale ou peut se placer Alexis pour voir le
haut du baton correspond a la position du point A telle
que la droite (AB) soit tangente a la parabole en M,
Appelons (x, ; y,) les coordonnées de M,,. Une équation
de la tangente en M, est :

Y =Yg — 2Xy(X — X) soit encore

Y =—x§ +25—2xox +2x3 = x§ +25 - 2xyX.

Cette tangente passera par B(0 ; 26) si et seulement si
26 = x3, soitxo=10ux,=-1.

Dans ce cas de figure, on choisit x, = 1. La droite (AB)
aura donc pour équation y = 26 - 2x.

On obtient alors d= 7,1m en écrivant que les
coordonnées de A vérifient 1,8 =26 - 2(d + 5).



Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

M) F-n=0

f(2)=-2
£(0)=2
f(1)=0
@ a. f est dérivable surR etf’(x) = 3x2 - 6x + 4.
3
b. f est dérivable sur]0;+ o[ etf’(x) = ——.
] [etf’(x) x

c. f estdérivable sur]—oco;0[U]0;+oo[ etf’(x) = —iz + 4.
X

d. f estdérivable sur]—oo;—3[U]—3;+o[ etf’(x) =
@ 1. a. Non

b. h(-3)= h(0)

c. h(3) < h(4)

d. Non

(x+3)?%

2. Surl'intervalle [- 3 ; 5], h admet pour minimum - 1 atteint pour x = 1.

3. hadmet pour maximum 5 atteint pour x=-3 oux=>5sur[-3;5].

@ a. f(x) = x(x — 1)(x — 2) : la forme factorisée.
2
b. f(x)= M
(X +1)2

Activité 1. Dérivée et variation avec GeoGebra

1. c¢. f’(a)est le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse a.

2. f'(0)=6;f"(2=42;f"(4) =102

3. a.i. f(ay=0poura=-3,41oua=-0,59.
ii. f'(a)>0poura<-3,41oua>-0,59.

iii. f'(a) <O pour—3,41<a<-0,59.

b. | x —o0 -3,41 -0,59

Signe de f’(x) + 0 - 0
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C [x — oo -3,41 -0,59 +o0
Signe de f’(x) + 0 - 0 +

~ 6,66
Variations de f / \ /
~—4,66

d. Les variations de f sont déduites du signe de sa dérivée f".

4. Voir activité 2.
Al Pour aller plus loin

a. f est dérivable comme fonction polynéme définie sur R.
b. Lordonnée du point M peut étre lue grace a la courbe I mais c'est aussi la pente de la tangente a ¢ au point A.

¢. Surunintervalle ol la courbe T" est en dessous de I'axe des abscisses, la fonction f est décroissante.

Activité 2. Dérivée et sens de variation

1. [x 0 2 4
fa | -2 | o 2

2. f(0)<0etf'(4)>0;le signe de f(a) est celui du coefficient directeur de la tangente.

3.|a -2,5 -2 -0,5 1 3 4,6
f'(a) >0 >0 <0 <0 >0 >0

4. a. e f(a)>0pourac[-3;-1[uU]2;5],
o f'(a)<Opouracl-1;2L

b.| a -3 -1 2 5
f’(a) + 0 - 0 +
5. a.|a -3 -1 2
4 55

b. Sif’(a) > 0 sur un intervalle, f semble strictement croissante sur cet intervalle car les tangentes ont des coefficients
directeurs positifs.
Si f’(a) < 0 sur un intervalle, f semble strictement décroissante sur cet intervalle car les tangentes ont des coefficients
directeurs négatifs.

6. | x — oo 2 6 + o0

Activité 3. Extremum et dérivée

A. 1. a. Premiéere courbe : maximum pour a = 1, minimum global pour a = - 2.

Deuxiéme courbe : maximum pour a = 0, minimum pour a = 4 (on ne tient pas compte des extrema locaux).
Pour toutes ces valeurs de g, le nombre dérivé semble nul.

b. Sila courbe d’'une fonction fadmet un extremum global en g, alors f’(a) = 0.

2. a.etb. La conjecture ne fonctionne pas pour les extrema situés aux extrémités de la courbe, par exemple sur la
premiére figure le minimum est atteint en x = — 3 et le nombre dérivé en ce point vaut environ 3.



B. 1. Laréciproque serait : si f'(a) = 0 alors la courbe admet un extremum au point d'abscisse a.

2. Premier contre-exemple : les cas de la question 2. a. Deuxieme contre-exemple : on peut avoir un extremum local ;
dans la premiére figure de la question 1, la courbe admet un minimum local en x = 3 (avec un nombre dérivé nul).
Troisiéme contre-exemple : f(x) = x3, f'(x) = 3x2 donc ’(0) = 0 mais le point O n'est ni un maximum, ni un minimum
pour la courbe de f.

TP1. Un volume maximal

2. Conjecture : le volume maximal semble étre 32 cm3 Le point M de [AB] est tel que AM =4 cm.

B. 1. V(x) = AM x AN X AP,
orAM=AN=xetAP=6-EP =6 -xdou
V(x) = x2(6 — X) = — x3 + 6x2.

2. V'=-3x2412x=-3x(x - 4).

3.et4. |x 0 4 6
V'(x) |0 + 0 -

5. Le volume est maximal pour x = 4 et vaut alors 32 cm3.

6. Vix) A
30|
1710 |

du volume -
du cube

5

T T T T T T
0 1 a 4 b 6

=Y

7. Volume du cube = 63 = 216 cm3, tracons la droite déquation y = 21,6. Par lecture graphique :a=2,4 et b=5,2.
V(x) sera supérieur ou égal a 21,6 cm3 pour 2,4 < x < 5,2 environ.

Al Pour aller plus loin

D’aprés la question B. 3, on sait que

x |0 4 6
voolo + o -

Le volume du cube est 216 cm3.

Donc I'équation V(x) = 21,6 posséde deux solutions dans [0 ; 6]
En effet V est strictement croissante et sans rupture sur [0 ; 4] et V(0) < 21,6 < V(4).
Ainsi V(x) = 21,6 possede une solution dans [0 ; 4].

De méme V est strictement décroissante et sans rupture sur [4; 6] et V(4) = 21,6 = V(6) ainsi V(x) = 21,6 posséde une
solution dans [4; 6].
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Avec la calculatrice,

b |

2«31 20.388
.38 20.505

LR 20.62
2«4 20.136

239
[FoRM [EpIT E-CoH [G-FLT

La solution crde V(x) = 21,6 est = 2,39 & 10~2 prés dans l'intervalle [0 ; 4].

De méme,

" il

I 21,632
S.21 21443

Dl
[FORM EOIMP [EnTT E-CoH [GFLT

La solution 3 de V(x) = 21,6 est B = 5,2 a 1072 prés dans l'intervalle [4; 6].

On en déduit le tableau suivant :

x |0 a 4 B 6

fx) ; ;

On en déduit que pour tout x € [&; B], le volume V(x) est supérieur ou égal au dixieme du volume du cube.

TP2. Distance d'un point a une courbe

A. La distance DM est minimale lorsque M(1 ; 2).

B. 1. Pour tout x réel, DM = \/xz +(x2 —3x+4—1)2 =x* —6x3 +16x2 —18x +9.
2. a. Pour que d(x) soit minimale il faut que d’(x) = 0 car d est définie et dérivable sur R.

b. d est dérivable sur R.

|denver(x"4-6*x"3+18*x“2-1 8%+9,X)

4-)(3 -6-3-!2+ 16-2-x-18

|taclori5er(4‘):"3-n 3 W'2+16*2°x-18)

2-(x -1}-(2-x2 -7 «x+9)

Dol d’(x) = 4x3 —18x2 +32x — 18 = (x — N(4x2 — 14x +18).

3. 4x2 —14x +18 est un trinéme du second degré dont le discriminant est 142 —16 x 18 < 0.
Donc 4x? —14x +18 est du signe de 4 > 0.

Ainsi étudier le signe de d’(x) équivaut a étudier le signe de (x —1).

Et I'équation d’(x) = 0 n'a qu’une seule solution: x = 1.

D'ou :
X — oo 1 +oo
Signe de d’(x) - 0 +

Variations de d \ /
d(1)=2




D’aprés la propriété 8 page 56 du manuel, DM a les mémes variations que d.
Ainsi la distance DM est minimale lorsque d(x) est minimale, c'est-a-dire pour x = 1.
Le point M, qui réalise la distance minimale a pour coordonnées (1; f(1)) soit My(1 ; 2).

4. Le vecteur DM, G) est un vecteur directeur de la droite (DM).

1
Latangente T a P en M, a pour coefficient directeur f'(1) = —1. Donc un vecteur directeur de la tangente T est [_ J.
On remarque alors que T et (DM)) sont perpendiculaires.

TP3. Faire sauter les bouchons

. distance totale d
1. a. Nombre de voitures = - - =—
longueur de la voiture + écart 7

b. d=v.t,onprendt=3600sdoncd=3600v.
c. Débit = nombre de voitures par heure = % = 3 6?0‘/

d. D'aprés les données, € =L+ Cv? + tpv, en transférant cette donnée dans I'équation obtenue en ¢, on obtient la
formule de I'énoncé.

=130km.h"7=130000m.h",

or une heure vaut 3 600 s donc :

2. a. Vyan

130000, 1300
Vinax = m.s'=——m.h™".
3600 36
b. D(v) = __3000v sur [0; @] (dénominateur non nul).
0,07v2+v+4 36

3600(0,07v2 + v + 4)—(0,14v + 1) x 3600v
(0,07v2 +v + 4)?

14400 - 252v?

"~ (0,07v2 + v + 4)2

Le dénominateur étant strictement positif, le signe de D’(v) dépend du numérateur.

N(v) = 252(14 400 _ VZ) = 252(@ - v2)
252 7

{22

D'(v) =

v>0et £z7,56e[ ;@](@=ﬁ)d’ou:
J7 36 |\ 36 9
v 0 2 325
V7
D'(v) 0
o

s

avec a= 1749 et B~ 989.

c. Utilisation de la calculatrice par les éléves.

d. Le débit maximal est atteint pourv = 2o m . s, Cest-a-dire 22 x 2220 km _h-1 soit = km . h-' d'otiv= 27 km . h-".
V7 NSRS N
2 2
€ Vmax = 39*5 ’ D(%J = 989 (voitures)

90 km . h~1 correspond a 90 x ;3600

m.s™!, clest-a-dire 25 m.s ' or D(25) = 1 237.
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1237 — 989
L'augmentation de débit est de ——————— x 100 %, c'est-a-dire environ 25 %.

f. D est décroissante pour v > 27 km . h™1 (ce qui sur autoroute arrive assez souvent), donc moins on roule vite, plus le
débit est important.

TP4. Avec un logiciel de calcul formel

A. Il faut distinguer deux cas M € [AB) et M ¢ [AB).

Poura:%,AM=x>O,

1. SIMe[AB), BM =[x —1| et f(x)=(1+x2)(1+(x - 1?).
SiM ¢ [AB),BM = 1+ x et f(x) = (1+ x2)(1+ (x + )?).
2. siMe[AB)

Iﬂsupposn ns(x==0); i{x)=(1+02)" (1 +(x-1)'2);

(5, x_=>(+)-(14 (1)) )
I2lg:=fonction_derivee(t);

i/ Success
X 22 (1 C K 1)) K )20 X 1)
!gllactoriser(g(x)):

2e(2a%-1)= (xz -X+1)
resoudre(g(x)<0.x).

(x>=0) 8& (x<(%))

D'ou le tableau de variation de f:

0 1 .
X 2
Signe de f’(x) - 0 +
Variations de f \E /
16
SiM ¢ [AB),

1|supposons{x>=0); f{x):=(1+x"2)*(1+(x+1*2);

(%X -b(1+:¢2).(1+()<+ 1)2} )
q:=fonction_derivee(f);

/f Success

X 2 (1 C X)X Y e2e (X 41)
II-_’ factoriser(g(x)).

2-(2nx+1) -{x2+x+ 1)
la|resoudre(g(x)>0,x).

=0T

1(0):
[ 2

D'ou le tableau de variation de f:

X 0 +oo
Signe de f’(x) +

Variations de f /
2

3. Conclusion : lorsque M est au milieu de [AB], le produit (1+ AM2)(1+ BM?2) est minimal.
B. 1. SIM € [AB),BM = |x — 4| et f(x)=(1+x2)(1+ (x — 4)°)

SiM & [AB),BM = 4 + x et f(x) = (1+ x2)(1+ (x + 4)2).

SiM € [AB)




|1|5u pposons(x>=0); f{x}=(1+"2)*(1+(x-4)"2);

| (_x_>(e)-(eEa)) )
ﬂg::tonclion_aeriveem:
[l Success
"X 220 K14 X —4]2)+{1+' 1'23'2'(‘ x -4)
Blfactoriser(g(o):

4-(x-2)-0 4-x01)
E'resuudre(g(x)}ﬂ.x);

X —V€+2 A& (x<2), x=>(v3+2
simplifier(f{-sqri(3)+2)).

16
f(2).

25
| 16

D'ou le tableau de variation de f:

X 0 -3+2 2 V3+2 +oo
Signe de f’(x) - 0 + 0o - 0 +
17 25
Variations de f \ / \ /
16 16
SiM ¢ [AB),

[supposons{x==0}, () =(1+*2)"(1+(x+4)*2);

2 2
(X, x ->(1+x7)-(1 1-944] ) )
g:=fonction_derivee(f),
|l Success
Cx 2K (14 x‘+4}2)+{1 +* 1'2_)-2-(' X +4)
Blfactoriser(g(x)).

2
4-(042)-(+4-x41)

[dfresoudre(a(x)=0.%):

[x==0 |
f(0)
[ 17
X 0 +oo
Signe de f’(x) +

Variations de f /
17

2. Conclusion : le produit est minimal lorsque M a pour abscisse (- V34 2)ou V3+2.
C. 1. SiMe[AB), BM =[x — 2| et f(x) = (1+ x2)(1+ (x — 20)*)

siM ¢ [AB),BM = 2a + x et f(x) = (1+ x2)(1 + (x + 2a)?).

SiM e [AB)

[t]supposons(x==0), supposons(a>=0),

2 ¥
ﬁz)::ﬁ 2P (1 +(x+2%a)'2);
i Parsing f
i/ Warning: a, declared as global variable(s) compiling f
X —>g+12}-(1+!x+2-a?2) |G
a.=fonction_derivee(r),
ITF Warning: a, declared as global {s)

|‘:r ->2-'x‘.[1+{‘x‘+2-a)2]+(1+‘rzl-z-(‘r+2.al
1] Jrl N

lajfactoriser(g(x)).
4.E+x}-f2-a-x+x2+1l N
resoudre{g(x)>0.x);
([x==0 ] 1*@'5)2 ) y
f0);

| 112-a) N
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D'ou

X
Signe de f’(x)

Variations de f

SiM ¢ [AB),
[ifsupposons o0y, suppe

(x, a})
é!}?h HO2) (T (-2" a2y

| Parsing 1
i Warning: a, declared as global varable(s) compiling 1

x ->{1 +x2}-(1 +(x—2-a)2}
g.=fonction_derivee(f),
/ Warning: a, declared as global vanable(s)

X 2 (140 K Zea) (1 )2 K -z-a}

Q)
s
resoudre(g(x)=0.x);

Ia. -\/Ia2-1+a, \!a2-1+a ‘

simplifier{f{-sgqri{a"2-1)+a)).

aX)e(2e8oK-K -1)

4 -82
simplifier(f{sqri(a*2-1)+a)).
4.a°

a+ x = 0 pour tout x = 0 et pour touta = 0.

—x2 + 2ax — 1est un trindbme du second degré dont le discriminant est 4a2 — 4.

Sia > 1, Iéquation — x2 + 2ax — 1= 0 admet deux solutions —vaZ —1+a etVa2 —1+a.

Et:
X 0 -Ja2-1+a a Na?-1+a +00
Signe de f’(x) - 0 + 0 - +

1+ (2a)? a* +

Variations de f

/ 2a%2 +1
\402 \4

0
a2

—

Sia =1, I'4quation — x2 + 2ax — 1= 0 a une solution 1.

n—x2 +2ax — 1= 0 n'a pas de solution réelle.

X + oo

Signe de f’(x)

Variations de f

Sia <1, I'4quatio

X 0 +oo

Signe de f’(x)

0 +

1+ 4a?

\402

Variations de f

Conclusion :

Sia> 1, le point M qui rend le produit minimal a pour abscisse -va2 — 1+ a oua2 —1+a.

Sia <1, le point M rend le produit minimal a pour abscisse a.




TP5. Etudier une fonction rationnelle
1. Lalongueur MN est minimale lorsque I'abscisse de T est environ 0,7.

2. a. AT = AB et ABM et ATM sont deux triangles rectangles en B et T respectivement.

AM est I'hypoténuse des deux triangles donc d’apres le théoréme de Pythagore,

TM2 = AM2 - AT? = AM2 — AB2 = BM2 ainsi TM = BM = x.

b. De méme on montre que DN = NT =ydonc MN = x + y car M, T, N sont alignés.

c. Dans le triangle MCN rectangle en C, NC=1—y et MC=1- x donc d’aprés le théoréeme de Pythagore,
MN2=NC2+MC2 = (1-x)2 +(1— y)?

On obtient alors MN2 = (x + y)? = (1— x)2 + (1— y)> d'ou 2xy = 2 — 2x — 2y.

1—
Douy = X car0 < x <1donc1+ x # 0.
1+ x
241
DoncMN:x+y:X .
x+1

2
d. f(x)= Xi: définie et dérivable sur [0; 1], et
X

2 —
Fi(x) = X< +2x -1
(x +1)?

N(X) =x2+2x—1=(x+1)2 -2
=(x+1—x/5)(x+1+x/§).

Signe de N(x) :
X — oo “1-V2 0 J2-1 1
N(x) + 0o - - 0 + +

Variation de f:

X 0 2 -1 1

f 1\2ﬁ_2/1

TP6. La casserole la moins chére

Soit h la hauteur de la casserole, I'aire de la casserole est égale & : wr? + 2rrh.

h
Comme V=mr?h,ontireh = —.
nr2
. . ) s 2V
Donc l'aire de la casserole en fonction de r est égale a : tr® + —.
r
2V 2V
Posons f(r) = mr?2 + — alors f’(r) = 2nr — r3
r

23 - V)
=

. Pourosr<§/zf’(r)<0;
i

e Pourr = i/z, f'(rn=0.
T
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e Pourr > i/z, f'(r)>0.
T

D'ou le tableau de variation suivant :

r 0 3 K + oo
T
I
f'(n) - (l) +
3
f(r) iﬁ
T

) . . . .3V 4
La casserole la plus économique est celle dont I'aire est égale a N pourr=3—.
T

3[—

v 5 mrth T
r=3—&r’=——-or=hpourr>0.
T T

Dans la pratique, la hauteur de la casserole est supérieure a son rayon.

TP7. Algorithme de descente

A. 1. La fonction f utilisée a pour expression f (x) = x* —3x3 +2x2 - 5x + 4.

L.\

2. Le programme retourne la valeur 2.05916635343 qui semble étre la valeur pour laquelle la fonction admet un
minimum.

3. La4®ligne permet de réordonner x0 et x1 en les permutant si x0 > x1.

4. a. |variable état 1 état 2 état 3
x0 1 1
x1 3 n 37
4 16
g(x0) -6 -6
g(x1) 34 21,125
- T T LT
4 4 4\4 16
169 5721
g(xm) ry 1024

b. A la ligne 5, on vérifie que le nombre dérivé en x0 est négatif, que celui en x1 est positif et que les coefficients
directeur sont plus grands que eps = 107°.

On veut dont que la fonction fsoit décroissante au voisinage de x0, croissante au voisinage de x1 et que les tangentes
en x0 et x1 ne soient pas horizontales.

Il faut, pour que le programme fonctionne, une valeur de x0 choisie dans un intervalle ou la fonction f est décroissante
et une valeur de x1 choisie dans un intervalle ou la fonction f est croissante.

5. Alaligne 6, le programme regarde la plus forte pente entre celle de la tangente en x0 et celle de la tangente en x1.



Puisqu’on est entré dans la boucle « tantque », g(x0) < 0.

. 1 ) ) .
Sila pente la plus forte est en x0, on avance de 2 de la longueur de l'intervalle [x0 ; x1] a partir de x0 et on attribue cette
valeur a xm.

. 1 ) . .
Sila pente la plus forte est en x1, on recule de 2 de lalongueur de l'intervalle [x0 ; x1] a partir de x1 et on attribue cette
valeur a xm.

6. Onregarde la pente de la tangente au point d’abscisse xm si elle est positif, on remplace x1 par xm, s'il est négatif, on
remplace x0 par xm. On reste ainsi dans les conditions d’entrée dans la boucle.

7. Siles pentes des tangentes en x0 et x1 sont presque horizontales, le programme retourne la moyenne des valeurs x0
et x1. C'est une valeur approchée de la valeur pour laquelle la fonction fadmet un minimum.

salsle |x0) ;aalale (21} ;
f1:|:|:'-x:'-l-31"3-2!:‘2-Sx--lrg:=Enncr.mn__d.nr1wari:.:
B. epa:=10%=9;

sl x0>x) alors c:=xl; xl:=xd; xml:=e; fal;

tantque max|{abs(g{x0)}},abs(g(x1l}}}>epas et glud)>=0 et gixl]j<=0 faire
sl gix0}>==g(xl} alors xm:=xl+[174)% (xl=wl) jxinon smi=xl=1/4% (xl=-x0) ; foi;
si glxm}<0 alors xl:=xm sinon x0i=wmm;fsi;

{ tan e

si max{aba|g(x0}},aba(g(xl}}i<=epa alors afficher (evalf{{xl+xl)/2)) fsic;

Attention il faut alors choisir une autre fonction pour le tester.
Sans rien modifier, rechercher un maximum pour f équivaut a rechercher un minimum pour - f.

Exercices

SANS CRAYON ET SANS CALCULATRICE (11] cos? ¢ + sin? ¢ = 1 diod sin’ = > donc sin ¢ = 3
4 2

! 3
(X)=3x%2 +—— int=_Y2
@9() 2x ousint = >
@h’(")zws Orcost:—% ette[n;Zn]doncsint:—?.
, 1
@k(x)=j 12[EQ) = —2x~4+0x = +1x1=—1
X 4 12 3 6
@ f’(x) = 6x + 4 d'ouf’(x) = 0 a pour solution —%. @ EY)=-2xEX) =-4etV(V)=(- 2)2 V(X = 4,8.
5/(x-2(x+4)>0 xel—oo;—4[Ul2;+. ENTRAINEMENT
@gestdérivable pour tout xréel, et g’(x)= 9x2 +16 >0 @: La dérivée s'annule 3 fois pour x = - 3, x = 2 et
x=-4.
donc g est strictement croissante surR. , ,
2. f(-1)>0;f(3)<0.
(7 [a (x+3)@x—-D=2x2+5x-3; 3. F(-4) <0<f(=1);f(-5 <0< F(5).
b. @x=2(x-3)=2x* - 8x+6 15 | Voir le corrigé page 343 du manuel Math'x.
C 2x+3)(x+2)=2x2+7x+6
1. f estdéfinie sur]—oco; =1 U] —1;+oo[.
Soit f(x) = Vx +5x2 — 4x définie sur [0;+od[ et 2. On ne peut pas comparer f(- 3) et f(0).
dérivable sur ]0 ; + odf. f(4)>£(-0,5)

1 - .
f’'(x)= ——=+10x — 4 doncf’(1) = 6,5 est le coefficient On ne peut pas comparer f(-2) et f(3)
2Jx 3. f/(x)= 0 pourtout x €] —oo; —1[.
directeur de la tangente a la courbe déquation .
. De mémesur]—1;+ oo[.
y =~/x +5x2 — 4x au point A(1; 2).
17 | Voir le corrigé page 344 du manuel Math'x.

@ (AB) estorthogonalea (AC)enA<3x2-2xx=0

& x=3. 18 | 1 a pour dérivée d, fonction dérivable sur R*, il

faut une dérivée positive sur ]-oo; O[ et positive sur

(10[-2x+5y =0 10; + ool.

Chapitre 4. Sens de variation d'une fonction

71



72

2 a pour dérivée b, fonction dérivable sur R¥, il faut une
dérivée négative sur]- oo ; O[ et sur]0; + oo[.

3 a pour dérivée a, fonction dérivable sur R, il faut une
dérivée positive sur - ; O[, négative sur ]0; + o[ et
s‘annulant en 0.

Par élimination, 4 a pour dérivée c!

a. f'(x) =3x%

+ oo

f'(x) + 0 +
f //
b. f'(x)=6x-4.

2
X — 00 — + oo

3
£(x) - 0 +

3

Voir le corrigé page 344 du manuel Math'x.

@a. f(x)=—x%-2x2+5

f'(x)=—4x3 —4x =—4x(x2+1) or pour tout x réel,
x2+1>0donc f/(x) est du signe de — 4x d'ou

X — oo 0 + o0

f'(x)

T

X4
b. f(x):—7+4x2+2

f(x)

f'(x)=—2x3+8x=—2x(x+2)(x —2) d'ou:
X — o0 -2 0 2 + o0
/(%) - + 0 -
10 10
£(x) / \ 2/ \

,F/(x)>0surR-{}.

L2
@a.f(x)—(x_)z

X — oo 1 + oo
f’(x) + +

b. f'(x) = 32

X — oo 0

f'(x) + - +

@a. f’

(x) = x2+2x—3:(x+1)(x—3)

(x=17 (x=1?

X —

oo -1 1

(%)

- 0 4+

f /_5\

~

-2(x-2)2x+1)

b. f'(x) = o112
X —l 2
2
f(x) - + 0 -
0 \
.a F1(x0) = _6@x-3
(x% - x+3)
X —oo 1,5 + oo
f'(x) - (:) +
(X) \—6
on o2 (2x=4) -1
b. f/(x)=2 (2x—4)2_2 x4y
- (2x-3)(2x-5)
(2x — 4)?
3 5
X — 2 -
2 2
/(x) + 0o - 0
5
on 1 2 _2x2+8x+7
(s ro0=1 x +472  2(x+2)7?
X |ee ZASN2 5 caxD
2 2
f'(x) + -1l - 0 +
-2 \ /
f
0 / \ 5
(5x2 - 1)
b. f'(x)= pour tout x > 0.
2
D'ou Vx
X 0 ﬁ 4 oo
5
F(x) - -0 N
m




i

m= f(?s) =-0,535.

Voir le corrigé page 344 du manuel Math'x.

@ a. En utilisant les résultats du chapitre 1:

3

X — o0 — + oo
4

o0 \é/
8

b. Pour tout x# 4,

3
f =2
(X) +

Doncf(x)=2+3 X 1 avec u(x)=4— x.
u(x)

fx) / /

a. On étudieunf(x) =vx2 —2x +3 =+u(x) avec
u(x)=x2-2x+3.

Pour tout x réel, u(x) > 0.

D'ou

X

— oo 1 +oo
u(x)=x2-2x+3 \ /
2
fi
) \ﬁ/

b. La fonction racine carrée est strictement croissante
sur[0 ;+ oo[donclafonctionf définie parf(x) = 2/x +3
est strictement croissante sur [0 ; + oo[.

1. a. et b. Sur I'écran de la calculatrice, la courbe
semble correspondre a une fonction strictement crois-

1 3
sante sur [—2; E} et sur [5, 4], elle semble constante

3
sur|—;—|.
2 2

2. a. f'(x)=3x2 —6x+?—§;f’(x) =0,A=1dou

i =3x-2x-2
f(x)—3(x 6)(X 6)'

On obtient le tableau de variation suivant :

X -2 +4

ol o

f'(x) +

fa/\c/

103 109 107 111
a=———,b=—,c=—etd=—.
4 108 108 4
b. Les valeurs des extrema locaux étant trés proches,

elles n"apparaissent pas a I'écran.

+

S|o| onlwn

d

c. Pour «voir» les extrema locaux, on peut choisir
Ymin = Olglymaxz 11

Voir le corrigé page 344 du manuel Math'x.

(31/1.a.2; b1; c0; d1; e3.
m -0 -8 -1 0 2 +oo
Nombre de solutions 3 1T 2 3123

@1. e oxe ]-8;3[carf(-8)xf(-3)<0.

e fe1-3;0[carf(-3)xf(0)<O.

Lexistence de o et B ne peut étre correctement justifiée
qu'en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires
qui est au programme de terminale.

2. |x -8 o B 10
f(x) - 0 + 0 -

@ 1. g =3x2-12

D'ou

X —oo -2 2 + oo

g'(x) + 0 - 0 +

| TN

2. a. g(-5)=-65etg(2)=-16.

Donc, pour tout x € [-5;2], —65 < g(x) < 16.
b. g(5)=65etg(-2)=16.

Donc pour tout x € [-2;5], —16 =< g(x) < 65.

3. Pour m e [-65;—-16[ U116 ; 65], I'équation g(x) = m
admet exactement 1 solution.

1. Pour tout x réel, f’(x) = x3 + 3x2 — 4.

De plus (x — D(x +2)* = (x = D(x2 + 4x + 4)
=x34+3x2-4=f"(x).

Donc f/(x) = (x = D(x + 2)2.

2. Pour tout x réel, (x +2)2 = 0 donc étudier le signe

de f’(x) revient a étudier le signe de x - 1.

Chapitre 4. Sens de variation d’une fonction 73
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D'ou

X — o0

1
f'(x) - (:) +

f(x) \_3/
4

3. f(- 4) = 18 et f(4) = 114 donc Iéquation f(x) = 0 a
exactement 2 solutions : une dans l'intervalle [- 4; 1],
une dans l'intervalle [1; 4].

3 . ,
4. Pour tout m < e I'équation f(x) = m n‘a pas de
solutions.

3, . .
Pourm=- 7 I'équation f(x) = m a une seule solution.

3., . .
Pourm > - 7 I'¢quation f(x) = m a deux solutions : une

plus petite que 1 et une plus grande que 1.

@ 1. a. f est dérivable sur R comme fonction poly-
néme et f'(x) = 3x2 — 6x = 3x(x — 2).

D'ou:
X —oo 0 2 +oo
f'(x) + 0 - 0 +

10 /2\—2/

b. f(- 20) = -9 198 et (30) = 24 302.

c. Pour tout x €[-20; 0], f est strictement croissante
etf(—20) <0< f(0).

Pour tout x €[0;2],f est strictement décroissante et
f(2)<0<f(0).

Pour tout x €[2;30],f est strictement croissante et
f(2) <0< f(30).

Donc I'équation f(x) = 0 possede 3 solutions une dans
[-20;0[, une dans [0; 2] et une dans ]2 ; 30].

2. a. Lorsquef(b)xf(a) <0, f(b) etf(a)sontde signe
contraires.

b. a+b

estlamoyennedea etb ; cest « le milieudea

etb ».

c. Cetalgorithme recherche les solutions de I'équation
f(x) = 0 en prenant en entrée deux valeurs, a et b telle
que f(a) et f(b) soient de signes contraires ce qui assure
que pour une fonction polyndome qui est définie pour
tout x réel, une solution existe.

d. Voir sur le site www.didiermathx.com

e. Poura=-20etb =30, Xcasfr nous retourne :
a=2,73204922676 et b =2,73205518723.

Pour a=-20et b =3, Xcas nous retourne :
a=-0,732052564621et b =-0,732047080994.

Pour a = 0 et b = 3 le programme n'affiche rien, il ne
trouve pas la solution car f(3) = f(0) = 2. La condition
f(b) x f(a) < 0 n'est pas vérifiée.

f. Pour s'assurer de trouver la solution voulue, il faut lui
donner des valeurs de a et b telles que [a; b] soit un
intervalle sur lequel, la fonction f est monotone et
contenant la solution c'est-a-dire tel que (b) x f(a) < 0.

A. Avec la calculatrice
T (W1==-3K=-5+(2X+8) (K2 +]

n=0.6 Y=-0.0352941 116

2, Par lecture graphique, 0 est I'arrondi par défaut a
I'unité de la solution de f(x) = 0.
3.

b1 ¥

0.4 |.3862
0.5 0.1
0.6 -0.035

B -0.191 8.7
[Forr (W P [E0TT E-tl}HIE-F.'LT

La solution de f(x) =0a 0,1 prés par défaut est 0,5.

4. A ¥l

0.51 0. 886
0.58 0. 1142
0.59 0.0335

A -0.035 a.6
EEEIDEL JROL JETE |s--:-:-ﬂ|-5-|;u

La solution de f(x) =0 a 0,01 prés par défaut est 0,59.

B. Algorithme
1. Pour que deux antécédents encadrent la solution il
faut que leurs images soient de signes contraires.

2.
VARIABLES : X0, k nombres

ENTREES : saisir x0
TRAITEMENT :
Pour k de 1 jusque 8 faire
Si f(x0) = 0 alors
Tantque f(x0) x f(x0) + 107% > 0 faire
x0 prend la valeur x0 + 107
FinTantque
FinSi
FinPour
Sortie Afficher x0



3. On peut par exemple résoudre avec un logiciel de
calcul formel I'équation f(x) = 0.

|l1rEEDLIdf€ {=3x-Se2asE 11 o0 x)

[Warnang! Algeteaic 01 ol Implemented yel for poly [-3.-5.-1.3]
[ [ 0595266009584 |

4, Les arrondis a I'unité par défaut des solutions sont
-3,-TetO.

On peut par exemple avec Xcasfr utiliser cet algorithme
avec x0 qui prend a tour de role les valeurs précédentes.

gix) :==3ax=T+ (2%x+8) [ (x*+1);
wle==3;
pour k da 1 jusque 5 falre

si g{x0)!=0 alors
tantgue g {x0) =g {x0+10* [<k} ]>0 faire
xl:=x0+10~ (-k};
frtantque;

f2i;

fpour;

afficher (evalf{xd)};
4]

I Parsing g

i Success compiling g

-2 (FBBL

gix) s=-3x-T+[2*x+E) / (x*+1) ;
x01==1;

pour k da 1 jusque 5 faire
si gix0)!=0 alors

tantgque g(x0) *g{x0+10~{-k)} }>0 faire
x0:=x0+10~ (-k);

ftantgue;

fai;

fpour;

affichar (evalf(x0));

4]

i Parsing g

/ Success compdling g

-0.53266

gix) 1==3x=T+[2%x+8) / (x*+1) ;
x0:=0;

pour k da 1 jus¢que 5 faire
si g(x0) =0 alors

tantgue g{xd)*g(x0+10"(-k} }1>0 faire
x0:=x0+10" {-k);

Etantgue;

fai;

fpour;

affichar (evalf(x0));

4]

/f Parsing g

N Success compiling g

0. 20816

Lesvaleurs approchées des solutions de g(x) =0 obtenues
sont donc —2,09885; - 0,53266 et 0,29816.

(37 1.Pourtoutx [0 ;15 AB + x + EF + x = 30,comme
AB = EF, nous obtenons AB = 15 — x.

AD =30—-2x = 2(15— x)

Le volume est alors V(x) = AB x AE x AD = 2x(15 — x)2
pour tout x € [0;15].

2. V(x)=2x3 —60x2 + 450x

V’(x) = 6x2 —120x + 450 = 6(x — 5)(x —15)

V’(x) est un trinébme du second degré, il en résulte que :
Pour0<x<5,V’(x)>0.
Pour5< x <15, V’'(x) < 0.

D'ou
X 0 5 15
V'(x) + (:) _
1 OIOO
V(x)
0 /////////////)7 ‘\\\\\\\\\\\\\*»0

31 iew Window

max =

scalet ]

dot. :@,11984761

Ymin 8

max 1856

4. a. La droite déquation y = 500 coupe la courbe en
deux points distincts. Donc il y a deux valeurs de x qui
permettent de fabriquer des boites de lait de 0,5 litre.
b. Vest strictement croissante sur [0; 5] et(1,3) = 488 et
V(1,4) = 517,9.

488 <500 <517,9donc1,3< x <1,4.

V(10) = 20 x 25 = 500

Les deux valeurs de x sont donc égales a 1,3 cm a 107!
prés et 10 cm. Le fabriquant choisira x = 10 cm car la
surface en carton de la boite a alors pour aire 400 cm?,
alors que pour x = 1,3, l'aire est de 857,62 cm?.

38| Pour tout a,b, ¢ réels avec a # 0 et pour tout x
réel, g est dérivable et g’(x) = 2ax + b.

Sia > 0,x+—> 2ax + b est une fonction affine strictement

. . b .
croissante qui s'annule en g d'ou
a

b
X —oo “5a + oo
g - 0 +

| -
900 \ ol-50)

Chapitre 4. Sens de variation d'une fonction
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Sia < 0,x+—> 2ax + b est une fonction affine strictement

o . b .
décroissante qui s'annule en 0 d'ou
a

X —oo -

g +

ol

1. « Maxima aux points (- 2; 3) (local) et (3; 4)
(global).

e Minima aux points (- 3; —2,5) (global), (0; 1) (local)
et (8;-1) (local).

2. a. f'(X)=0pourx=-2,x=0,x=3etx=6.

b. Non, pour x =6, il n'y a pas d’extremum.

@ Voir le corrigé page 344 du manuel Math'x.

Voir le corrigé page 344 du manuel Math'x.

@1.f(x)=(’;"_1)

2
2

est définie sur ]2 ; + oo[ et déri-
x-=-3)x-1

x-2>
Pour tout x > 2, (x —2)2 > 0 donc f’(x) est du signe de

(x —3)(x — 1) qui estun trindbme de degré deux factorisé
dou:

vable sur]2; + o[ etf’(x) =

X —oo 1 3 +oo
x=3)(x=1) + 0 - 0 +

Donc pour tout x > 2,

X 2 3 + oo
f'(x) -

0
f(x) \ ‘ /
a

2. 4estle minimum def sur]2;+oo[ atteint pour x = 3.

f ne posséde pas d’extremum local ni de maximum.

43 | A. 1.a. Uestdérivablesur[10;100] comme somme

de fonctions dérivables: x — x —10 et x — @

X
, 900 x2-900 (x—30)(x+30
U(x):1——2: 3 :( )(2 ).
X X X
X+ 30

Dans |, U’(x) = 0 € x = 30. Pour tout x dans | >0
donc U’(x) est du signe de x - 30, d'ou :
e pour 10 =x<30,U(x)<0;

e pour 30 < x < 100, U'(x) > 0.

X2

U est donc strictement décroissante sur [10; 30] et
strictement croissante sur [30; 100]. D'ou le tableau de
variation suivant :

X 0 + o0

|
Uk |-8 - 0 + 0,91

90 929
50
100—“ \ y:x—10+@
90 /
80

] \ " y=80
50 ;

40 -

30 !
20 | !
10 '

T T T 1 T T T T T T
0 5101520253035 80

P Y AR P

°y

—

b. D’aprés le tableau de variation, le co(t unitaire de
production est le plus bas pour une fabrication journaliere
de 30 objets. Il est alors de 50 €.

Le bénéfice de I'entreprise est alors de :

30x100-30x50=1500¢€.

2. Graphiquement, U(x) =80 pour x= 12 ou x = 78.

La courbe se situe en dessous de la droite d‘équation

Y =80 pour 12 < x < 78. Lentreprise doit donc fabriquer

entre 12 et 78 objets pour avoir un coUt unitaire de

production inférieur a 80 €.

B. 1. B(x) = 100x. U(x) = 100x - (x2 - 10x + 900)
=-x2+4 110x - 900.

2. Best dérivable sur [10; 100] car c’est un trindme.

B’(x)=-2x+100.B’(x) =0 < x=55,d'ou:

e pour 10 <x<55,B(x)>0;

e pour 55 < x =100, B’(x) <0.

Donc B est strictement croissante sur [10; 55] et

strictement décroissante sur [55; 100].

D'ou le tableau de variation suivant :

X 10 55 100
|
B'(x) |90 + 0 + -90

11200
100 100

D’aprés ce tableau, le bénéfice est donc maximal pour
une production journaliére de 55 objets. Il est alors égal
al11200¢€.

Remarque : on peut remarquer que le bénéfice maximal
n'est pas atteint pour le coGt unitaire minimal.

1. BD est le diamétre du tronc circulaire donc
BD =2.



BCD est un triangle rectangle en CetBC=hetCD =¢
donc d'apreés le théoréme de Pythagore, BD2 = BC2 + CD?
dou 4 = h? + €2 donch? = 4 — (2.

2. En multipliant par ¢, il vient ¢h? = — €3 + 4¢.

3. Soitf(x) = —x3 + 4x pour x = 0.

a. f est dérivable pour tout x = 0,
2 2
f'(x)=-3x2+4=-3 x——j(x+—)
0 Bk
( 2\/5][ 2«/§]
I s

D'ou
X 0 & + oo
3
gx) + -

900 / 9
|
0 4

b. Pour que la poutre résiste le mieux, il faut maximiser
£h?, ce qui équivaut @ maximiser — €3 + 4¢ pour £ = 0.
D’aprés 3.a. pour que la poutre résiste le mieux a la

flexion, € doit étre égale a %

Comme d'aprés 1. h2 =4 — (2, ici h? = 4 — 4.8 dou
26 3 3

h="——.
3
2\3
14 3
4, coso=—= % = £, avec0 s o< %’ ilenrésulte

que o= 54,7°a 0,1 degré preés.
45 | Voir le corrigé page 344 du manuel Math'x.
1. A=k : k) et BWK ; k).

2. a. Pourtout x =0, et k >0, M(x ; x2),N(—= x ; x2) et
C(x ; k) donc I'aire du rectangle CMNC’ est
A ) =NMx CM = 2x(k — x2) = = 2x3 + 2xk.

Pour tout k >0, A, est dérivable et pour tout x =0,

AL () = —6x2 +2k=—6(x—ﬁj[x+&}

NE) NE)
Ainsi
Jk
0 — + 00
) N
Ar () + (:) -
|
akk
A0 / 3V3
|
0 4

b. L'aire de CMNC’ est maximale pour x = %

¢. Quand k décrit10; + o[, les points C, tels que l'aire de

CMNC’ soit maximale, ont pour coordonnées C[://_E; kJ ;

Jk

2
ainsi les coordonnées de C vérifient k = 3() .

V3

Donc C décrit la partie de la parabole d'équation y = 3x2
avec x > 0.

1. V=x%, comme x%=1 nous en déduisons
1

YZXT-

2. L'aire totale de la boite est
égale a:4xy + 2x2.
Donc:

1 4
S(x)= 4x—2+2x2 =2x2+—.
X X

<

3_
3. S’(x)=4x—%=4(xxiz1)
x A =N(X2+x+1)

x2

X
42+ x+1)

4. a. Pour x>0 ; 3

signedex - 1.
Il en résulte le tableau de variation suivant sur]0; + o[ :

>0 donc S'(x) est du
X

X 0 + o0

S'(x) - +

1
[
0
|
+ oo ‘ + oo
S \ /
6

b. D’apres le tableau de variation, la boite est d'aire
minimale pour x = 1. Ce qui fait de la boite un cube de
1 dm de c6té, avec un volume constant de 1 dm3.

1. On a 152 = h? + r2 (théoréme de Pythagore) et
r>0doncr =152 —h? =~/225- h2.
2. h e [0; 15] car 152 - hZ=(15-h)(15 + h) doit étre
positif.
V= 1Ttrzh = 111:(225 —h%)h = —11'Eh3 + 75hm.

3 3 3

3. Vest dérivable sur [0; 15] et
V’(h) = —1th? + 751 = (75 — h?) = (/75 — h)(\/75 + h)
d'ou le tableau de variation suivant.

h 0 J75 15
V'(h) + 0 -
v V(75 —
0 / 0
J75 ~ 8,66

V(+/75) = 250m+/3 = 1360,35

Chapitre 4. Sens de variation d'une fonction
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4, a. h=87 cm.

h 8,7
b. cosa=— = donc o = 54,7°
15 15

(/1. ;

S ——

o r
Il suffit d’appliquer le théoreme de Pythagore. On
trouve r2 =62 - h2=36 - h2.
2. h ne peut pas étre supérieur au rayon de la sphere,

puisque le cylindre est inscrit dans la demi-sphere. Il en
résulte0 <h <6.

3. a. V=nrth=n(36 - h)h =36nh - nth?

b. Soit flafonction définie sur [0 ;6] par f(h) = 36mh - mh3.
f est une fonction polynéme donc dérivable sur [0 ; 6].
f'(h) = - 3mh? + 36m = 3n(12 - h?)

Il 'en résulte que:

e pour0<hs< 23, f'(h)y>0;

o pour2\/§<hs6 f’'(hy<0;

e pourf'(hy=0& h= 2+/3 car he[0; 6].

Dol ce tableau de variation :

h 0 2.3 6
I
f’(h) + (I) -

487:\/5
f(h) 0/ | \0

Le volume maximal est donc égal a 487/3 et il est
atteint pour h = 243 cmour=2v6 cm.

50 | 1. L'aire semble maximale lorsque M est le milieu
de [OD].
2. a. x €[0;2R].
b. Laire A(x) = AM x MB or MB2 = OB2 - OMZ2 d'aprés le
théoréme de Pythagore dans le triangle OMB rectangle
en M.

D'ot MB = /R — (x — R)* = v2Rx — x2

ainsi A(x) = xv2Rx — x2 = /2Rx3 — x* car x > 0.

3. f définieparf(x) = 2Rx3 — x*sur[0 ; 2R] est dérivable
etf’(x) = 6Rx2 — 4x3 = 2x2(3R — 2x).

Pour tout x €[0;2R],2x2 > 0 donc f/(x) est du signe de
3R —2x.

Dol :

X 0 ﬁ 2R
2
[
f (%) + (I) -
27R*
0 | 0

Pour tout x € [0;2R], f(x) = 0 donc la fonction qui a x
associe \/f(x) = A(x) a les mémes variations que f.

4. On obtient alors le maximum de A sur [0; 2R] qui est
27R*  343R?
16

@a. Vrai b. Faux

@ a. Une condition nécessaire pour que f admette
un maximum en un réel a est que f’(a) = 0.

. 3R
atteint pour x = >

b. Une condition suffisante pour que f’(a) = 0 est que
f admette un extremum en a.

@ 1. On étudie la fonction définie par
3x2 —4x +2
Fo = x2—2x+2°
2. La dérivée de fest
F00 = gy = “2X = V2 -2 (x ++42 - 2)
(x2 = 2x + 2)?
La commande « g :=fonction_derivee(f) » retourne la
dérivée de f et I'affecte a la variable g.

« factoriser(g(x)) » permet d'obtenir la forme factorisée
de g(x) =f"(x).

Et «resoudre(g(x)=0,x)» retourne les valeurs pour
lesquelles la dérivée s'annule.

D'ou

2-\2 2442 +oo

X — 0o

f'(x) -

0 n 0o -
LI z_ﬁ/Hﬁ\

B. 1. Voir au-dessus.

2. a. Pour tout x,

3x2 —4x +2
At X2 —2x+2
C3x2 —4x+2-3(x2-2x+2)
a x2 =2x+2
2x — 4
Tx2-2x+2

Or pour tout x, x2 —2x +2 > 0 car le discriminant du
trindme x2 —2x +2 est—4 < 0.



De plus pour tout x <0, 2x —4 <—4 <0 donc pour
toutx<0,f(x)—-3<0 & f(x)<3.

b. Pourtoutx >2,2x-4>0

doncf(x)—3>0 < f(x)>3.

3. Conclusion:2++2 >3 >2—+/2 ainsi f admet pour
maximum 2 ++/2 atteint pour x = 2+ V2 et pour
minimum 2 — +/2 atteint pourx =2 — V2.

Travail personnel

Pour les exercices a @: voir corrigés en fin de

manuel.

APPROFONDISSEMENT

(1.

2x

2x2y:12<:>y=%.
X

2. a. S(x)=2(2x2)+2xy +2(2xy)

=4x2 +6xy = 4x2 + 6x(%) =4x2 +§.
X X
9
3
36 75
b. S(x)=8x~ > =8——2,
X X

8 . , . 9
comme — >0 le signe de S’(x) est celui de x3 — 5
X

3. a. u’(x) =3x2doncu’(x) > 0sur[1; 2] dou le tableau
de variation suivant :

X 1 =1,6 2

u’(x) 3 -

+
o

u(x)

\D
NN

7
2

b. U est dérivable et strictement croissante sur [1; 2].
7 7
u(l) = -3 etu(2)= Y donc l'équation u(x) =0 admet

une solution unique dans [1; 2].

u(1,5)=-1,125,u(1,6) = - 0,66, u(1,7) = 0,413 donc u(x) = 0
admet pour solution & 10" prés 1,6 ou tout nombre
compris entre 1,6 et 1,7.

C [Xx 1 = 1,6 2

u'(x) - (:) +

4. Comme S’(x) a le signe de u(x), nous en déduisons le
tableau de variationde S :

X 1 =1,6 2

1
[
(%) -28 - 0 + 7
40 ‘

34
° T 5(1,6) /

5. Lavaleur de x qui rend S minimale est la solution de
u(x)=0,donc 1,6 210~ prés par défaut. L'aire minimale
d’'une dose est alors voisine de 32,71 cm?.

(5] »a
@
A
1
[ 2 M|
o Q 4 x
B

1.a. C:(x-2)2+y2=4.

b. De 1.a.on obtient y2 =4 - (x - 2)2 = - x2 + 4x.

X2 +4x=x(4-x)donc-x2+4x=0pour0 <x <4,
llenrésulte y = vV4x — x2 ou y = —/4x — x2.

Comme l'ordonnée de A est positive, on obtient
y=+4x—x2.

2. a. S(x):M:OMXMA:X\MX—xZ.

b. xV4x —x2 =4 & x2(4x - x2)=16

car pour xe[0;4], xNJ4x—x2 =0 et pour a=0 et
b=0,d’=b2=a=b.

X2(4x-x2) =16 & -x* +4x3 = 16.

3. a. f est dérivable sur [0; 4] car c’est une fonction
polynéme.

Pour tout x dans [0 ; 4],

f(x)=—-4x3+12x2 = 4x2(3 - x) dou :

e pour0<x<3,f(x)>0;

e pour3<x=4,f(x)<0.

e f/(X)=0x=00ux=3.

Donc fest strictement croissante sur [0 ; 3] et strictement
décroissante sur [3; 4], d'ou le tableau de variation
suivant:

X 0

w

4

f'(x) 0 +

o

- -64

27
f(x) - | T
0 0

b. S(x) =4 < f(x) = 16. Donc S(x) = 4 a deux solutions,
I'une dans l'intervalle [0; 3] et l'autre dans l'intervalle
[3; 4], d’aprés le tableau de variation de 3. a.

Chapitre 4. Sens de variation d'une fonction
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¢. —x*+4x3 =16 pourx =2 (il suffit dans [0 ; 3] d'essayer
les valeurs entieres 1 et 2).

d. « f(3,6)=18,6,f(3,7) = 15,2donc 3,6 <x<3,7.

e f(3,65)=17, f(3,66) = 16,7, f(3,67) = 16,3, f(3,68) =~ 15,9
donc 3,67 <x < 3,68.

On peut donc prendre comme valeur approchée a 1072
pres de l'autre solution 3,68 ou toute valeur comprise
entre 3,67 et 3,68.

- d
1. hest dérivable pour tout x # —— et

c
ax(x+d—(ax+byxc ad-bc

W)= : - >
(cx +d) (cx +d)

d
2. Pour tout x #——, (cx +d)*> > 0 donc h’(x) est du
c
signe de ad — bc ; ainsi :
d|
siad — bc > 0, h est strictement croissante sur}— oo;—«[
d c
et sur:l——;+o<>|:;
c

si ad—bc <0, h est strictement décroissante sur

Joi o] oo
—oo;——| etsur |——;4ocof.
q c

3. Pour tout x # —2, k est dérivable et
4x4-(-)x2 18

Koo = Qx + 4% (2x +4)? >0

Donc k est strictement croissante sur]—eo;—2[ et sur
1=2;+0.

4. a. Pourtout x #—2,k(x) =2 +———.
2x + 4

b. On peut remarquer que
4 .,  4x4-(-Dx2
2P=- 2 -
c. La fonction affine définie par u(x)=2x+4 est
strictement croissante et s'annule pour x = —2.

-9.

9
Donc la fonction g définie par g(x) = ﬁ pour tout
u(x

Xx #—2 est strictement décroissante sur ]—;—2[ et
sur]—2;+oo.

Ainsi la fonction k définie par k(x) =2 — % pour tout
u(x

X # —2 est strictement croissante sur ]—oo;—2[ et sur
1=2;+0o[.

@ 1. Laire est croissante pour 6 < x < 8,5 puis
décroissante pour 8,5 < x <12.

2. 2(AD + AB) = 24 donc AD + AB = 12.

llenrésulte AD = 12 — AB.CommeAB = AD,AD + AB < 2AB
donc 12 < 2ABd'ou AB = 6.

AD=12-ABetAD = 0doncAB < 12.

Conclusion :en posantx = AB,nous obtenonsAD = 12 - x
et6=x=<12.

3. AN2=AD? + DN2 = (12 - x)2 + DN2.

4, DCA=CAB carles angles sont alternes-internes avec
(AD) // (BC). Par symétrie, CAB’ = CAB. Ainsi le triangle
ANC est isocéle en N car CAN = NCA.

5. De 2 on a AN2=AD? + DN2 et de 3.b. AN =x - DN,
donc:

(x-DN)2 = AD? + DN2 = (12 - x)2 + DN2.

Soit x2 — 2xDN + DN2 = x2 - 24x + 144 +DN2 d'ou

— 2xDN = - 24x + 144.

On en déduit 24x- 144 =2xDN comme x € [6; 12],

x#0,donc DN=12—B.
X
72
(12—x)(12——j
6. A(X):ADXDN: X
2 2
432
=(12—X)(6—§)=108—i—6x.
X X

a. Aestdérivable sur[0; 6] comme somme de fonction
dérivable.

_y2
N =22 6o 6(@—1): 6(72 X J
X X

X
A’(x) est du signe de 72 - x2,

Sur[6;12],72=x2< x=6+2.Dou:

e pour6 <x<6:2,A(x)>0;

e pour 62 <x=<12, A'(x) <0.

A est strictement croissante sur [6; 6\/5] et strictement
décroissante sur [6+/2 ; 12]. D'ou ce tableau de variation :

X 6 62 12

A'(X) 6 + (:) - (-3)

=~6,18
A(x) 0/ ‘ \0

A(67/2) =108 — 36+/2 — 3612 = 108 — 7242 = 6,18.
b.
yA

108 —72V2 S y=6

»
T ™

T T T T T T T
10 11 12X

T
0] 1 2 3 4 5 6 7 8

c. D'aprés le tableau de variation, l'aire est maximale
pour x = 6+/2 et elle est égale a108 — 7232.
7. a. Par lecture graphique, A(x) = 6 © x€[8; 9].
432
b. A(x) =6 © 102 - ———6x = 0 C'est-a-dire:
X
—6x2+102x + 432
X
Comme x > 0 cela revient a - 6< x2+ 102x - 432 =0
SOit 6(- x2 + 17x-72) = 0.
Il suffit donc que — x2 + 17x - 72 = 0 avec x > 0.
A=1 ;—x2+17x—72=0<:>x:i2_1=90u

= 0.



17 +1
X = =
-2
Pour x € [8; 9], -x2+ 17x~-72 est de signe opposé a
celui de - 1, coefficient de x2.
Donc:-x2+17x-72=0<x¢€ [8;9].
Conclusion:A(x) =6 < xe [8;9].

8.

A. Laire totale des deux triangles est décroissante
puis croissante, elle a un minimum quand M décrit [AB].

16
B. 1. A(0)= > = 8. Lorsque M est en A, l'aire totale est

la moitié de celle du carré ABCD.

A(4) = 8. Lorsque M est en B, AM est la diagonale du
carré donc l'aire totale est la moitié de celle du carré
ABCD.

2. Pour 0 < h < 4, la hauteur issue de | dans le triangle
AMl est h.

Donc la hauteur issue de | dans le triangle DIC est 4 — h.

On applique la propriété de Thalés dans DIQ et IPM puis
dans DIC et IAM car (DC) // (AM).

A
4 D Q C
3_
2_
|
’|_
h
P M B
oA Xy 3 4
, . IM 1P 1M AM
dou—=—et—=——
D 1Q ID CD
P AM , . h x
Donc—=—dou—=—
IQ D 4—-h 4
On obtient alors
Adh=4x—-hx ©h@4+x)=4x & h= 4x
4+ x

3. A)=xxh+(@—-hxx

2
=1( 4x +(4_ 4x )4)
2\4 + x 4+ x

l( 4x2 N 64 )_2(x2+16)
4+ x 4+ x

2 4 + x

pourtout0 < h< 4.
Orh=0 x=0etA(0)=8;h=4< x=4etA4) =8.
2(x2 +16)

44x
4. A est dérivable sur [0; 4] comme quotient de deux
fonctions dérivables sur [0; 4] et car4 + x # O sur [0 ; 4].
x2+8x-16

(4+ x)?

Donc pour tout x € [0; 4], A(x) =

A(x)=2

A’(x) est du signe de x2 + 8x — 16 qui est un trinéme du
second degré dont les racines sont :

—4-42 et—4+42
D'ou pour x €[0; 4],

x 0 —4+42 4

A’ (x) - (:) +
|

8
Ax) \ 16\/5—16/

Pourx =—-4+ 4\/5, I'aire totale est minimale et elle est

8

égale a 6,63 a 0,01 pres par exces.
C. 1. Lasomme des aires de DCI, AIM, IMB est la moitié
de l'aire du carré ABCD qui est donc constante.

2. Lasomme des aires de DCI, AIM et IMB est constante
et est égale a 8, les aires se compensent dong, si 'une
est maximale, la somme des autres est minimale.

En effet notons A(x) la somme des aires DCl et AIM et
B(x) I'aire de IMB.

On adoncA(x) + B(x) = 8.

D'ou B(x) = 8 - A(x) ainsi B(x) a les variations inverses de
Alx).

Ce qui implique que lorsque A(x) est minimale, B(x) est
maximale.

3. a. MB=4-x, l'aire du triangle MBI est
MBxh (4-x)x4x 2(4x - x?)

B(x) = sur[0; 4].
2 4+x)x2 xX+4
2 —
b. B'(x) = _zszm
4+ x)
d'ou
x 0 —4+42 4
I
B’(x) + 0 -

|
24-1642
B(X) 0/ | \0

4, Pourx=—-4+ 4\/5, |'aire de IMB est maximale et est
égalea24 - 161/2.

hx(—4+4+2
Deplus,l'airedeBMestalorsdonnée par(iﬂ

doui24 1647 = XA A; “2)

ainsi h = 4 —2v2 donc Al=~2h = 42 — 4.

Or la diagonale AC = 4+/2 et CD = 4 donc | est le point
d'intersection du cercle de centre C et de rayon CD avec
la diagonale [AC].

79 | A. 1. La base de la boite est carrée donc ¢ =1L
d'oli 2L + h = 90.
2. Ondoitavoir0 < h=<60 donc2L <2L+h=<60+2L
et on obtient90 < 60 + 2L d'ou l'ontire15 < L.

Chapitre 4. Sens de variation d'une fonction
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De plus, lalongueur ne pouvant dépasser 60, on obtient
ainsi15 < L < 60.

3. V=hxLxL or daprés la question 1. 2L+ h =190
donch=90-2L

d'ou l'on tireV = 9012 — 213,

4, Etudions la fonction V: L — 9012 — 213 sur [15 ; 60].
V est dérivable et V(L) = — 612 + 180L = 6L(60 — L).
Ainsi on obtient :

L 15 30 60

|
V(L) + (I) -

Vo 0/’27 TOO \o

Donc le volume maximal est atteint pour L =/ =30 et
h=90-2x30=30.

La boite est alors cubique de longueur L =30 cm.

B. 1. Onal+ ¢+ h=90donc{=90-L—h donc
V=Lx{xh=Lxhx(©0-L—h)=90Lh—[2h—Lh?.
2. a. Pour une hauteur h fixée, la fonction V,
définie par V(L) =90Lh — [>h - Lh? est dérivable et
V(L) = 90h — 2Lh — h2.

D'ou
L 0 %0 -h 60
2
1
V(L) + 0 -
|
v (90 — h)
v, © / 2 \
0 | 0

h , .
C'est-a-

DoncVj, admet un maximum quand L = 0=
dire quand 2L =90 — h.

b. Pour une hauteur hfixée, la boite de volume maximal

a pour dimensions

90_het€=90—L—h=90—90_h

90 - h
5

L= —h:

La boite a une fois encore une base carrée.

3. Pour une hauteur fixée, la boite de volume maximal
que l'on peut envoyer par la poste a l'international a
une base carrée.

Or une boite a base carrée a un volume maximal lorsque
c'est un cube.

Donc la boite de volume maximal est cubique de longueur
30cm.

@ 2. Lorsque k > 1, le périmétre de la base du cone
est 2mtr > 27R ce qui est impossible.

Lorsque k=1, le périmetre de la base du cone est égal a
celui du disque: il n'y a donc pas de cone mais un
disque.

La hauteur du cOne est obtenue en appliquant le
théoréme de Pythagore a une section verticale du céne
d'ot h2+r2=R2ce quidonne h=+R2 - r2.

Onade plusr = kR donc h = VR — kR? = R\1— k2 car
R>0.

3. Le volume du cone est

2 3
“(’;R) RV1- K2 :%1@\/1-1@

4. a. Pour tout k<1, V(k) =

strictement croissante sur [0 ; + oo[ donc pour toutk <1,
lafonction Vet lafonction V2 ont méme sens de variation.

32 32
b. Vz(k):[V(k)]Z:(%j k4(1—k2):(%j (k* —k®).
V2 est une fonction dérivable pour tout k € [0 ; 1] et
V2(k) = (“§ ) (4k3 — 6k5) = (ng j k3(4 - 6K2).

Le signe de V?'(k) est le méme que celui de
4 - 6k2 = (2 —J6k)(2 + /6K)
D'ou pour toutk €[0; 1],

mur2
V(ky=—xh=
(k) 3

0 la fonction carrée est

k 0 \/g 1
3
I
V2 (k) + (I) -
4m2R
V2(k)

2nR3

Vo / 93
. 2

c. Le volume maximal est obtenu pour kz\/; la

2 1
hauteur du cone est alors R,h -3 = R\/;

N 2nR3
Le volume du cOne est

93’

Al Pour aller plus loin

Il reste un secteur angulaire de rayon R dont la longueur

de l'arc est 21{1 - \/ij

Le périmétre de la base du céne est alors 27:(1 - \E]R
2
donc le rayon r de cette base est r=|1- 3 R.

2
On utilise les résultats précédents avec k=1— f

Lahauteurduconeestalorsh=R 1— 1—7 —RJ
2 1 -

v 1—\/: :,/MR% avec Xcas.
3 243
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1. Le discriminant du trindbme du second degré
x2—4x-9est42+9x4=52 >0.

Donc les solutions de l'équation x2 —4x —9 =0 sont
4 —52 4 + 52
— 2-V13 etT=2+\/§ ainsi le signe

de x2 - 4x — 9 est donné par le tableau suivant :

2-V13 2413+

signede x2 - 4x-9 + 0 - 0 +

X — o0

2. a. Les variations de g(x) = x2 —4x—9 sur R sont
données par:

X —oo 2 +oo

g(x) \ /
-13

D’aprés les résultats établis au chapitre 1.

b. Lafonction g possede un minimum - 13 atteint pour

X=2.
C. g y“

10

5_

;\ ;4 6%

— 54

— 104
3. a.
£ g(x)pourtoutxe]—m;Z—\/ﬁ]u[2+\/ﬁ;+oo[
X)=

—g(x) pour tout x €12—+/13 ;2 +/13[

— 104

Pour obtenir la courbe représentative de f, on trace le
symétrique par rapport a I'axe des abscisses de toute la
partie de la courbe représentative de g qui se trouve
sous l'axe des abscisses.

2 2+413 +oo

w | > N

d. La fonction f possede un minimum 0 atteint pour
x=2-130oux=2+13.

Elle possede un maximum local 13 sur lintervalle
1213 ;2 +/13[ atteint pour x = 2.

C | X — oo 2—

1. On cherche un polyndme P de degré 3 tel que
P(-1)=9, P(2) = - 18 et dont la dérivée P’ s'annule en
x=-Tletx=2.

Soit P(x) = ax3 + bx? + cx + d aveca # 0.

(a, b, ¢, d) vérifient le systéme :

P(-1)=9
PQ2)=-18 .
ce qui donne avec Xcasfr :
P'(-7=0
P’ =0

|I1_IF|J.| AT A D TR ]
rr Parsing P

I \Waming. ajb.C.d. declared as global variableds) compiing P

3
l L =331 ib-x2it-:¢+|:|
B =roncnon_denves(F)
i Waming: 3 1., dickared a5 glibal variabieis)

[ X @3 bR X E
Bresoudred [P-1)=0, P{2j=1B. O{-1)=0, Q(Z}=0], ja.b.c a])
| 2, 3. -12, 2 ]

Onaalors P(x) =2x3 —3x2 —12x + 2.

2. La fenétre xmin=-4; xmax=6 ; ymin=-19 ; ymax=10
convient.

Chapitre 4. Sens de variation d’une fonction 83
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Lorsque I'on place un capital c a intéréts composés
a un taux annuel t sur 15 ans, le capital de départ est
multiplié par (1 + t) la premiére année.

Le niveau capital est lui-méme multiplié par (1 + t) et
ainsi de suite jusqu’a la quinziéme année.

Le capital accumulé au bout de 15 ans est alors ¢ x (1+ ',
La question est donc de savoir s'il est possible de choisir
ttelquecx (1+ H'"° = 2c.

Ce qui équivaut a résoudre l'équation (1+ 1) = 2.
Posons 1+t = x. léquation a résoudre est alors x'> = 2.
La fonction quiaf : x — x'° est une fonction dérivable
surR etf’(x) = 15x' > 0 pour tout x # 0 et f(0) = 0.
Ainsi f est strictement croissante sur R. De plus f(1) =1
et f(2)=32768.

f()=1<2<f(2)=32 768 donc I'équation x'> = 2 admet
une unique solution comprise entre 1 et 2.

Résolvons x'> —2 =0 en utilisant I'algorithme écrit a
I'exercice 36.

Ix) :=x*15-2;

b=l

pour k ds 1 jusgus § faire

ml E{wd) =l alors

tantgsn £LxD) SE{x0e10" {~k) J>0 falisw
R S 10~ =k} g

{ LA bipos |

fal;

fpour;

peint [evalf (=0] )}

o Pareg 1
i SUCCRES COMmpng 1
1 0472

On obtient alors une valeur approchée de la solution de
x1> =2 quiestx = 1,0473.
Ainsi avec un taux t = 0,0473 = 4,73 %, le capital aura
doublé au bout de 15 ans.

84/ 7

La droite d a pour équation y = ax + 1.
Le demi-cercle a pour équation x2 + y? = Tavec y = 0.
M est le point d'intersection de la droite et du demi-

cercle lorsqu'il existe.
Donc les coordonnées de M vérifient le systéme

y=ax+1 y=ax+1
— 1avecy20<:> avecy =0
Xc+yc=

x2+(ax+1% =1

y=ax+1
= avecy =0
(1+a?)x2 +2ax+1=1
y=ax+1 0
=3 avec y =
(+a*)x+2a)x=0 Y
. -2a
Il vientalorsquex=0ety=10ux = et
1+ a?
_=2a> 1-a?
1+ a? 1+ a2
-2 1-— 2
Donc M(ia; 7(1) orilfauty = 0.
1+a? 1+ a?
Onsaitquea=0donc1—-a2=0sia<1.
Conclusion: pour0<a=<1 M(_Za '1_02) et pour
) "+ a2 1+ a?

a > 1, M n'existe pas.

Pour tout a tel que 0 < a <1, l'aire T du trapeze OAMN

est donnée par
(AO+MN)XON 1

1-a? 2a 4a
T@= —|1+ =
@ 2 2( 1+a2) 1+a2 (1+a?)?

Etudions les variations de T a l'aide de Xcas :
R I e e T Y

e LAyl
- 1ad" 1ad”

Ha =tncion_aermee(T

W Rt

a 0 ﬁ 1
3
T'(a) + (:) -
13)
T(a) / 3 \

e , , V3o
L'aire du trapéze est maximale lorsque a = 3 et l'aire

33

maximale est égale a P

85 | Posons a la longueur du c6té du carré. Le péri-
metre du carré est 4a et celui de I'hexagone régulier
100 — 4a.

Donc le c6té de I'hexagone régulier a pour longueur

100 — 4a
c=—-"7-—1.
6
L'aire du carré est a2 et celle de I'hexagone régulier est
1

6><c><c—3><f.
2 2



En effet on peut partager I'hexagone en 6 triangles
s o 3
équilatéraux de coté c et de hauteur CT.

2a%2 -100a+12
Ainsi l'aire de 'hexagone est h(a) = %.

La somme des aires est alors
2a2 —100a + 1250

— a2
S(a)=a* + 5

_a?(2++/3) - 100a +1250

- NE)
La fonction S est une fonction polynéme du second degré

qui admet un minimum pour a = 100 __50
22++3) 2+43

d‘apreés les résultats établis au chapitre 1.

@ Pour tout L <25, le volume de la poutre est
V(L) = L

Notons S le sommet du céne et H le pied de sa hauteur.
On remarque que H est le milieu de [MN].

| est le milieu de [AC].

d

Sl Al 25—-L 5

D’apréslapropriété deThales— = —d'ou =2

SH MH 25 1

doncd = L_L 2
25

De plusd = J2¢. On obtient alors le volume
2 2
25-L 1 L(25-1)
VL) =LX| ——X—=| =———.
® ( 25 JE) 1250

V est une fonction dérivable sur [0 ; 25] et
3[2 — 100L + 625

V(L) =
1250
N 2
b=, 250(L 25)(L 3)
D'ou
L 0 é 25
3
V(L) + (:) -
25
V P
V(L) / ( 3 ) \

. 50
Le volume maximal de la poutre est Em lorsque la

2
longueur L de la poutre est?.

Chapitre 4. Sens de variation d'une fonction
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Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

@ Avec les calculs

1.a. 134+13+13+13+13+13+ 13+ 13 + 13 qui peut sécrire aussi 13 x 9.
b. 2X2x2x2x2x2Xx2X2 X2 qui sécrit aussi 2°.

2. a. 2" b. 5% c. 10

3.a.47x1073 b. 2,5634 x 108

4. Ala calculatrice :

330
338

243

2.8353911321e+14

0 3.51843728%9+13
PUMEJDEL Jet1aLMATH

Donc 330 > 2%,

5. a. Par 1,2; par 1,08 ; par 1,003.
b. Par0,8; par 0,92 ; par 0,997.
@ Avec le tableur

1. 64

2. 887

@ Avec lI'algorithmique

L'algorithme 1 calcule successivement 250, 300, 350, 400, 450, 500, 550, 600, 650, 700 et affiche 700, soit 200 + 50 x 10.

L'algorithme 2 calcule 200 x 1,3 x 1,3 X ... x 1,3 c’est-a-dire 200 x 1,31°.
@ Avec des substitutions

a. f(3)=9 b. f(2 xa)=(2xa)? =4a?

¢ fla+)=(@@+1)? d. f(x—1)=(x-1)?2



Activité 1. Choisir un graphique
Il s'agit d'une situation discréte ou la variable ne prend que des valeurs entiéres donc le graphique de gauche est le
graphique qui représente la fonction qui au nombre de places associe le prix.

La courbe présente sur I'autre graphique met en évidence I'évolution du prix. Il ne s'agit pas de la courbe représentant
la fonction en jeu.

Activité 2. Notion de suite

A. Des régles de construction

1. Liste a:on passe d’'un terme au suivant en ajoutant 3.

Liste b : on passe d'un terme au suivant en multipliant par 2.

Liste c: on écrit la liste des carrés des entiers successifs non nuls.

Liste d : a partir du 3¢ terme, chaque terme est la somme des deux termes précédents.
2. Listea:22;25;28;31.

Listeb:128;256;512;1024.

Listec:64;81;100; 121.

Listed:55;89; 144 ;233.

3. Le18%termedela:

Listea:31+3x7=520u1+3%17.

Listeb:1024x27=131072,0u2'7 =131072.

Liste c: 182 =324.

Liste d : il faut écrire les termes un par un aprés 233 :377;610;987; 1 597 ; 2 584 est le 182 terme.

4, On peut prévoir le 100 terme de la:

Listea:1+3x99=298.

Liste b : 2%.

Liste ¢ : 1002 = 10 000.

Mais pas le 100¢ terme de la liste d.

B. Une notation

1. Listea:u; =22 ; listeb:u,;=128 ; listec:u;=64 ; listed:u,=21.

Le 100¢ terme est Ugq.

2. vy=3x0=0; v;=3; v,=6; v3=9;v,=12; vs=15; vg=18; v;=21sontles huit premiers termes
de cette liste.

Activité 3. Ecrire une formule de récurrence

1.

Etape Nombre de segments Longueur d'un segment Longueur totale
2 8 1 2
4
3 16 1 2
8
1
4 32 — 2
16
1
5 64 — 2
32

2. a. EnA3:[=A2t1]; enB3:[=B22]; enC3:[=C22]
b. EnA8:[=A7+1] ; enB8:[=B72]; enC8:[=c72]

Cela correspond a l'étape 7.
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c. EnA37:[=A36+1] ; enB37:[=B36'2|; en(C37:[=C36/2 ]

Cela correspond a I'étape 36.
3. a. Létape suivante est I'étape n + 1.

b. Nombre de segments:s,, ;.
Longueur d’'un segment: ¢, ;.
!

C Spy1 =Sy X2;0p :?’7

Activité 4. Somme d’entiers consécutifs

1. a. 6 x5 =30 petits carrés.

b. S; représente le nombre de carrés colorés en bleu plus foncé, ou en bleu plus clair. On a donc 2S; = 30 soit S; = 15.

2.

21x 22

3.a.5,= =231

_hx(n+0

b. S
n 2

TP1. La suite de Syracuse

1. Les dix premiers termes sont :

uy=a= 1 2 3 4 5
u, 4 1 10 2 16
us 2 4 5 1 8
Uy 1 2 16 4 4
Us 4 1 8 2 2
ug 2 4 4 1 1
u, 1 2 2 4 4
ug 4 1 1 2 2
Uy 2 4 4 1 1
U 1 2 2 4 4

Il semble que l'on retrouve toujours la séquence 4; 2 ; 1 qui se répéte.
Poura=11clestencorelecas:11;34;17;52;26;13;40;20;10;5;16;8;4;2;1;4;2;1...
Pour 28 également:28;14;7;22;11; puis la méme liste que la précédente.



2. a.

VARIABLES : a nombre
ENTREES : Saisir a
TRAITEMENT et SORTIES :
Tant que a # 1 Faire
Si a est pair Alors
a prend la valeur a/2
Sinon a prend la valeur 3a + 1
FinSi
Afficher a
FinTantque

b. Voir les programmes sur le site.
Pour a=21, on obtient la liste 21;64;32;16;8;4;2;1; ...
Poura=42,onobtient:42;21;64;32;16;8;4;2;1; ...

c. Ce programme ne s'arrétera pas si on n‘obtient pas 1 dans la liste.
3. a.

V/ARIABLES : a, n nombres
ENTREES : Saisir a
INITIALISATION : n prend la valeur 1
TRAITEMENT et SORTIES :
Tant que a # 1 Faire
Si a est pair Alors
a prend la valeur a/2
Sinon a prend la valeur 3a + 1
FinSi
Afficher a
n prend la valeur n + 1

FinTantque
Afficher « la durée du vol est », n

b. Pour a =26, la durée du vol est 11. Le plus grand entier atteint pendant le vol est 40.

c. Poura=27,ladurée duvol est 112 et le plus grand entier atteint est 9 232.

TP2. Découvrir un algorithme
Pour les questions 1 et 2, on pourra répartir le travail dans la classe.

1. Pour 9, l'algorithme produit I'affichage de 3.

Pour 16, on obtient 4. Pour 25, on obtient 5.

Pour 36, on obtient 6. Pour 49, on obtient 7.

Pour 100, on obtient 10.

Il semble que l'on obtient la racine carrée du nombre choisi.

2. Pour 10, on obtient 3. Pour 18, on obtient 4.

Pour 27, on obtient 5. Pour 39, on obtient 6.

Pour 50, on obtient 7. Pour 104, on obtient 10.

Il semble que I'algorithme affiche le plus grand entier dont le carré est inférieur ou égal au nombre entré, ou encore la
partie entiére de la racine carrée du nombre entré.

3.a. 1+3=4; 1+3+5=9; 1+3+5+7=16; 1+3+5+7+9=25.
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b. On conjecture que cette somme est un carré parfait.

c. Le premier terme est 1, la raison est 2.

Cette somme est donc égale a:

T+ 42X D+ +2X2)+(1+2Xx3)+... +[1+2x(Pp-Dl=p+2x[1+2+...+(p-Dlsoitp+ (p-1)p=p2

d. Soit n I'entier entré dans l'algorithme. On soustrait a n la somme premiers entiers impairs consécutifs tant que cette
différence reste positive ou nulle.

Si p désigne le nombre d’entiers impairs enlevés, p est donc le plus grand entier tel que la somme des p premiers entiers
impairs soit inférieure ou égale & n c'est-a-dire p2 < n.

Autrement dit p est le plus grand entier tel que p < Jn clest-a-dire que p est la partie entiere de Jn.

L'algorithme affiche bien la partie entiére de Jn.

Remarque

Soit n l'entier entré. C'est l'aire d'un carré de cote v/n. L'algorithme s'illustre géométriquement en terme d’aire de la
facon suivante, par exemple pour n=27:

Al Pour aller plus loin

VARIABLES : n, p entiers
ENTREE : Saisir n
INITIALISATION : p prend la valeur 0
TRAITEMENT : Tant que n = 2p + 1 Faire
n prend lavaleurn-(2p+ 1)
p prend la valeurp + 1
FinTantque
SORTIE : Afficher p

Programmes : voir sur le site www.didiermathx.com.

TP3. Un panneau triangulaire

1. Pour un panneau de c6té 35:

e Le nombre de triangles composant le triangle intérieur est la somme des 32 premiers entiers impairsde 1a 1+ 2x31=63.
T+(T+2XD+(1+2x2)+...+(1+2x31)=32+2x(1+2+... +31) =322=1024

e Le nombre de triangles composant le panneau est la somme des 35 premiers entiers impairs, de 1a 1+ 2 x 34 = 69.
La bordure est donc composée, par différence de 65 + 67 + 69 = 201 petits carreaux.

2. Soit nle c6té d'un panneau. Il faut que n = 4.

Le nombre de carreaux a l'intérieur est égal a la somme des (n - 3) premiers entiers impairsde 1a 1+ 2 x (n - 4).

Le nombre de carreaux a l'intérieur est donc

T+ +2xD+(1+2x2D)+...+[1+2x(N=-4)]=n=-34+2x[1+2+...+(n-4)]=n-3+(n-4)(n-3)=n?-6n+9
Le nombre de carreaux a l'extérieur est la somme des n premiers entiers impairs ce qui donne n?. Donc la bordure
comporte n? - (n? - 6n + 9) = 6n - 9 petits triangles.

On cherche donc un entier n tel que N2 - 6n+9=6n-9soit:n2-12n+18 =0.

Les solutions de cette équation sont 6 — 3V2 et6+32 qui ne sont pas des entiers.

Il est donc impossible que le nombre de triangles a l'intérieur soit égal au nombre de triangles en bordure.



TP4. Tracé d’autoroute ou de voie ferrée

1. Lesangles 8, 6;..., 6, étant proportionnels aux longueurs ¢, 2/, ... il existe un coefficient de proportionnalité k tel
que:0y=kl(;0,=k2(,...0, =k(n+1){

Par conséquent 6, = (n+1)8, pour tout n = 0 et donc 8,,_; = nB, pour tout n = 1. On en déduit que 6, =0,,_; + 0,
pour tout n = 1 donc la suite (8,,) est une suite arithmétique de premier terme et de raison 6.

2. Levirage engendré par la courbe en n étapes correspond a un angle par rapport a la direction initiale égal a

B+ 0,4 ... 40, 501ty + 20 + ...+ nOg = 0 x "D,
2
On doit donc prendre 6, = >
n(n+1)
3.a. 0= 1062 % =0,6°. Les angles suivants sontdonc 6, =1,2°,0, =1,8°,0; =2,4°,0, =3°,05 = 3,6°,..., 64 = 6°.

b. Voir fichier sur le site.

33°

TP5. Une suite de carrés

Al'étape 2, on a ajouté 4 carrés dont les cotés sont égaux a f fois le c6té du carré précédent. Laire de chaque nouveau
carré est donc la moitié de l'aire du carré précédent.

La suite des aires des carrés ajoutés a chaque étape est donc une suite géométrique de raison >

A l'étape n, n = 2, l'aire de la figure est donc égale & :
1

n-1
1 1 1\ 1 1 1172 _(Ej 1\
1+4><7+4><—+...+4><(7) =1+4><—><[1+7+...+(7j ]=1+27:54(7)
2 4 2 2 2 2 1 2

1——
p

On ne trouvera donc pas d’étape ou l'aire de la figure soit supérieure a 5.
TP6. Les tours de Hanoi

1. Un coup.

2. Dessin2: J_v i Dessin 3:

La 1" et la derniére étape correspondent au déplacement de deux rondelles donc nécessite 3 coups (par la question 2).
L'étape intermédiaire nécessite le déplacement d’'une seule rondelle donc 1 coup. Il faut donc 3 + 1 + 3 =7 coups.

3. Les 1™ et derniére étapes consistent en le déplacement de n rondelles nécessitant u,, coups au minimum. L'étape
intermédiaire se fait en 1 coup. Donc u,,; = 2u, + 1.

B. 1. On entre la suite définie par u; =1 et u,,; = 2u, + 1 pour tout n = 1. Sur un tableur, on obtient par exemple
1,8447E + 19 clest-a-dire 1,8447 x 10'°.

2.a. V1 =U 1+ 1=2u,+2=2v,

La suite (v,,) est donc géométrique de raison 2.
Son premier terme estv;=u; +1=2.

b. v,=v,x2"1=2"

DONC Ugy = Vgq— 1=254-1.

4. |l faudrait environ 2% - 1 secondes soit environ 5,85 x 10'" années (comptées avec 365 jours), soit plus de 127 fois
I'age estimé de la Terre (environ 4,6 milliards d'année).
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TP7. Se souvenir de la division euclidienne

A. 1.
n u, d, a, r,
1 9 5 1 4
2 34 9 3 7
3 75 13 5 10
4 132 17 7 13
5 205 21 9 16

2. a. Il semble que la suite (g, soit arithmétique de raison 2 et la suite (r,,) arithmétique de raison 3.
b. Il semble donc que pourn=1,onaitg,=1+(n-1)x2=2n-1 et r,=4+(n-1)x3=3n+1.
3. Calculons d,g, +r,:(4n+1)2n-1)+3n+1=8n2-2n-1+3n+1=8n+n=u,

De plus n étant un entier, 2n - 1 et 3n + 1 est aussi un entier.
Ayantn=1,2n-1=1etr,=4doncq, etr, sont des entiers positifs.
Vérifionsquer,<d,:d,-r,=4n+1-(3n+1)=n>0doncr,<d,.

On a ainsi démontré que les expressions de g,, et r, sont bien celle conjecturées a la question 2. b.

B. Voir le site www.didiermathx.com.

Sur un tableur on obtient par exemple :

n U, d, |
1 3 1 0
2 11 3 2
3 25 5 0
4 45 7 3
5 71 9 8
6 103 11 4
7 141 13 11
8 185 15 5
9 235 17 14
10 291 19 6
11 353 21 17
12 421 23 7
13 495 25 20

1. Lasuite (r,,) n'est pas arithmétique.

2,

70

60

50

40

30

20

40



3. ll semble qu'il y ait deux sous-suites arithmétiques d’aprés le graphique. En revenant aux valeurs obtenues, on peut
conjecturer que la suite des termes de rangs pairs est une suite arithmétique de raison 1 et de premier terme r, = 2 et
celle des termes de rangs impairs a partir du rang 5 est une suite arithmétique de raison 3 avec u; = 8.

On conjecturequer,,=n+1 et pour2n+1=5,r,, 1=8+3x(n-2)=3n+2.

4. |l semble que la suite (g,,,) soit arithmétique de raison 3 avec g, = 3 et que la suite (g,,,, 1) soit arithmétique de raison
3 a partir durang 5 avec g; = 7 (on peut aussi conjecturer que pour les rangs impairs a partirde 5, g, =r, - 1).
Autrementdit:g,,=3+3x(n-1)=3n et pour2n+1=5,qG,,.1=7+3x(n-2)=3n+1.

5. On vérifie que g,, et r, sont des entiers positifs et que r, < d,, puis que pour 2n = 2, d,,G5, + 15, = Uy
(4n-1)(3n)+n+1=12n2-2n+1=3(2n)*>-(2n) + 1 ce qui est bien égal a d,,,.

etpour2n+1=5,dy,,100n41 + N1 = Uppyr |

(4n+1)(Bn+1)+3n+2=12n2+10n+3 etd,,,; =32n+1)>-(2n+1)+1=12n?+10n + 3.

Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE
(1[s¢-2;-9

(2[Fre=15¢-6

(3]4

@G est strictement croissante sur ]- o ; 4[ et sur
14; + ool

@ Cercle de centre Q(3 ; —1) et de rayon 5.

6
b. 2%

@ Vrai
E(X) =25
(11 [EX) =8 ; V() =48,

12] 0

(132 =75
2
14210

15[ 2101 (soit 1023)

ENTRAINEMENT

16 | a. Par une suite.
b. Par une fonction définie sur R*.

c. On peut modéliser par une suite en ne considérant
que les relevés effectués a des instants donnés au cours
del'année. Cependant la variable temps étant continue,
on considérera plus souvent une fonction dont on
connait seulement quelques valeurs par des relevés.

d. Par une suite.

@1- u0)=v0=0;u=+1=1,
u(2)=2,u3) =3, u4)= V4 =2,
2.

Un A

3 x X
2 X

1 X

T
—110123456789

»
n

3. Sur la courbe représentative de la fonction racine
carrée.

(8]

1. u(0)=0;u(1)=%;u(2):§;

[

3
u(3) = Z,u(4) =3
2,
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3. Sur la courbe représentant la fonction f définie par

foy=——.
X+1

(19(1. v(n+1)=3(n+1)-4=3n-1;
vin-1)=3(n-1)-4=3n-7;
vin+1=3n+14+1=3n+2;
vin)-1=3n+1-1=3n

2, Vnt1:Vp-17

Vp+1;v,-1

3.u

n n+1

—2=—L<0 pour toutn = 0.

Doncu,, <2 pour toutn = 0.

26| a. u, ;=4(n+1)+2=4n+6

Uy =4n-1)+2

=4n-2

b. u,.;=(n+1)?>+4(n+1)=n>+6n+5
Up_1=(n-12+4(n-1)=n*+2n-3
€U =DM == (1)U = (1) == (= 1)"
d.u,,,=2";u, ,=2"2

@Vnﬂ=(n+1)2+2(n+1)=n2+4n+3;

Uo Uy Uz us Uy Uro
a. 5 9 13 17 21 45
b 1 9 16 100
-2 4 -8 16 | 1024
d. | _1 o| 1 2 1 3
2 4 5 2 4
(21]
Ug Uy up us Uy U100
a. |1 1 10 55 244 ~1,6.10%0
b. | 1 105 [=1,10|=1,16|=1,22| =131,5
c. |0 1 0 -1 0 0
d. |3 1 3 1 3 3

@ (v,) est représentée par des x; (w,) représentée
par-.

v,etw,

-
23

X X X w X -
T T T é T [ T L] T A4 |
11(1{ 1 2 4 5 6 7 8 9 10n

2
@ La suite (v,,) définie par v, = % pour n = 0.
n

Enoncé: « Calculer les 30 premiers termes de la
suite définie par u, =n?-3n-1pourn =1 et les repré-
senter graphiquement. »

)
r |

e e o e e o o (=
o o o

|I [ (LR B WLl gl )

=
fus]
=

]
et
A

2. Tous les termes calculés sont inférieurs a 2.

Vo =(2n)2 +2(2n)=4n% +4n;
Via=(N+4)2+2(n+4)=n%+10n+24

a. Upp1=Up+n+1
(2]

b. u ., =2u,-

1

U U, us Uy Us
a. 6 22 86 342 1366
3 1 3 1
3 10,5 | 111,25 (12377,3| 153 197 865,3
U ) us Uy Us
a 4 8 16 32 64
-2 -4 -10 -32 -118
3 3 3 3 3
)
u, U; Uy Us
a 3 9 27 81
1 2 3 5

@1. a. u,=4u,_, -2 pourtoutn=1.
b. u,=-u,_;+4pourtoutn=1.

3
c unzun_12+Epourtoutn =1.

2. a. up,q =2u, pourtoutn=0.
b. u,.,=4u,+2(n+ 1) pourtoutn=0.
C. Up.q =2u,-3pourtoutn=0.

@ a. Algorithme:

VARIABLES : u, n nombres
INITIALISATION :  n prend la valeur O
u prend la valeur 2

TRAITEMENT : Pour k de 1 a 20 faire

1
u prend la vaIeurEu -3
FinPour
SORTIE : Afficher u




On obtient u,, = - 5,99999237.
b. Onadaptel'algorithme eton obtientu,,=1048 574.

a. U= -0,999836126

b. Uz~ - 3,08837.10™

1 3
: Tl.u=1u=1+—=—;
1 2 575
1T 1 1 1 1 1 25
Uz=T+—-+—-=—;Up=l+-+-+—=—
2 3 6 2 3 4 12

2. a. Algorithme

VARIABLES : k, u, p nombres

ENTREE : Saisir k

INITIALISATION : u prend la valeur 0
TRAITEMENT : Pour p de 1 a k Faire

u prend la valeur u + 1
FinPour o
SORTIE : Afficher u

b. Voir sur le site www.didiermathx.com.
C. Uygo= 5,1873775
1
3.a. U,,,=U,+——
n+1 n n+1
b. On entre la suite avec u;= 1 et on obtient, par
exemple sur Casio Graph 35+:

sl dma

IR 5.157
98 5. 1812

38 5.1713
100 5. 18173

oar
[Forra (NP [wEE -con[6-FLT

@ 1. Par exemple:

Fo | F, | /i, | F3 | Fy | Fs |Somme
1 2 3 5 8 | 13 | 32
-4 3 | -1 | 2 1 3 4

0 5 5 10 15 25 60

On conjecture que la somme des six premiers termes
est égale au quadruple du 5¢ terme.
2. Lasommeest:

S=Fy+F, +F,+F3+F,+F5 avec

Fy=F +F,

Fs=F,+F,=2F +F,

Fy=F3+F,=3F, +2F,

Fs=F4+F3=5F +3F,

Par conséquent : S = 8F, + 12F, =4 (2F, + 3F;) = 4F,

@u1=—1, u,=1, u3=3, uy=5.
“502”0
(39 uyy=-6+19x5=89

40 | a. Raison =- 2, premier terme = 50.
b. Raison =2,5; premier terme = - 22.

(#1]a. u,=2-2n

b. u,=-1+4(n-1)=4n-5
C. u,=3+2(n-5)=2n-3
d.u,=n

42 | a. Ouide raison 2.
b. Non

c. Ouideraison 5.

d. Non

a. Oui de raison - 5.

b. Oui de raison 4.
c. Non

44 | Ces points sont situés sur la droite d'équation

1
=—x-2
=3

a. Up=-3etraison=2;

Uy =U,+2pourtoutn=0;
u,=-3+2npourtoutn=0

b. u,=2etraison-1;

Upp1 =U,—1pourtoutn=1;
U,=2-(n-1)=-n+3pourtoutn=1.

o 1
c. Raison égalea—.
3
. . 4
De u; = 2, on déduit que le premier terme u, est u; = 3

1
un+1:un+§ pourtoutn=1;

4 1 1
un=§+§(n—1)=§n+1pourtoutn>1.

(46/1. d,,,=d,+1500.

La suite est arithmétique de raison 1500.
2. d,=dy+nx1500=1500n+ 10 000.
3. Au bout de 22 semaines.

47 | 1. Les suites (b,) et (t,) sont des suites arithmé-
tiques de raisons respectives 2 et 3.

2. b,=b,+2(n-1)=4+2(n-1)=2n+2
t,=t;+3(n-1)=4+3(n-1)=3n+1

3. t,=625 < n=208.

On utilise alors b, = 418 billes.

1. d,,, = d, - 8 par énoncé donc la suite (d,) est
arithmétique de raison - 8.

2. d,=d,-8n=200-8n
d, =0 & n < 25. Cest en 2010 + 25 = 2035 que le
village sera touché.
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On peut décomposer le trapéze coloré en bleu en
un rectangle de cétés de mesures 1 et n +1, et un
triangle rectangle dont les cotés de l'angle droit
mesurent 1 et 1.

1
Doncu,,:(n+1)><1+E><1><1=n+§.

Uy — U,= 1 donc la suite (u,) est arithmétique de
raison 1.

50| a. 25termes b. 16 termes

c. 17 termes

(51] a. A=39>2<40:780

b. B=2x(1+2+...412)=12x13=156
40 x 41

d. 10 termes

c. C=100x41+ =4920

@ 1. Le nombre de tuyaux ainsi empilés est :

a. 1+2+3+...+410=55

_nn+1)

2

n(n+1)
2

b. 1T+2+3+...+n

2. On résout I'équation =136

soit N2 +n — 272 = 0. Les solutions de cette équation
sont- 17 et 16. Il faudra donc 16 tuyaux sur la premiere
rangée.

@ 1. La suite est arithmétique de raison 2.

2. r,=r+2x(n-1)=2n-1

3. Pour 25 rangées, on a besoinder; +r,+ ... r55

=T+(1T+2xXD)+(1+2x2) +...+(1+2x24)

=25+42X(1+2+...+24)

24 x 25
2

=25+2x( ) =25+ 24 x 25 = 252 = 625

Remarque : on aurait pu aussi utiliser la méthode de la
démonstration de la propriété 2 page 132:
S=1+...43+...5+...7+...+47+49
S=49+4+47+45+43+ ... +2+1

Dol 2S=25x50etS=252=625.

1. Eneuros, p; =406 ; p, =412.

Pns1=Pn+t 2

2. (p,) est une suite arithmétique de raison 6

doncp, = py+6n =400 + 6n.

3. Aubout de 10 ans, la prime est p,, = 460, en euros.
4. Le montant total en euros est donné par

Po+ Py + ... + Prg =400 + (400 + 6 X 1) + (400 + 6 X 2)

10201 _ 4 730.

+...+(400+6x%x10)=400%x 11 +6 X

i i
(55/1. Up=3-(n-1=-2n+35

1
2. a. Sn:3,5n—5(1+2+... +n)

_n(n+1)= 1

S, =3,5n 5 ——=n?+3n.

1
DouT,=--n+3.

1
b. T, ,-T,=- 5 pour tout n donc (7,) est arithmétique
de raison — l
2

56 | 1. Ilyadifférentes facons de dénombrer les cartes
formant ce chateau.
Par exemple :
Le nombre de cartes d'un chateau a n niveaux est la
somme des nombres de cartes de chaque rangée,
2+4+64+...+2n=n(n+1)
et de cartes mises horizontalement,
(n—="n
5
n(n—=1 _nGBn+1)

S -

un chateau de n niveaux.

2. Onrésout w < 500

1+2+3+...+(n-1)=

Ilyadoncn(n+1)+ cartes dans

soit 3n2+n-1000 < 0.

Le trindbme 3n2 +n - 1000 est positif sauf entre ses
racines qui sont environ - 19,1 et 18,8.

Comme n est un entier naturel non nul,
3n2+n-1000<0sietseulement1<n=<18.

Donc le plus grand chateau que l'on peut construire
avec 500 cartes comporte 18 niveaux.

(57/1.5=10+11+12+...+99+ 100
T=0+2+4+6+...+78+80

k=12 k=20
2.5= Y 2k;T=Y (2k+1)
k=4 k=0

1. Le calcul des premiers termes permet de
conjecturer que u, = n?.

3. Aprés avoir ajouté et simplifié, on obtient

Uy =Ug+2X[0+T+..+(-DI+T1+1+.,+1

n termes
un:Z*L_an +n=n2
(59 a.
Up u; U, Us Uy Us
a 1 2 4 8 16 32
1 -2 -8 16 -32
-1 1 -1 1 -1 1
N
2 4 8 16 32




a. v, =3 donc v,,=3'2=1162261467
b. v, =2(-1)">=-2(-1)" donc v,,=-2.

¢ v,=1024(-2)"° donc
Vyp=1024x2730=220-9,510.

a. Oui, deraison 3. ¢. Ouideraison 5.

b. Non. d. Oui de raison 5.

1. py=820;

p,=820x1,01=8,282=8,28

etp,=8,282x 1,01 =8,36482 = 8,36.

2. p,.1 = P, X 1,01. La suite (p,) est géométrique de
raison 1,01.

3. p,=8,20x1,01" donc le prix de l'article en 2025 est,
en euros, p;s = 9,52.

(63[1. C,.=C,x1,04

2. Le capital au bout de 5 ans est, en euros,
Cs=Cyx 1,045 ~7908,24

3. La capital aura augmenté de 50 % quand il sera égal
a 9750 €. Ceci se produira au cours de la 11¢ année car
6500x% 1,049~ 9621,59 et 6500x 1,04 = 10 006,45.

(64[ 1. a. P,= P, x 1,027= 8 x 1,02" (en millions
d’habitants)

b. P,y = 57,96 millions d’habitants.

2. Soit a,, le nombre d’habitants (en millions) que
I'agriculture peut nourrir I'année 1800 + n. D’apres ce
modele, (a,,) est une suite arithmétique de raison 0,5 et
premier terme a, = 10.

En 1900, I'agriculture pourrait donc nourrir

dq00 =10+ 0,5 % 100 = 60 millions d’habitants.

4, D'aprés ce modéle, la situation devait devenir
critique a partir de I'année 1800 + 103 c'est-a-dire a
partir de 1903.

n [ a,
100 57,9572 &0
101 59,1163 60,5
102 60,2086 61
103 61,5046 61,5
104 62,7347 62
105 63,9894 62,5
106 65,2692 63

107 66,5746 63,5
65/ 1.
Population
Heures bactérie A | 1~ % apyi/a,
0 10000
1 12 400 2400 1,24

Heures Population a,.,-a a,../a
bactérie A B 0 BAFE
2 15405 3005 1,24233871
3 19082 3677 1,23868874
4 23651 4569 1,23944031
5 29 304 5653 1,23901738
6 36 361 7057 1,24082037

2. On peut modéliser la situation par une suite
géométrique de premier terme 10 000 et par exemple
de raison 1,24.

3. Au bout de 12h, on peut prévoir si l'évolution
continue ainsi une population de

10 000 x 1,242 = 132 148 bactéries.

1-3 1,
a.73=§(3 —1)=5230176 601

1

_(_ 11
=C2D7 1 049683
1-(-2) 3

(67/a. 3(1+1,05+1,052+ .. +1,05%9)

1-1,0520

=3x—"" =60(1,052 -1)= 99,20
1-1,05

b. 2(1+(-0,8)+(-0,8)2+ ...+ (- 0,8)19)
— (= 20

POl Sl V-
1-(-0,8)

La part prise par Alexis est
5] ) =)
—+ ||+ | = o+
2 2 2 2 2 2
20
-(3)
2
=— X —

21

2
20
1
()

2
69 | A la 8¢ génération, le nombre d’ancétres inscrits
sera:
(1-2%)

24448+ ... +28=21+2+...+27)=2 —

c'est-a-dire 2(28 - 1) = 510.
A la n-iéme génération, il y aura
1-2n
2+22+ ... +2"=2x T, 2M+1 2 ancétres inscrits

sur l'arbre.
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1-P1=4OO><1,01=404;

p,=p; % 1,01 = 408,04
Ppi1 =P, X% 1,01 pourtoutn = 0.
2. p,=400x1,01"

3. p;o= 441,85

@ Soit a la plus petite grandeur.
L'affirmation d’Archiméde se traduit par :
a+4a+4%a+... +4""+%a =%(4”i)
1— 4n+
-4

ﬂ X 4n+1

Ora+4a+4%a+...4"a=a =§(4”+‘—1)

1
Donca+4a+4%a+ ... 4”a+§a=
4 a 1 14 P . Iy
Or 3 (4"a) = 3 x 4"t1 donc I'égalité est bien vérifiée.

@ Le nombre total de grains de blé demandés est :
T+2+22+ ... ++263

1-— 4
C'est-a-dire =264 _1=1,8.10"°.

Ceci correspond a environ 7,4.10' kg de blé c’est-a-dire
740 000 millions de tonnes de blé, soit plus de 100 fois
la production mondiale de blé en 2009-2010.

@1. §=21042114 . 42100
S=(1+2+...+2190) - (1 +2+ ... +2°%=2101_210
1-29

Ouencore S=210(1 +2 + ... +290) =210 -

soit S =-210(1 - 2°7) = 2101 - 210,
41
1 1 1 4 1
T=1+—+—+...+..—=—|1-|—
4 42 440 3[ (4)]
k=7
2. 5= 3k
k=1

S=3(1+3+...+36)=§(37—1)

k=10 . 1
T=Y -3k =—@3"+1)
2=

7401,
n u !
n u, =1

1 0 -1
2 0,5 -2
3 0,66666667 -3
4 0,75 -4
5 0,8 -5

1
2. a. Il semble que ] =—npourn=1.
n

. 1T . 1
b. On conjecture donc que u, - 1 =——soitu, =1-—.
n n

On vérifie sur le tableur pour les premiers termes.

2-u, 2-u

n

1 -1+ u,

u, =1

2—-u 1
V,= n_

_1_un

b. v

n+1 "~

=1

u, =1 un—1_un—1

pour tout n = 1. On en déduit que la suite (v,) est
arithmétique de raison - 1.

¢. Onadonc pourtoutn=1.
Vp=vi+ (=D X(h-1)=-1-(n-1)=-n

P 1
On en déduit que u,=1-— pourtoutn=1.
n

75)1.
n up, v,
0 1
1 -3
2 -1 16
3 -27 32
4 -59 64

2. Lasuite (v,) semble étre géométrique.
Démontrons-le :
Vpp1=5-Up1=5-Qu,-5)=10-2u,=2(5-u,)
doncv,,,, =2v, pour toutn = 0.

La suite (v,,) est donc géométrique de raison 2.

3. v,=4x2"doncu,=5-4x2"pourtoutn = 0.

@ 1. a. ¢;=(10000-20)x 1,04=10379,20
C,=(C, -20)x 1,04~ 10 773,57

b. C,,;=(C,-20)x1,04=C,x1,04-208

2. a.u,,,=C,,,-520=C,1,04-540,8

Upq = 1,04 (C,-520) = 1,04u, pour tout n = 0.

La suite (u,) est donc géométrique de raison 1,04.
C. U,=uyx1,04"=9480x1,04"

d'ot C,, =9480 x 1,04" + 520.

Le capital aura au moins doublé au bout de 19 ans.

n G

17 18986,0967
18 19724,7406
13 20492,3302

@ Dans le cas a, chaque salle a une clé qui permet
d'en ouvrir la porte alors que dans le cas b, il s'agit d'une
méme clé, un passe, qui ouvre toutes les portes de
toutes les salles (ou qui ouvre la porte de chaque salle).

78 | Ce raisonnement est faux car n +3 n'est pas
constant et varie avec n.

1. En B1 on attend l'affichage de 0.



2. a. Sur OpenOffice Calc ou Excel, on obtient :

Pour I'éleéve A Pour I’éleve B

A B A B

1 1 7 1 1 o

2 2 2 2

b. Il semble que la formule =—A1A2 + 1 soit interprétée
comme =(-A1)A2 + 1; différents tests en changeant les
nombres entrés dans A1 confirment cette hypothése.
¢. Soit on entre la formule de I'éléve B soit on met des
parentheses en entrant =- (A1A2) + 1

80 | Le nombre de transistors doublant tous les deux
ans, on peut modéliser cette situation a l'aide d'une
suite géométrique.

Le graphique montre pourtant un alignement évoquant
davantage une suite arithmétique. En fait I'échelle de
'axe des ordonnées n'est pas réguliere: chaque
graduation indique un nombre 10 fois plus grand que
la précédente.

Ce type d'échelle permet de représenter sur un méme
graphique de facon lisible des points d'ordonnée 1 000
aussi bien que 100 000 000 000 mais les alignements ne
peuvent plus s'interpréter en termes de fonction affine
ou suite géométrique.

Travail personnel

Pour les exercices a : voir corrigés en fin du

manuel et site.

APPROFONDISSEMENT

1. a. OA =0A, +(k-1)x1=kdonc
1

L= ETCXk

k+1 k
b. Ly - L= i 5 ) n)z( = g ; (L) est une suite

. . . T
arithmétique de raison -

1 1 b

2.a S=-n(=)’==

17 (2) 8
T T i 1 3 T b
S=—-==3=: S,=—g(2)2-—=5—
772 g8 "8 37 (2) 2 78

1k 1 k-1 T b
b. S, =—n(=)2-—n(—)2==+(k-1)=
K 21t(2) 21t( 3 ) p ( )4

3. D'une part S; +S, +... + S, est égale a l'aire du
demi-disque de diametre [OA,] clest-a-dire

1(n)2 1
—N|—=| =—=-Ttn".
22 8

T T

8 4
-
8
1 1 u,
" ey — 2 4_4 5 2u,—4
u

1T u,-2 1

-2 2u,-2) 2

u
v n

-V = —
n+1 n 2(Un—2) un

. . - . 1
La suite (v,,) est arithmétique de raison N

1
=2+

1.vn=1+%ndoncun=2+ T
1+ —=n
2
107] 1. a. Il semble que pour u, =0, on aitu, =0
pour tout n.
b. Il semble que pour uy =1, on ait u, =1 pour tout n.
Dans les deux cas la suite semble constante.

un
a v =Y _ 372 Uy 1,
"y =1 U 3u,—-3 37
3-2u,

. S . 1
La suite (v,,) est géométrique de raison 3

1

.In
b. V"=E(§) .Or(u,-Nv,=u,

Vn

doncu,(v,-1)=v,etu,=

n

)
L. 2\3) 1

Douu, = =
n 1(1j" : 1—2x3"
2\3

108| 1. A. Les cing premiers termessont:-1;0;2;5;09.

] carv, # 1pour tout n.

b. Cette suite n'est ni arithmétique ni géométrique.
2.a. vg=1; vy=2,; v,=3,; v3=4

b. v, =u,+n+1-u,=n+1.

Donc v, - v,=1 et la suite (v,) est arithmétique de
raison 1.

_n(n+1)
2

3.a. vgtvit .+, =T1+2+...4n
b. vo+v,+ ... +v,_ =u,-u,
On en déduit que

U =g+ n(n2+ 1) -1+ n(n2+ 1)
o2 [, 8
Vg =2 v—i v—B
T3 P9
v,—u, d
2.a.d,,= ”3 "=?".

1 1
ooty ~(2f an=a(1).
3.a.5)=2,5,=2,5,=2.
b. s,,; =u, +v,=s, pour tout entier n, donc la suite
()
est une suite constante.
Comme sy =2, s, =2 pour tout entier n.
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1 n
4. u, etv,sonttels que v, —u,= 2(5) etu,+v,=2,

donc en sommant ces deux relations, on trouve

1Y 1
v,,:1+(§) ,puisun:2—vn:1—(§j .

S.uUptupt.tu, =1+1+...+1
MLELEUSIIIL
(n+1) fois

1 1(1)“
=n—-—+—-|=
2 283

1 1Y
Vot vyt tv, =1+1+...+1+[1++...+() ]
— 3 3

(n+1) fois
n+1
-G
3 5 1 1
=n+1+ =N+_-——X_.
11 2 273"
3

T.u=4%; u,=342; uy=334%; u,=3334%;
ug = 333342,

o 1-107
2. a. Sn=10(1 +10+...+ 10" )=10W
S, = %(10"—1 ).

b. T,=10""1(10+ 102+ ... + 107 = 10715
107
T =
"9
3.a. T,+55,+6=102""1+102"2+ ...+ 10"+ 5.10"""
+5.10"2+ ... +510+6=u,

n41 donc

(1on —).

n
b. un=%(1on —1)+5.%(10n—1 ~N+6

1
c un:§(102” —10" +5.10" —50) + 6

107 +2\?
3 ) '

4, 10" +2 pour n = 1 sécrit avec un chiffre 1, un
chiffre 2 et éventuellement des zéros. La somme de ces

chiffres est égale a 3 donc c'est un multiple de 3. De ce
10" +2

1
Uy =5 (107" +4.10" +4)=(

fait

est un entier donc u,, est un carré parfait

pour toutn = 1.

11 1. a. n.
b. Pour passer de P, a P,,;, on «rajoute » trois cotés
constitués de (n + 1) pointsdonc u,, ., =u, +3n+1.
2. a. v, = 3n + 1 pour tout n, donc (v,)) est une suite
arithmétique de raison 3.
4+3n-2
2
= %(3n +2)(n-1)

b. vi+v,+...+v,_;=(n-1)X

C Vit VotV =(Uy—Up) + (U3 —Uy) + ...
+ (U, = U,_q)=U,—Uy.

Bn+2)(n-1 _ n(3n-1)

Doncu, =1+

112/ 1. V= gn(n +1)3.

2. a. Vv, :gn(k+1)3—gnk3 :%n(?:k2 +3k+1).
b. V=Vy+V,+...+V, +...+V,oluke [1;n]

4 4
3. En(n+1)3 :§E(1+1+3+3X12+1+3X2+3

x22+ ... +1+3xn+3xn?)dou

M+ =1+1+...+1+3x(1+2+...+n)+3
ti+...+1
(n+1) fois

x(12+22+...+n?)
=(n+D)+3x(1+2+...+nN)+3x(12+22+... +
n?).

4. On en déduit que:

12+22+...+n2=%[(n+1)3—(n+1)—3
:%(n+1)[2(n+1)2 —2-3n]

)

:%(n +1)(2n% +n)
_n(n+1H)(2n+1)
- 6
@ 1. a. Les premierstermessont0;1;1;2;2;3;3;
4;4;5;5;6;6;etc.
b. Il semble que l'on obtienne les entiers consécutifs,
chacun étant répété une fois a partir de 1.
c. llsemblequeu,,=n et uy, ;=n+1
A Vo=uyy=0;v,=u, =1;
Vy =Us=2;V3=Ug=3
b. La suite (v,) semble étre arithmétique de raison 1.
Vit =V = Uppyp = Upp =20+ 2= Uy = Uy,
Vo1 = Vp=2n+2-(2n+ 1 -Uy,) — Uy,

Vv

a1~ Vp =1 pourtoutn = 0.

€. v, =Vy+n=npourtoutndeN.
3. Onadoncbien u,, =n pour tout n de N.



Alors uy, 1 =2n+1-u,,=2n+1-n=n+1 pour tout
ndeN.

@ 1. ¢;=1;¢,=5 (4 carrés de coté 1 et 1 carré de
cOté 2); c3 =14 (9 carrés de coté 1, 4 carrés de coté 2 et
1 carré de coté 3).

2. Le quadrillage de c6té n + 1 comporte :

e (n+1)+n=2n+1 carrés de cété 1 (1 ligne et une
colonne) de plus que le quadrillage de c6té n.

e n+(n-1)=2n-1carrés de c6té 2 de plus.
en+1-(p-Dl+n-(p-"1)1=2n-2p +3 carrés de
cotép (1 <p <n)deplus.

e 1carrédecotén+1
b.c,,=¢c,+1+3+5+...+2n+1).

3.a. 1T4+3+45+...+(2n+1)
=1+(142xD+...+(1+2xn)

=n+1+2@:(n+1)2

b. c,.1=c,+T1+3+5+...+2n+1)
doncc,,=c,+(n+1)y>2

4. a. Algorithme

VARIABLES : k, ¢, p nombres
ENTREES : saisir k
INITIALISATION : ¢ prend la valeur 0
TRAITEMENT :  Pour p de 1 a k faire
c prend la valeur ¢ + p?
FinPour
SORTIE : Afficher ¢

b. Il'y a42 925 carrés dans un quadrillage de c6té 50.

@ fest dérivable sur R donc la tangentea¢ en M, a
pour équation y = f’(n) (x - n) + f(n).
f’(ny=n-2>0pourn= 3.

15 1
—n2-2n+2 -—-n2-2
£ n
Doncx,=n - ,(n): -2 =2
f"(n) n-2 n-2
Jn2 - ) |
Xn=27=7(n+2)=—n+4carn¢2.
n-2 2 2

X

1 .
il — Xp= 3 pour tout n = 3, donc la suite (x,) est

. ” . 1
arithmétique de raison 5

@ On peut réaliser une feuille de calcul sur un tableur
pour répondre aux deux questions qui sont numé-
riques et examiner combien de cubes on ajoute avec un
niveau supplémentaire.

A B C D
1 | niveau 1branche centre total
21 =0 1 =C2H4*RB2
3 |2 =B2+A2 =C2+1 =C3+4*B3
4 (3 =B3+A3 =C3+1 =CA+4*B4
5 |4 =B4+A4 =C4+1 =C5+4*B5
6 (5 =B5+AS5 =C5+1 =Ce+4*B6
7|6 =Bo+AB6 =Co+1 =CT+4*B7
8 |7 =B7+AT =C7+1 =C8+4*B8

On peut aussi établir une formule générale.

Pour n niveaux :

e la colonne centrale comporte n cubes.

e chacune des quatre branches comporte que branche

(n—"n
2

comporte 1+ 2+ ... +(n-1) cubes soit cubes.

llyadoncn +2(n—1)n =2n2 — n cubes pour n niveaux.

Pour 100 niveaux, on a donc 19 900 cubes.

Avec 12 420 cubes: 2n%2 - n < 12 420 si et seulement si
n =< 79.0n aura donc un empilement de 79 niveaux au
plus.

@ D’une étape a la suivante, chaque triangle bleu est
remplacé par 4 triangles: 3 bleus et 1 blanc. Donc le
nombre de triangles bleus est multiplié par 3, et le
nombre de triangles blancs augmente d’'un nombre
égal a celui du nombre de triangles bleus existants.
Soit b, le nombre de triangles bleus et ¢, le nombre de
triangles blancs a I'étape n.

Onadoncb, =1,b,,,;=3b,pourtoutn=1.

¢, =0,¢,,1=¢,+b,pourtoutn=1.

On peut ensuite utiliser un tableur ou un autre logiciel
pour trouver ¢, = 8,6.10%.

Soit a, la part de l'aire du triangle initial encore colorée
en bleu a I'étape n.

Onaa, = 1. A chaque étape, I'aire d’un triangle bleu est
un neuvieme de celle d'un triangle bleu a I'étape
précédente.

n-1 n—-1 n-1 n-1
Donca,=b, XG) = ;H = (g) = Gj .

La part du triangle de départ encore colorée en bleu a
I'étape 100 est donc environ 6.1078,

118] Appelons n son age et N I'age qu'il avait lorsqu'il
n‘a pas pu féter son anniversaire, les 1 999 bougies
représentent1+2+...+N+...+n-N,dou:

n+D N =1999

Onadoncn?+n-2(1999+N)=0, le discriminant
de cette équation est A =15 993 + 8N.
A doit étre un carré parfait, c’est-a-dire A = p2 ou p est

tel que# eN.

Chapitre 5. Notion de suite numérique
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En cherchant avec la calculatrice, on trouve N= 17 et
n=63.

e 15993 +8x 17 =1272

e 15993 + 8N = 1282 donnerait N = 48,875 ce qui n'est
pas entier.

e 15993 + 8N = 1292 donnerait N = 81, et n = 64 ce qui
est impossible car n doit étre plus ypoavd que N.

En supposant que I'Emir Hifik reste d’age « raisonnable »
pour un humain, la seule solution est donc N= 17 et
n=63.

@1.&

Ligne 1 2 3 L(n=1)
Nombre

de termes ! 2 3 (-1
Premier 1¢Mimpair | 2¢impair | 4¢impair

terme 1=2X0+13=2%x1+17=2x3+1

Ala (n-1)-iéme ligne, le nombre d'impairs déja inscrits
est: 1 +2+3+...+(n—1)=@.

Le premier terme de la n-ieme ligne est donc le

( n(n—1)j.‘ L
1+ 2 -ieme impair, qui vaut :

2N =D =41,

2
Donc, le premier terme de la (n + 1)-iéme ligne est
(n + 1) n + 1, le dernier terme de la n-ieme ligne est
(n+MHn+1)-2=n(n+1)-1.
b. La somme des termes de la n-iéme ligne représente
la somme des termes de n termes consécutifs d'une
suite arithmétique de raison 2, de premier terme
n(n-1)+ 1 et de dernier terme n(n + 1) - 1, donc cette
(n(n=1+D+n(n+1)-T) 3

2
2. Lasomme S de tous les termes du tableau, jusqu’a la
n-iéme ligne incluse, représente la somme de (1 +2
+ ... 4+ n) termes consécutifs d'une suite arithmétique
de premier terme 1 et de dernier termen(n+1) -1,
doncS = nn+h (nn+H-1+1) _ (n(n + 1))2.

2 2 2
ParailleursS =13+23+ ... + n3en sommant les résultats
obtenus en additionnant les termes situés sur une
méme ligne.

somme vaut:n X

2
Donc13+23+...+n3=[@] =(1+2+...+n)%



Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

@ a. Up=-3; Us=>52.

b. u,.;=2(n+1)>+(n+1)-3=2n%+5n pour tout n = 0.
(2)1.3-102<2999<3-104<3+10%4<3+10"

2. a. x=1,00001 ; x=1,0004 ; x=1+ 107,

b. x=-0,001 ; x=0,004 ; x=-0,009.

3. a. Supérieura 1.

b. Supérieura 1.

c. Inférieura1.

d. Inférieura 1 pourn?<n+4soitn=0;1;2 etsupérieura 1 pourn = 3.

4. 033=<x=<0,35
(3)1.a.1;08;08 ;08 ;08"
b. 084<0,83<0,82<08< 1
2.a.1;103;1,03%;103%; 103
b. 1<1,03<1,032<1,033< 1,034
3.a.1;-2;4;-8;16.

b. -8<-2<1<4<16

@ a 225_4;32><37 234;g=£;£=qn—p
56 3° 3 33 gr

b. 10°x106=10" ; (103)2 =106 ;

(10720)* =10780 ; (103)6 =1078.

@ v,=1; raison=-0,25.

@ L'algorithme affiche : 597,1968 pour S et 6 pour n.

Chapitre 6. Comportement d'une suite
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Activité 1. Evolution de populations
1. a. La population décroit jusqu’a presque s'éteindre.
b. La population augmente, et méme de plus en plus.

c. La population augmente puis diminue et continue ainsi de fluctuer tout en semblant se stabiliser aux alentours de
500 000 animaux.

d. La population augmente assez rapidement puis semble devenir pratiquement constante a 500 000 animaux.

e. La population est alternativement inférieure a 500 000 et supérieure a 500 000, et semble se stabiliser a environ
500 000 animaux.

f. La population varie de facon périodique, sans dépasser 500 000 animaux.

2. a. On pourrait prévoir une population qui augmenterait sans limite et de plus en plus vite.
Ceci n'est guere réaliste pour des problémes de territoire et de ressources.

b. La population semble se stabiliser dans les cas ¢, d, e autour de 500 000 animaux, et dans le cas a ou elle s'éteint.

Activité 2. Limite infinie d’une suite
A. 1. Usy=2500 ; U;p0=10000 ; Ujge =104
2.a.u,=100=n=10; u,=1000n=32; u,= 100 n=10%.

b. Tous les points de la représentation graphique sont au-dessus de la droite d’équation

n Up
- ; - — 10%0) d¢ ; . 2 LI . N
y =100 (respectivement y = 1 000, y = 10%0) dés que n = 10 (respectivement n = 32 ; n = 1029). 30 22,095747
™ 31 27,7676988
3. Uy =Men =M. 32 36,4114134
Siny désigne le plus petit entier supérieur ou égal a M, alors u, =M < n = n,. 33 40,9992949
B. 1. Le premier indice tel que u,, = 40 est n = 33. 39) 35,2320610
35 31,5745386
Les termes suivants ne sont pas tous supérieurs a 40. 36 28,0657692
. . . 37 31,8516949

2. sinn=-1donc8sinn=-8etn+8sinn=n-8. !

donc8 8 8 8 38 40,3709486
Donc pourn=48,onau,=n-8=40. 39 46,7103631
Remarque : la condition n = 48 est une condition suffisante, non nécessaire. 40 45,9609053
41 39,7310186
On remarque que, pour 44 < n < 47, on a déja u,, = 40. 42 34,6678276
3. Onest sar que u, = 100 pour tout n = 108 ; et que u,, = 10'° pour tout n = 10'° + 8. 43 _36,3458021
R \ 44 44,1416154
De méme, u, = Mdésquen=M-8. 45 51,8072282
La suite (u,) a pour limite + oo 46 53,2143068
47  47,988585
48 41,8539627

Activité 3. Limite finie d’une suite
1. Laire de la partie colorée en plus a chaque étape est la moitié de celle colorée en plus a |'étape précédente.

. s . 1
Donc (a,,) est une suite géométrique de raison >

2. Voir sur le site www.didiermathx.com
3. a. Lasuite (a,,) semble tendre vers 0 quand n devient grand.

b. Pourp =7, a,<0,01. Pour obtenir les termes suivants, on divise ce nombre positif par 2 plusieurs fois de suite ; donc
ces termes sont inférieurs a ap et donc inférieurs a 0,01.

c. Onauraa,<0,0001désquen=14 ; a,<10®8deésquen=27 ; a,< 107> dés que n = 50.
4. a. Sur le tableur, il semble que quand n devient grand, t, devienne égal a 1.

b. t, > 0,99 pour g =7. Comme on ajoute a t, un nombre positif pour obtenir le terme suivant, les termes vont en
augmentant et seront donc tous supérieurs a typourn=qet donc a fortiori supérieurs a 0,99.

¢ t,>0,9999desquen=14 ; t,>0,99999999 des que n = 27.
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1 1 n-=1 n 1
d. a,= 5 et (a,) est géométrique de raison 5 donca,= 01(5) = (Ej .Alorsonat; = 5 etpourn=2,

1 (1) 1y
tn=a1+az+...+an_1=§+(5) ++(E)

.ln
'I_,
s O
T2 2

e. On ne peut pas trouver d'entier n tel que t, = 1. Le tableur affiche 1 car t, est trés proche de 1, au point que compte
tenu du nombre de décimales utilisées, le tableur ne peut afficher d’autre valeur approchée de t, que 1.

Activité 4. Comportement de la suite (q")

Partie A. 1. et 2. Voir site www.didiermathx.com

3. Il semble que la suite soit croissante pour g > 1, décroissante pour 0 < g < 1.

Pour g < 0, elle semble étre ni croissante ni décroissante. Elle est constante pourg=0etg=1.
Partie B.

1. a. Il semble que la suite tende vers 0.

b. En colonne C, on teste si |u,| < e ol e est le nombre entré en cellule D2, autrement dit si - e < u,, < e (avec e > 0).
c. Pourn=11, la suite étant décroissante, tous les termes suivants sont inférieurs a 0,1.
d. u,<0,001 pourn = 31 u, < 0,00001 pourn = 52.

e. Pourg=0,6:

u,<0,Tpourn=5;

u,<0,001 pourn=14;

u, <0,00001 pour n = 23.

f. Pour g=-0,9 la suite n'est ni croissante ni décroissante.

lu,| <0,1 pourn=22;

|u,| <0,01 pourn =66 ;

|u,| < 0,00001 pour n = 110.

Pour g = - 0,2 la suite n'est ni croissante ni décroissante.

lup| <0,1 pourn=2;

lu,| < 0,01 pourn=3;

|u,| < 0,00001 pour n = 8.

2. Pourg>1

a. On conjecture que la suite est croissante et que ses termes deviennent trés grands.
b. On entre en C4 la formule : = SI(B4>M; « oui » ; « non »)

¢. Pourq=2,u,= M pourn =7 puis pour tous les termes suivants chaque terme, positif, étant multiplié par un nombre
supérieur a 1 pour passer au suivant, la suite (u,,) est croissante.

d. u, = 1000 pourn = 10.

u, =10'%pour n = 34

e. Pourg=1,1

u, =100 pourn =49

u, = 1000 pourn=73

u, = 10'%pour n = 242

3. La suite semble n‘étre ni croissante, ni décroissante, et osciller d'un nombre positif a un nombre négatif. Les valeurs
absolues des termes deviennent aussi grandes que l'on veut mais la suite ne semble pas avoir de limite.
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Activité 5. Représenter graphiquement une suite récurrente

A. 2. b. A, apour abscisse uj.
¢. On construit le point de la courbe ¢ d’abscisse u;, son ordonnée est u,.

On construit le point A, de d de méme ordonnée u, que le point précédent. Son abscisse est us.

3. y

Uyt Uy iUy u, Up
T

i
3

»
I
X

0 1 2
« L'escalier » se prolongerait mais sans dépasser le point d'intersection de la courbe 6 et de la droite d'équation y = x.
4. On peut conjecturer que la suite est décroissante et qu'elle a pour limite 1...

B- 1- y“

2. Lasuite (v,) semble étre croissante et avoir pour limite 1.
C.1.4ay,=-05;a,=13; a,2,8 ; a;=3.2

2. Cettesuite semble croissante. Elle semble avoir pour limite I'abscisse du point d’intersection de la courbe représentant
g et de la droite d'équation y = x, soit d’aprés I'écran de calculatrice environ 3,2 ou 3,3.

Al Pour aller plus loin
gx)=4 4 donc gx)=x< 4—i= X ce qui équivaut pourx# —2 ax2-2x-4=0.
X+ 2 X+ 2

Les solutions de cette équation sont1— J5 (négative) et 1 + J5 (positive).
La limite conjecturée serait donc égale a1+ V5. 0n vérifie que 1+ V5 ~3,2320,01 pres.

106



TP1. Un algorithme pour Obélix

1.
Etape 1:

Etape 2

Etape3:

. S . 1 A
Etape 1:la partie grise la plus sombre(correspondant au vert sur le manuel) représente 7 du gateau. Doncv, =

N

. 1 1
Etape 2 : on ajoute le quart de la partie blanche de I'étape 1. La part en vert (ici gris sombre) représente — + — x —.

2 4

1T (1

Doncv,=—+|—] .
4 \4

., 1
Etape 3 :on ajoute a nouveau 2 de la partie blanche de I'étape 2.

2 2 3
A chaque étape la partie blanche est divisée par 4. On ajoute donc% (%j .Doncv; = % + (%) + (%) .
2. A chaque étape, la partie blanche est divisée par 4.

. s 1z . . s . 1 . 1
Soit b, la part en blanc a I'étape n. La suite (b,,) est donc géométrique de raison 7 de premier terme b, = 2

.I n
doncb, = (Z) .

La partie « verte » a |'étape n est obtenue en ajoutant les quarts des parties blanches successives donc

”"=%+Gj21+;.+@”
o )

1- —
4

1 1 1
3.v,= 3 a 1% pres si et seulement si 3 001 =<v,< §+ 0,01

1 1 (1Y 1Y
Commev, < 3 ceci revient a chercher n tel que 3 0,01=<v,, soit E[Z) =< 0,010u encore (—j =< 0,03.

On trouve a la calculatrice que dés I'étape 3, la part « verte » représente le tiers du gateau a 1 % pres.

- . o1
La limite de la suite semble étre 3

TP2. Le carré de Sierpinski

1. Lasuite (A,) est croissante.

1 1 81 17
2.5 et b=t 31T
9 9 919/ 81
3. Pour passerde A, a A, on ajoute a l'aire A, déja colorée un neuvieme de celle qui ne I'était pas.

4. a. u,,, = % + gAn -1= g(An -N)= gun. La suite (u,,) est géométrique de raison g

8 n-1
b. u,=u, (5) avecu,=A,-1=

n n
Donc “nz‘@ etA,=u,+1=1 —(gj .

O | o

Chapitre 6. Comportement d'une suite
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c. Avec la calculatrice ou un logiciel, on trouve que A, dépasse 0,9 pour la premiere fois a la vingtieme étape. De plus,
la suite (A,) est croissante. Donc au moins 90 % du carré initial est coloré en rouge a partir de la vingtieme étape.

d. De méme, on a plus de 95 % du carré initial coloré en rouge a partir de la 26° étape et plus de 99 % du carré initial
coloré en rouge a partir de la 40¢ étape.

TP3. Elle court, elle court... Qui ? La rumeur!

Partie A

1. Le nombre de personnes mises au courant dans l'intervalle de temps In ; n + 1] est proportionnel a p, donc il existe
un réel a tel que le nombre de personnes mises au courant dans l'intervalle de temps 1n; n + 1] soit égal a ap,,.

Pp.q st le nombre de personnes au courant de la rumeur au bout de n + 1 heures ; il s'agit des personnes déja au
courant au bout de n heures, dont le nombre est p,, et du nombre de personnes mises au courant dans l'intervalle de
temps ]n; n+ 1], dont le nombre estap,.Onadoncp,,, =p,+ap,=(1+a)p,.

2. p,=100 et p; = 250 par énoncé. Donc 1 +a=25doua=1,5.

La suite (p,,) est une suite géométrique de raison 1+ a = 2,5 doncp,, = p,x 2,57 =100 x 2,5".

Partie B

1. Le nombre de personnes qui apprennent la nouvelle dans l'intervalle de temps 1n ; n + 1] est proportionnel au
nombre de personnes qui ne savent rien au bout de n heures, dont le nombre est 10 000 - g,,. Donc il existe un réel b
tel que le nombre de personnes qui apprennent la nouvelle dans lintervalle de temps In ; n + 1] soit égal a
b(10 000 - g,,). On en déduit que g,,.; =g, + b(10 000 - g,,).

1 1
2.q0:100etq1:250donc250:100+b><9900d'oub:i:—.
9900 66
1 1 . 5000 65
Onadoncqnﬂ:qn+10000xg—%qn501tqn”:?+%qn.

Partie C

e 50 % de laville

Avec le modéle n° 1:p, =5 000 pour la premiere fois pour n =5.
Avec le modéle n°2:q,, = 5 000 pour la premiere fois pour n = 45.
Avec le modéle n° 3 :r, = 5 000 pour la premiére fois pour n = 5.

e 95%de laville

Avec le modéle n°1:p, = 9 500 pour la premiere fois pour n = 5.
Avec le modéle n®2:q,, = 9 500 pour la premiére fois pour n = 196.
Avec le modéle n° 3 :r,, = 9 500 pour la premiere fois pour n =9.

e Toute la ville

Avec le modéle n° 1 : au cours de la 6° heure.

Avec le modéle n° 2 : a partir de n = 1 403, un tableur affiche g, = 10 000.
Avec le modéle n° 3 : a partir de n = 28, le tableur affiche r, = 10 000.

2. Enrouge, la suite (p,) ; en bley, la suite (g,,) et en vert la suite (r,).

3. Danslemodélen® 1, larumeur se répand de telle sorte qu’au bout de 1 000 jours, la ville nest pas encore entiérement
touchée, dans le modele n° 3, la rumeur se répand d'abord trés vite et en dix heures elle a presque touché toute la ville,
puis elle se répand trés lentement sans que la ville soit entierement touchée ; dans le modéle n° 2 la rumeur se répand
de telle sorte qu'au bout de trois jours la ville n'est pas encore entierement touchée. Le modele le plus réaliste semble
étre le modéle n® 2.

TP4. Datation au carbone 14

3
12 ) ~9,6443q.
00

1. a. La masse de carbone 14 qui reste aprés 300 ans soit 3 centaines d’années est mox(1 -

1:

b. La suite (m,) est géométrique de raison 1 - 100

=0,988.Doncm, =myx0,988".



¢. 0<0,988 < 1 donc la suite (0,988") est décroissante. Comme m, > 0, la suite (m,,) est décroissante.

d. Voir graphique ci-dessous.

. . . 1
2. Avec la table de valeurs ou le graphique, on détermine pour quelle valeur denonam, = Emo =5g.

an=18x8, 358" (2

-

n=51 4=5. 025113101

t,, estl'abscisse du point d'ordonnée 0,5 sur le graphique.

n an

55 5. 1418
56 5.0861
51 5.0251

] u.96u8 =g
FTAEIDEL J B-Con[G-FLT

La demi-vie du carbone 14 est comprise entre 5 700 et 5 800 ans.

1 t 1
b. Au bout de t;,, la masse de carbone est égale a m; x 0,988r%= 5Mo donc 0,988 2 =5 Par conséquent,

2 1
0,988°'% = (0,988'3)2 = -

Au bout de 2t , la masse initiale de carbone 14 est donc divisée par 4.

k
kt t 1 1
De méme, au bout de k x t, la masse de carbone a été multipliée par : 0,988 3 =(0,988 )k = (—) =—.
Au bout de k X t,,, la masse de carbone 14 a été divisée par 2.

3. a. On note m la masse de carbone 14 restant.
Algorithme

VARIABLES : n, m nombres
ENTREES : Saisir g
INITIALISATION : n prend la valeur O
TRAITEMENT : Tantque 10 x 0,988" > m Faire
n prend la valeur n + 1
FinTantque
SORTIE : Afficher « Entre », n—1,«et», n,

« centaines d'années »

b. Voir sur le site www.didiermathx.com

¢. Le programme donne une datation entre 190 et 191 centaines d’années c’est-a-dire entre 19 000 et 19 100 années.

2
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d. Algorithme

V/ARIABLES : n, m nombres
ENTREES : Saisir g
INITIALISATION : n prend la valeur O
TRAITEMENT et SORTIE :
Tantque 10 % 0,988" > m Faire
n prend la valeurn + 1
FinTantque
Sin =500 Alors
Afficher « pas de datation »
Sinon
Afficher « Entre », n—1, «et», n,
« centaines d'années »
FinSi
4. On conjecture d'apres le graphique par exemple, que la suite (m,,) a pour limite 0 car il semble que la masse devienne
quasi nulle (en fait aussi proche de 0 que l'on veut) a condition d’attendre assez longtemps.

TP5. Une suite de carrés avec GeoGebra
Partie A.

1. EF, FG, GH et HE sont les hypoténuses de triangles rectangles de c6tés de longueur ¢ - 1 et 1 donc ils sont égaux a
Je=D2+1.

2, EF= FG GH = HE donc EFGH est un losange. Les triangles rectangles EBF, FCG GDH, HAE sont superposables donc
BEF = AHE. (On peut aussi utiliser la trlgonometrle et montrer que cos BEF = cos AHE. )

Or dans AHE, AHE = 90° — AEH donc BEF = 90° — AEH soit BEF + AEH = 90°.
On en déduit que FEH = 180° — 90° = 90°. Le losange EFGH est donc un carré.

3. Laire de EFGH est (c - 1)2+ 1 =c2 - 2c + 2. Or c =~/a donc l'aire de EFGH est a - 2+/a + 2.

Partie B. Voir sur le site www.didiermathx.com

3. b. On conjecture que la suite des aires des carrés est décroissante et a pour limite 1.

Partie C.

1. Géométriquement, la suite (a,) est décroissante.

2. a. Delaquestion A. 3. on déduitquea,,,=a, - 2@ +2pourn=1.

Onadonc pourtoutn =1,a,,, - 1=a,-2./a, +1=(/a, -2

b. Onsaitquea, =c2>1.Pourn=1,a,,; - 1=(y/a, —1)2donca,,, - 1 = 0 et par suite, a,,, = 1.

Finalementa,,, = 1 pour tout n = 0. Autrement dit, pour toutn =1,a,= 1.

On adonc \/Z < a, pour tout n = 1. Et par conséquent, \/a —1=<a, —1.Deplusonamontréquea,=1pourn=1,

donc finalement pour toutn = 1,0 < \/Z —1=<a, —1. Par croissance de la fonction carré sur [0 ; + o[, on en déduit
que pour toutn =1, (\/Z -1? <(a, —1)? autrementdita, ;- 1< (a,- 1)

3. a. De 0 <a,, - 1<0,1 on déduit par stricte croissance de la fonction carré sur [0 ; + o[, que (a;, - 1)2 < 1072

D'ou, par les inégalités démontrées en question 2,0 < d;, - 1< 102.Deméme 0 < a,; - 1< 107%

b. On cherche ntel que 0 < a,-1=<10710

De0<0<a;;-1<10%0ondéduitque 0 < a;, - 1 < 1078 puis que 0 < a;5 - 1 < 107'6. Il suffit de prendre n, = 15 pour
avoir a, = 1a 10719 prés (et méme a 10" prés). La suite (a,,) étant décroissante et tous ses termes étant supérieurs a 1,
on en déduit que pour toutn = 15,0 <a,-1<a, —1<1071°,

Le début de I'écriture décimale de a,, pour n = 15 est donc: 1,000 000 000 O... (10 zéros apres la virgule).



TP6. Empiler des cubes... jusqu’ot ?

Partie A. Voir sur le site www.didiermathx.com

n h,

1

1,5
1,833333333
2,083333333
2,283333333
2,45
2,592857143
2,717857143
2,828968254
2,928968254

O | NV |B(W|IN|=

=
[=]

2. On obtient une pile de hauteur au moins 4 m pour n = 31, de hauteur au moins 8 m pourn=1674.
Pour n < 20 000 sur le tableur, on n'obtient pas de pile d’au moins 11 m ou 13 m.

Partie B.
1

1. Pourtoutn=1,h__,=h +——.
n+1 n n+1

2. Algorithme
VARIABLES : n, h, s nombres
ENTREE : Saisir h
INITIALISATION : n prend la valeur 1
s prend la valeur 1
TRAITEMENT : Tantque s < h Faire
n prend la valeur n+ 1
s prend la valeur s + 1/n
FinTanque
SORTIE : Afficher n

3. Le programme donne une pile de hauteur au moins 4 m pour n = 31.

4., Et avec un peu de patience, une pile de hauteur au moins 13 m pour n =248 397 et 16 m pour n =4 989 191.

Partie C
1 1T 1 1 T 1t 1 1 1 11
hy=T+—=; hy=T+—+—-+—; hg=T+—+—-+—+—+—+_-+—.
2 2 3 4 2 3 4 5 6 7 8
T 1 7 1
Donch,-hy=—+—=—>—.
3 4 12 2

1T 1 1
hs—h4=§+g+*+

1.5 1
78 840 2

- . L1
2. h,g—hg=—+ ...+ — est une somme de 8 termes tous supérieurs ou égaux a —.
1671875 16 16

1 1
Donc h,s—hg=8x— soit h;g—hg=—.
167118 16 1678 =5
1 1 1
Onadonc:hy-h,=— ; hg-h,=—; hjg-hg=—
4= =5 g~ M="5 7 Mhe~Ng =7
1
En ajoutant ces trois inégalités membre a membre on obtient h; - h, = 3 X 5

A 1 1 o . N 1
3. Deméme h,, - h,=——+ ...+ — est une somme de n termes tous supérieurs ou égaux a — donc h,, - h, = —.
n+1 2n 2n 2n
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1 1
Onaalorsh4—h225 ; h8—h4>5 N U

En ajoutant membre & membre ces n - 1 inégalités, on obtient h,, — h, = (n -1 x 5

4. On cherche un entier p tel que h, = 324.

Or(n- 1)><% =324 < n = 649. Donc hye — hy, = 324.

La pile pourra donc dépasser la Tour Eiffel. Il suffit de prendre n = 2649,

1 1
Comme (n-1)x 5 peut devenir aussi grand que l'on veut et que hyn > (n —1) X 5 on peut penser

que la suite (h,,) a pour limite + o,

Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

(1] r@-= —%

(2]-3

(3 [ Faux

(4 [Faux

(5 [ Strictement croissante sur [~ 4 ; + .
(6 [001

@ Les réels xde1-0,1;0,1[.

(9 [oui

10 r=—g

11/ Non

(122

(13 [ a. Espérance : 240 ; variance : 144.
(14 500 500

(15[ 29

ENTRAINEMENT

sy

3. Cette suite est croissante car pour tout n = 0,

n+1>n=+n+1>/n carlafonction racine carrée est
strictement croissante.

Donc u,,; = u, pour tout n de N.

17| a. u,,, = u, par croissance de la fonction carré
donc la suite (u,,) est croissante.

b. La suite est croissante (par croissance de la fonction
affine x— 3x — 5 ou par étude du signede u,, ., — u,,).
c. La suite est décroissante par décroissance sur [1; + oo [
. 1 .
de la fonction x+— 1+ — ou par étapes :
X
1

1 1 1
n+1>n=21=—<—1+——<1+—.
n+1 n n+1 n

d. La suite est croissante (soit par croissance de la

fonction x+— —

2
2 sur [0 ; + o[ soit par étapes :

1
n+4

1
Pourn=0,n+1>n=n+5>n+4=>——<
n+5
2

n+5

d'oti -

2 SOit U,,q > U,

a. et figure2 ; b. et figure1 ; c. et figure4 ;
d. et figure 3.

a. Suite décroissante b. Suite croissante

c. Suite croissante d. Suite décroissante

20 | a. u,=2x3";lasuite est croissante car, pour tout
ndeN,3"<3™et2>0donc:u, <up,,;.

De méme:
b. la suite est décroissante ;
c. lasuite est décroissante ;

d. la suite n'est ni croissante ni décroissante car ug > u,
mais aussi u, > uj.

@a. La suite est croissante car pour tout n de N,
201> 20 done 3 x 2™ > 3 X 27 puis Uy, 4 > U,

b. De méme on montre que la suite est croissante.



@ _n+1 n 1
a Uy —Up=

- = >0
n+2 n+1 (+2(n+1)

pour tout n de N. Donc la suite (u,) est croissante
1

(ouécrireu,=1-——).
n+1
5+l 5N 4n —1
b. . -u,= ——=5”g>0pourn>1
n+1 n nin+1)
. . Upiq 5n
donc la suite est croissante (ou comparer = = "
u n+

1caru,>0). n
c. La suite est croissante (par croissance de la fonction
x+—>2x2—1 sur[0;+ o[ ouparu,,,-u,=4n+2>0
pour toutn = 0).

3n+1 3n
"“2n+0) 2n

n

Bn-1 50

d.u, . .-u
1 2nin + 1)

. . u
pour n = 1. La suite est croissante (ou comparer —2+1

s u
alcaru,>0). n

@a. Pour tout n = 0, u,,; > u, donc la suite est
croissante.

b. Pourtoutn=1,-n+1=<0doncu
est décroissante.

(241 up=2; u;=8 ; u,=11 ;

us=11; u,=8 et us;=2.

i1 = U, etlasuite

2. La suite n'est ni croissante ni
décroissante compte tenu de la
question 1.

En revanche u,; - u,=-3n+6 donc
Upiq—U,<0pourn=2

N|ojnhlwIN(=|O|S
—
—_

La suite (u,) est décroissante a partir ~19
durang 2.

n u, v,
@ 1. Tableau ci-contre. 0 1 4
2. La suite (v,) semble géomé- 1 -3 8
trique de raison 2. 2 -11 1] 16
Démontrons-le : 3 -27 | 32
Pour toutn =0, 4 | -59] 64
Vo =5-U 5 [-123] 128
Vi =5-2u,+5 6 |-251| 256

7 |-507| 512

Vo1 =2(5-u,) =2v,.

Dol — > ———— puisu,>Uu
n n+1°
202" 2(n+1?
(on peut aussi calculer u,,,; - u,, éventuellement avec

un logiciel de calcul formel :

Hluin)={rr2+ 1 2°n"2)
{{np=(n"2+ 12 2)
Bifactoriser{uin+1}-uin))

-2'n- 125 1)0 20 2)

@ 1. Pourtoutn =0,

_2n+1 2n-1_ 3
n+2 n+1 (M+2(n+17)

u

n+1 ~ Up

est toujours positif donc la suite (u,,) est croissante.
On peut aussi transformer u,, :

[lpartfraci(2n-1)An=1))

Bain+1)
2.
U, A
2 X
x x X X
x x X
X
X
T T T T | el
0 2 4 6 8 mnon

3. Comme n + 1 est positif,
-lsu,&-n-1s2n-10<sn

U, s22n-1s2nh+1)e-1<2

Donc pourtoutn=0,onabien-1<u, < 2.

4. 15su,15n+15s2n-15<n

Donc u, est compris entre 1,5 et 2 pour n supérieur ou
égal a 5.

28/1.1!=1;2!=2;31=6;4!=24
2. La suite est croissante car u,,,; = u, X (n + 1) ou pour
toutn=1,u,>0etn+1=1doncu,,, =u,
3. Par exemple avec un tableur en utilisant la fonction

FACT, on obtient n, = 29.

Donc (v,)) est géométrique de raison 2.
3. Vn=VOX2":4X2nd0ncun=5_vn:5_4><2n'

n n!
27 1,08889E+28
3 3,04885E+23
9 B, 84176E+30
a0 2,65253E+32

4. Pourtoutn =0,n+1>ndonc2™! > 2"

doncu, <u,.

(OUUpy 1 — U, =4X2"—4x 2™ =4%x27(- 1) <0).

La suite (u,,) est décroissante.

1 1
26 | On peut transformeru, en —+—.
2 2n?

La suite est décroissante :
Pourn=1,n+1>n= (n+10° > n?

4, Pour tout n = ny, u, = u, car la suite (u,) est
0
croissante donc u,, = 103°.

Pour toutn =29 onadoncn!= 1030,
. a. -

0,BEB8E889

LA | s | | B

1,28

Chapitre 6. Comportement d'une suite



b. La suite n'est pas monotone compte tenu de ses
premiers termes.

2.a.n?-2n-1apourracines 1 -2 et 1 ++/2. Le
trindme est positif sauf entre ses racines.

Donc pour n entier naturel, n2 — 2n +1 >0 si et
seulementsin = 3.

201 20 20(2n2 —(n + %)

b.u._ ,-u = —-—=
" )2 n? n2(n + 1°
n 2 _ _
Upyq = Uy — 2" (n 2n-1)
n2(n + 1)>2

Par la question 2a, u,, ; —u, >0 pourn = 3.

n+1
La suite est donc croissante a partir du rang 3.

3. a. ny =182 convient. n U,

b. Du fait de la croissance de la suite  181| 5,3556E+45
a partir du rang 3, pour n = 182, 182| 1,8506E+50
up = u, =10% doncu, = 10%. 353 360096450

1.1, =14(1-0,22)= 0,781,

2. a.1,=0,781,_; pourtoutn=1.

b. La suite (I,,) étant géométrique de raison 0,78, on a
l,=1,0,78".

c. 0 <0,78 <1 donc la suite (0,78") est décroissante.
Comme |, est positif, (1,,) est elle aussi décroissante.
3.a. p=4

La suite étant décroissante, pour toutn = 4,1, <1, donc
l,<04l,

b. A la calculatrice ou avec un logiciel, on trouve qu'il
faut traverser au maximum 5 plaques pour garder au
moins 25 % de l'intensité entrante.

(31/1. Onaa,=1000 ; a,=a,+320=1320,
eta,=a; +320=1640.

by, =400 ; b; =400x1,1=440 ; b,=440x1,1 =484.
¢o=1500 ; ¢;=1500x%0,8+600=1800 ;

€, =¢, X 0,8+ 600 = 2 040.

2. On peut comparer les évolutions a I'aide d'un tableur
par exemple.

u,
20000

18 000
16 000
14 000
12000
10000

8000

6 000
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e Le nombre d’abonnés augmente dans chaque ville.
On peut en effet démontrer que les suites (a,,) et (b,)
sont croissantes :

(a,,) est arithmétique de raison positive 320 ;

(b,,) est géométrique de raison 1,1 > 1 et b, est positif.
Pour (c,,), on I'admettra.

e Au bout de 40 ans, c'est dans la ville B qu'il y aura le
plus d’abonnés alors que le nombre d’abonnés dans la
ville C semble stagner.

Sur un tableur, ¢, semble étre égal a 3 000 a partir d’'un
certain rang.

On remarque que :

€1 - 3000 =c,x0,8+600 - 3000

Cpe1=0,8¢, — 2400 = 0,8(c,, - 3 000).

La suite (c,, — 3 000) est donc géométrique de raison 0,8
donc ¢, -3 000 = (c, -3 000) x 0,8"

d'oli ¢, =3 000-1500x0,8".

On en déduit que ¢, < 3 000 pour tout n = 0.

On peut aussi conjecturer que (c,,) a pour limite 3 000.

32| 1. a. Lasuite (u,,) est croissante par croissance de
la fonction carré sur [0 ; + o<[ et par propriété la suite (v,,)
est croissante car 1,1 > 1.
b. Pourn=0,n=1u,<v,etpour2<n=<10,u,=v,.
On conjecture que pourtoutn =2, u, =v,,.

c. n u, v,
L 1] 1.00
1 1 1,10
2 4 1.21
3 5 1.33
4 16 146
5 25 1.61
L] EL .77
7 49 1L.95
a 64 2.14
k) &1 .36
10 100 .59

d. Pour96 <n<=100,u, <v,.Laconjecture précédente
estinfirmée.

n i, L

3 B643] 707163
sa|  mma srmen
b -1 S025] 8556,68

96l 9116 341234
57 5405 10353,58
98 sg04] 1133894
- a601| 12527,63
100 10000] 13720,61
2. a. Onconjecturede méme " e Wa
que pour toutn = 2, i a 252
a4 B35 2,55
Up =Wy, 85 9025 2,57
a6 9216 60
47 3409 163
sg| 3604 2,65
49 3801 2,68
100 10000 2,70




b. Algorithme:

VARIABLES : n nombre
INITIALISATION : n prend la valeur O
TRAITEMENT :  Tant que n2 > 1,01" Faire
n prend la valeurn + 1
FinTantque
SORTIE : Afficher n

En programmant cet algorithme on obtient k= 1466
c'est-a-dire que le premier entier k supérieur a 2 tel que
w > uy estk=1466.

(33[1.a. T,,,=T,x08pourn = 0.

b. (T,) est une suite géométrique de raison 0,8 donc
T, =Ty (0,8)" soit T, = 200 x (0,8)".

c. T, <1 la premiere fois pour n = 24, donc les truites
auront disparu au bout de 24 ans.

2. a. Del'année n a I'année n + 1, la population de T,
truites a I'hectare diminue de 20 % et est augmenté de
200 truites par hectare donc T, ; = 0,8T,, + 200.

b. Le nombre de truites semble augmenter et se
stabiliser a presque 1 000 truites.

¢ u,,=T,,-1000=0,8T,+200-1000

doncu, , =0,8u, pourtoutn=0.

La suite (u,) est donc géométrique de raison 0,8.

d. u,=uyx0,8"=-800x0,8"

e. T,=u,+1000=1000-800x0,8"

On en déduit que la suite (T,) est croissante (par
exemple : pour tout n = 0, on a 0,8™" <0,8" donc
Thi1>T,).

Donc T, = T, pour tout n = 0. La disparition est enrayée.
On remarque de plus que T, < 1 000 pour tout n de N.

1 n
@1. a. Le n-ieme secteur représente (5) du

disque initial.
b. Laire totale des n premiers secteurs représente une
part du disque égale a

.In

2 n 1_(7) n

R ) e e a0}

—+|=| +.| = == =1—| =

2 2 2) 2 ,_1 2
2

2. Ala calculatrice ou au tableur on obtient

1 n
1- (Ej > 0,9 pour n =4 la premiére fois.

e . .
La suite [(2) ] étant décroissante, la suite

.I n
- (Ej est croissante.
n

Il faut donc tracer au moins 4 secteurs pour couvrir au
moins 90 % du disque.

De méme il faut couvrir au moins 5 secteurs pour
couvrirau moins 95 % du disque, et au moins 7 secteurs
pour couvrir au moins 99 % du disque.

3. La suite des aires des secteurs semble avoir pour
limite 0. La somme des aires des secteurs semble avoir
pour limite 1.

@ Par un raisonnement analogue a celui de
I'exercice , on montre que l'aire totale des n pre-
miers secteurs du disque représente une part de l'aire
du disque égale a

1 n
‘I_ —

1(1]2 A (4) 1 (1"
—+ || +. || ===
4 (4 4 4,1 3 4

4

1

On conjecture 3 comme limite a l'aide d'une calcula-

trice ou d’un tableur.

@ Les aires sont exprimées en m=2,

La suite (a,) est géométrique de raison 1,08 donc
a,=a, % 1,08™" aveca, =10.

Ala calculatrice ou au tableur on trouve que le nénuphar
couvre un étang :

o de 1000 m? le 61¢jour (ag; = 1012m?);

o de 10000 m?, le 91¢ jour (dg; = 10 189 m?);

o de 100 000 m?, le 121€ jour (a;,; = 102 530 m?).

On pourrait aussi écrire un programme qui demande
une valeur M et renvoie le plus petit entiern = 1 tel que
a,>M.

37 | 1. Laire de ATN est %NT X AH ou H est le projeté

orthogonal de A sur (NT).

1
Commen=2,AH=n-1etNT=y;=—donc
n

11 1 1
an=£'g (n—1)=5—%.

2,

A
1

W X X X X X X X X X X X X XX
X
X

g
|

T T T T T T T T T T T T T T T T T 1T
234567 891011121314151617181920"

, . oo
Il semble qu'elle ait pour limite >

Chapitre 6. Comportement d'une suite
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1 1
3. a. Commen> 0,2— >0donca, < Y pourtoutn=2.
n

049<a,<0,49<0,5 —i = % <0,01donc049<a,
< 2n>100 < n > 50.

A partir durang 51 onadonc 0,49 <a, < 0,5.

b. De méme 0,4999 < a,< 0,5 < n > 5000.

a. (u,) peut sembler tendre vers + oo, mais on
peut avoir un doute compte tenu de la croissance lente.

Dans ce cas, on peut vérifier que u, prend bien des
valeurs aussi grandes que l'on veut, fixées a l'avance,
pour émettre une conjecture.

Al Pour aller plus loin

On peut aussi montrer de fagcon générale que siM = 0
estun réel donné, u, = M dés que n = M? - 2.

b. (u,) semble avoir pour limite 0.

. (u,) semble avoir pour limite 3.

d. (u,) na pas de limite, prenant toujours alterna-
tivement les valeurs - 1 et + 1.

1. a. Lasuite (u,) est géométrique de raison

8,3
100
b. u,= uy x 0,917". La suite (0,917") est décroissante
car0<0,917 <1 etcommeuy>0,u,,, <u,pourtoutn
de N donc la suite (u,) est aussi décroissante.

1

=0,917.

c. Alaide d'une calculatrice ou d’un tableur on trouve
1

que u, < EUO c'est-a-dire 0,917" < 0,5 pour la premiere

fois pour n = 8 (ug = 4,99982.10°).

La demi-vie de I'iode 131 est d'environ 8 jours.

2. La suite donnant le nombre de noyaux est une suite

. . t
géométrique de raison 1—m donc on cherche le

) . t ) 1
premier entier n tel que (1 - —) <—.
100) 2

Algorithme

VARIABLES : t, n nombres
ENTREE : Saisir t
INITIALISATION : n prend la valeur 0

n
TRAITEMENT : Tant que (1 - %} > 0,5 Faire

n prend la valeur n + 1

FinTanque
SORTIE : Afficher n.

b. La demi-vie de l'iridium radioactif est 74 jours.

La demi-vie du cobalt 60 est 1926 jours soit environ
5,3 ans.

40| 1. Lévénement A: «obtenir au moins un 6» a
pour contraire « n'obtenir aucun 6 ».

Le dé étant supposé bien équilibré, la probabilité lors

. . )
d’un lancer de ne pas avoir de 6 est égale a o

On répéte de facon identique et indépendante le lancer
d’un dé plusieurs fois.

La probabilité de A est alors obtenue a I'aide d’un arbre

n
simplifié : P(A) = (%) (chapitre 8).
5 n
Doncp,=PA)=1- (g) .

_[(5Y L 5
2. La suite [(J ] est décroissante car 0 < e < 1 donc
n

5 n+1 5 n 5 n+1 5 n
(fj < (f) et par conséquent 1— (fj >1- (—) .
6 6 6 6

La suite (p,) est donc croissante.

Plus le nombre de lancers augmente, plus la probabilité
d‘obtenir au moins un 6 augmente.

3. a. A laide de la calculatrice ou d’un tableur on
trouve que le premier entier n tel que p, = 0,5 est
ny=4.

b. Car la suite (p,,) est croissante.

4, En utilisant une calculatrice ou un tableur et le sens
de variation de (p,)), on obtient :

p,=06pourn=6;

p,=08pourn=9;

p,=0,95pourn=17;

p, = 0,99 pour n = 26.

Ayant 4cas a traiter, on aurait aussi pu créer un
programme qui demande un nombre entre 0 et 1 et
renvoie le premier entier n tel que p,, = o

1 f 1. A l'aide d’un arbre (chapitre 8), on détermine la
3

probabilité de Iévénement A : « obtenir 421 », P(A) =(%) .

2. a. La probabilité de I'événement B: «obtenir au

moins une fois 421 sur nlancers » est égale 4 1 - P(B) ou
B : « ne jamais obtenir 421 sur n lancers ».

La probabilité de ne pas obtenir 421 sur un lancer est

0

Par un arbre simplifié, on obtient

3 13
PB)=|1-|=]| | doncPB)=1-|1—-|=]| | .
<>[ (6)] ®) [ (Jj

3
1
b. La suite [1 - (g) ] est décroissante donc la suite

n

(pp,) est croissante.



La croissance étant « assez lente », on a intérét a utiliser
un tableur ou a écrire un programme pour trouver que
p, = 0,99 pour n =993 la premiére fois.

Comme la suite (p,,) est croissante, p,, = 0,99 pour n = 993.
Il faut donc au moins 993 lancers pour que la probabilité
d’avoir au moins un 421 soit supérieure a 0,99.

1. Lasuite (L,,) est croissante de par sa construction.
2. Leslongueurs sont exprimées en cm.

Li=n; Ly=n+2n=37% ; [3=n+21+ 3T =6T.

3. D’un arc de cercle au suivant, le diametre augmente
de 2, donc la longueur de I'arc augmente de 7.

On en déduit que, en cm,
+1
Ln=n+2n+3n+...+nnzmn.

nin+1

4, On cherche n tel que 7 > 100.

. . . . 200
Solution 1 : on résout linéquation n2+n-=—— > 0.
T

Le trindme est positif sauf entre ses racines s'il en a.

SOy -
T

Ses racines sont —————,

_14 14300
négative, et T ~7,49.
n L

Donc L, > 100 si et seulement sin = 8. 1 3,142
Solution 2 : on utilise une calculatrice 2 9,425
ou un tableur pour trouver le premier 3 18,850
entierntelqueL,>100; 4 31,416
il s'agitde n =8. 5 47,104
La croissance de la suite (L,) permet __& 65,973
de conclure que L, >100 si et _ 7 87,365
seulementsin = 8. 8] 113,097

5. 10km=10x103m=10x103x 102cm
donc 10 km = 10° cm.

On cherche doncici a avoir L, > 106,

La résolution de l'inéquation conduit a

[ 8x106
14 1+
— T ~797,4

2
soit L, > 10 km si et seulement sin = 798.

n>

6. Une recherche au tableur oua n L

l'aide d'un programme est a nou- 795/ 9,955E+05
veau possible, avec recours au sens 97|  5,9%08405
de variation de la suite pour 7mE| 10026406
conclure. 799 1,004E+06

Al Pour aller plus loin

nn+1)

On doit ici résoudre l'inéquation n =M soit

M
n2+n-=—=0.
T

8M

L s 2M
Le discriminant du trindbme n2 + n - —est A = 14+ —.
T

Comme M >0, A > 1donc ce trindbme a deux racines :

S i M i 1424
S S | R S |

qui est négative et

2 2
OrA>1= VA >1 par stricte croissance de la fonction
8M
—1+ 1+ —
racine carrée donc—1++/A >Oetlaracine 3 T
est positive.
Donc L, = M si et seulement si I'entier n est supérieur
8M
14 1+ 22
T

ou égal a

On en déduit que L, est aussi grand que l'on veut, a
condition de prendre n suffisamment grand. Autrement
dit que la suite (L) a pour limite + oo,

1. On peut penser que la limite de la suite (L,)) est
la mesure de AB en cm, soit 8.

2. L,=4m ; L,=2x(2M) =4 ; L;=4xT.
3. D’une étape a la suivante, le diametre des arcs de
cercle est divisé par 2. Donc la suite des diamétres est

1
une suite géométrique de raison 5 Soit d,, le diametre
d’un petit arc de cercle du n-ieme chemin (n = 1).
1 n-1 1 n-1
Onad,=8etd,=d, X(E) doncdn=8><(5) .

Le nombre de chemins d'une étape a la suivante est
multiplié par 2. Le premier chemin ne contenant qu’'un
seul arc, le n-iéme chemin est la réunion de 271 arcs de
cercles(n=1).
N 'r
Doncl,=2""x8x|—-| ==4nr.
n 2) 2

La suite (L,) est donc constante ; tous ses termes sont
égaux a 4m. Elle a donc pour limite 4m.

Les longueurs sont exprimées en cm.
1. a. a,=0A,=6 par énoncé.
Dans le triangle OAjA,, rectangle en A;, on a

Tt 1
by=ApA, =0A, X sin — =—a,=3.
0= RoM 0 6 20

b. Pour tout n = 0, dans le triangle OA A, ,, rectangle

3
OA,,;=0A,x cosg soita,,; =a,X -

enA n+1 — n+1 —

n+1/

, . A
La suite (a,) est donc géométrique de raison —.

Onadonca,=a,. [\/5]“ =6 [\/g)”

2 2

c. Pour tout n = 0, dans le triangle OA A, ,, rectangle

enA, 1. AA,;=0A, xsin g

Chapitre 6. Comportement d’une suite /117
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3

n
d'ou b, :%an et par conséquent b, = 3[2] .

3
2. Lasuite (a,,) est décroissante car 0 < % <let6>0.

Avec une calculatrice ou un tableur, on trouve que le
premier entier n tel que a, <1 est n= 13. Par
décroissance de la suite (a,), on en déduit que A, esta
moins de 1 cm de O a partirden=13.

De méme A, est a moins de T mm de O a partir de
n=29.
3.a. L,=by+b;+...+b,,
n-1 |5
2
2 2 1

o2

n
DonclL,= 12(1 + > 2] ou encore

L,=6(2++3) 1—[‘?} :

b. On trouve a la calculatrice ou au tableur que le
premier entier n tel que :

L,>10estn=5;
L,>20estn=16.

On a l'impression en observant n =

les termes pour de «grandes

valeursde n » que L, ne dépasse 5973| 23,3923048
méme pas 22,4. 5974| 22,3323048
Démontrons-le : 5975 ______22'39231343
6(2++/3)~ 22,3923 < 22,4,  =976| 22,3923043

Or L, <6(2++/3)doncL, < 22,4 pour tout n de N,
La longueur de la spirale ne peut pas dépasser 30 cm.
c. La suite n'a pas pour limite + .

1. Les deux suites sont décroissantes.

2.
A
19
L]
- @
L]
L]
- L]
X %
- L}
X .°o.
L[]
XXXX ‘e,
XXWWXXW.:&?Mgggm T
T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 n
X suite (U,) e suite (V)

lls semble que les deux suites aient pour limite 0 et que,
pour n >0, on ait v, >u,, la suite (v,) tendant donc
moins vite vers 0 que la suite (u,,).

3. a. Ontrouve ny = 34.

| A 8 C D

1| n Uy ¥y VoS, 7
29 28| 0,03571429 | 0,052334763

30, 29| 0,03488276 | 0,047101287

il 20| 0,03333333 | 0,042351158

12 31| 003225806 | 0,038152042

33| 32| 0.03125 | 0,034336838

& 33| 0,030E30303 | 0,030903154

s 34| 0,02941176 | 0027312830 oul

36 35| 0,02857143 | 0,025031555 |oui

b. On suppose que g = 34 et que Vg <Uq c'est-a-dire

1
que 0,99 < —.
q

0,9
En multipliant par 0,9 on obtient v, ; <—.
09 1 a
& —<—
qg q+1
< 0,99+09<q

0,9
De pIusT <Ugy

< 09<0,1¢g
& 9<q
Comme q = 34, on a bien —— < u ;.

Finalement pour g = 34 tel que Vg<ugona

0,9
Vq_H <7< Uq+1.

c. De la question b on déduit que si v, < ug pour un

q
entier g = 34,0naaussiv,,, <u

Comme V3, <Usz,, ON @ aussi Va5 < Uz donc aussi
V36 < Uz €t petit a petit on arrivera a vy, < U;gg PUIS a

q+1*

V10000 < Y10 000-

1. On conjecture que la suite n Uy
est croissante et qu'elle tend vers + 1 10
d’apres ces premiers termes. 2 50
9y oo™ 10 3| 166,666667
T+ n+1 ™ 4| 415,666667
Onentre cetterelation de récurrence __3| 833,333333
sur une calculatrice avec u; =10. 6| 1388,88859
. 7| 1984,12698
On obtient u; o= 10728,
Fi#l aﬂ..!
81 IE-55
98 |E-S5B
88 JE-51
EIT] 1E-58 160
EEEIDEL WEE F-Com [GFLT

Ceci contredit la conjecture concernant le sens de
variation de la suite (u,,) : la suite n'est pas croissante.
Quant a la limite, on peut plutot émettre une nouvelle
conjecture donnant 0 comme limite éventuelle.



On peut écrire un programme permettant d'obtenir
n'importe quel terme de la suite pour explorer d'autres
valeurs de u,,

(Voir sur le site www.didiermathx.com)

1. La suite est définie par uy =1 et

U, = f(u,) ou f(x) = 2x.

Autrement ditu,,, =2u,,

2. La suite (u,) est donc une suite géométrique de
raison 2 donc u, = uy.2" = 2".

3. On conjecture que cette suite est croissante et a
pour limite + eo.

4. Comme 2 >1, par propriété la suite (27), est
croissante.

5. a. 210=1024> 103

b. ¢ 219> 103 = 229> 106 donc n, = 20 convient.

e 2105103 = 270> 1021 = 270> 1020

donc ny =70 convient.

e 210> 103 = 24905 10720 donc n, = 400 convient.

a. La suite semble décroissante et de limite 2.

fA
37 _
y=x
P T y=Vx+2 ]
— : 5
1 ! 1
LUy E“o
T T T T T
0 1 3 4 5 6
b. La suite semble croissante et de limite 2.
A
33
y=x
2 g y=\x+2
5”1 Uy E£‘3
T f >
1 2 3 N

c. La suite semble décroissante et de limite 1.

fA
N
y=x2-2x+2 ]
.
o
y=x .
o
Lo
Ly i : P
A
A
A
A
P
i H 1
e T I I o
T T Ll
0 1 2 N

d. La suite semble croissante et de limite + .
fA
9_

8-

y=x>—2x+2

1. Pourtoutn =0,

n+1>n= f(n+1) = f(n)carlafonction fest croissante
sur [0 ; + oo[.
Donc la suite (f(n)),,~, est croissante.

La réciproque est: «Si la suite (f(n)),~ o est croissante
alors la fonction f est croissante sur [0 ; + oo[. »

Chapitre 6. Comportement d’'une suite /119
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Contre exemple :

fA

T T T T T T T T%
0 V2 3 4 5 6 7 8 9n
La fonction représentée par la courbe ci-dessus n'est

pas croissante. La suite (n),,~, représentée par les points
sur le graphique est croissante.

Faux. On peut prendre comme contre-exemple la
suite (u,,) définie par u,,, = f(u,) avec f(x) = 0,5x + 2 et
ug = 8 représentée ci-dessous.

FA

<
N

sy

Fo N S S S S S—

@ Le tableur permet de conjecturer que la suite est
décroissante et semble avoir une limite proche de
1,414213562 d’aprés les premiers termes donnés.
On sait cependant que le comportement de la suite
peut totalement changer ensuite (voir par exemple
I'exercice page 171).

La copie d’écran de calculatrice permet de représenter
sur |'axe des abscisses les premiers termes de la suite
mentalement et d'imaginer comment se poursuivrait la
construction. On y conjecture que la suite sera bien
décroissante du fait de la position relative des courbes,
sans changement de comportement a partir d'un
certain rang.

On y conjecture aussi que la suite a pour limite I'abscisse
du point d'intersection de la courbe et de la droite
d'‘équation y = x. Ceci permet de calculer la valeur exacte
de cette limite éventuelle comme solution de Iéquation

0,5 (X+£)= X.
X

0,5(x+£)=x<:)x+£=2x<:>x=£.
X X X

Les solutions sont donc —+/2 et~/2.

La limite conjecturée a I'écran est donc V2.
On vérifie que V2 =1,41421...

TRAVAIL PERSONNEL

Pour les exercices |52 | a : voir corrigés en fin de

manuel.
APPROFONDISSEMENT

_0+(=6) X; +6

=3, x=——""=15;

70 1. x,
2

+(-6
xszxzf()z—z,zs.

2, Voir sur le site www.didiermathx.com

3. On peut conjecturer que les termes x,, de rang pair
ont pour limite 2 et ceux de rang impair ont pour limite
- 2 donc l'indécis va finir par aller indéfiniment du
voisinage du point d'abscisse 2 a celui du point
d’abscisse — 2, en étant aussi proche que l'on veut de
ces deux points, une fois sur deux.

71 1. La suite semble étre croissante et avoir pour
limite 6.

fA
6_
y=05x+2
5+ |
4] o
y=xi | 1
Uy Ui u, ugt -
T T T T T T T T T T T |l
-5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 70N

2. f(a):a@%oc+3=a<:> a=6.

3.a.v,

La suite (v,)) est donc géométrique de raison —.

1 1Y
b. v, = vo(E) =-1 1(5) pour toutn = 0.

1 1
+1=un+1—6=5un +3-6= 5 v,, pourtoutn=0.

.] n
Donc un=vn+6=6—11(5) pour toutn = 0.

.I n
c. Lasuite [(2) J est décroissante. On en déduit que
n

la suite (u,,) est croissante.

@ Partie A. 1. La fonction f est une fonction ration-
nelle dérivable sur R*

avec f'(x) = > donc f'(x) > 0sur[0;+ ool.

_4
(x+1)



La fonction f est donc strictement croissante sur

[0; +oo[.

2. A l'aide de la calculatrice on conjecture que la suite
(f(n)) a pour limite 3.

3n—1
3. a. u,=f(n)doncu, =—.
n=Hm) " on+1
De plus 3- 4 :3(n+1)_4=3n_1donc pour
n+1 n+1 n+1
4

toutnzo,un=3——1.
n+

4
b. 2999<u,<32,99<3-——<3.
n+1

<3.

Pourn =0, 4 1>Odonc3—
n

n+1
D’autre part

2,999 < 3—i(:> i< 0,001
n+1 n+1

<4000 <n+1
<3999 < n.
On en déduit que 2,999 < u,, < 3 a partir de n = 3 000.

Partie B. 1. On conjecture que la suite est décroissante
et qu'elle a une limite proche de 1,3.

fA
2
y=x 5
y="fx) !
. A E
E Eu3iu2 5“1 UOE‘
T T =
0 / 1 2 3N
3v, =1
o +1
2 aw 1=vn+1+1: v, +1 _ 4v,
V=1 Ve =1 2y, -2
v, +1

Donc pour toutn =0
W - 4v, _vn+1_(4vn—2vn—2):

= 1.
T Ty —2 v, -1 2v, -2

La suite (w,) est donc une suite arithmétique de
raison 1.

b. w,=wy+nx1=2+n

v, +1

v, —1

n

c. Onadonc2+n=

douv,(n+2-1)=1+2+n

. n+3
soitv, = 1carn+1;t0.

(n+1)+2=1+ 2
n+1 n+1

d. Pourtoutn=0,n+2>n+1>0donc
1 1 2 2

puis 1+ <1+
1 n+2 n+1

Onadoncv,=

n+2 n+
cest-a-dire v, <v,.

La suite (v,,) est décroissante.

e. |l est évident que v, > 1 pour toutn = 0.

f. On peut chercher si v, peut étre aussi proche de 1
que l'on veut a condition de prendre n assez grand sur
des exemples numériques, par exemple :

< 0,001 soit n =2 000

2
1<v,<1,001 pour
n+1

ou de fagon générale :
soit e > 0, aussi petit que I'on veut, alors

2 2
1<y, <T+ees——<esn>—-1
n+1 e

On peut donc bien rendre v,, aussi proche de 1 que l'on
veut.

@ 1. Voir sur le site www.didiermathx.com
3. a. ¢, estlalongueurde I'hypoténuse d'un triangle
rectangle dont les cétés de l'angle droit ont pour

1 3
longueurs ch et ch.

2 2
1 3 10
Donccnﬂzz(zcnj +(ch) =16 2.

J10

e _
Douc,,; = Tcn.

b. La suite (c,) est une suite géométrique de raison
Jio Jio)" (o)
X doncc,=¢, el .

4

¢. Ala calculatrice ou au tableur on trouve que

(Jﬁ

n
4] < 0,001 pour la premiére fois pour n = 30.

De plus la suite (c,,) est décroissante car0 < —— < 1.
Donc ¢, < 0,001 a partir de n = 30.

1 1 1 1
4. a. 1, =ZC° +—CG+—c + ...ZCn_1 donc

474
2 -1
1. 10 (1o NS
Ly=—[+——+ || +...+]|—| ]
4 4 4 4
0)
‘I_ -
"4 N0
4

b. Ala calculatrice ou au tableur, la limite éventuelle de
la suite (L,) semble étre environ 1,194. On peut

conjecturer une valeur exacte pour cette limite de
1 1 1

4. Jio 4-io’

4

Chapitre 6. Comportement d'une suite /121
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(7801 uy=1; uy=2 =125 ; ;=22 =136 ;
205 4 36

U= ~1,42,
144

2. U, =u, w1
(n+1?
La suite (u,,) est donc strictement croissante.
Boa. -l
k-1 k (k-"Dk
Pourk=2,0<k-1<kdoncO < (k- 1)k <k? et par

. 1 1
conséquent >—.
WKk T R
- 1 1 1
On en déduit que — < —— — —.
k2 k-1 k
b. En écrivant les inégalités (1) pour k variantde 2 a n

on obtient :
1 1 1 1T 1 1 1 1

—<l-— =<—-——= ... —<——=—
22 2 32 2 3 n2 n-1 n
Donc en sommant membre a membre

doncu, ., > u, pour toutn = 1.

1 1
u,-1<1-— dol u,<2-—.
n n " n
c. On déduit de la question b. que pour tout n = 1,
u,<2.

La suite ne peut donc pas tendre vers + e car u,, ne peut
prendre de valeur supérieure a 2.

nz
d. o= 1,645 a 1073 prés.

e. On peut entrer sur la calculatrice la suite (u,) par
1

(n+1)?
Avec la table de valeurs, on trouve que u,, > 1,6 pour la
premiere fois pour n = 22.

u=Tletu,,,=u,+

La suite étant croissante on aura donc u,, > 1,6 a partir
den=22.

De méme u,, > 1,64 a partir de n = 203.

On peut aussi créer un programme sur la calculatrice
qui fait afficher la premiere valeur telle que u, > moum
est un réel donné.

1
75 1. u,,, =u, +ﬁ donc u,,, > u, pour tout
: n+

n = 1. La suite (u,) est croissante.
2. a Jkri— i = k1= Yookt + Vb
Vk+1+ Jk

1
NPES TN P —
Jk+1++k
Or k +1 >k >0 donc par croissance de la fonction

racine carrée, vk +1> Jk douvk+1+ vk >2vk >0

. 1 1
et par consequent —= < ——.
P W1+ "2k
Onadonc\/k+1—ﬁ<ﬁd’ou

-
ﬁﬂ(m_ JK).

On somme membre a membre les inégalités suivantes :

%>2(\/§—\ﬁ)

%>2(\/§—x/§)

%>2(\/n+1—\/;)
n

On obtient :

u,>2(Nn+1="1etafortioriu,=2(vn+1-1)

3. Pour avoir u, >M il suffit davoir 2(Wn+1-T)>M
. M.,

soitn > (1 +E) -1

Tous les termes u,, tels que n > %MZ + M sont tels que
u,>M.

C'est une condition suffisante, il est possible qu'il y ait
d‘autres termes pour n plus petits qui soient eux aussi
supérieurs a M.

On en déduit que I'on peut avoir u, aussi grand que l'on
veut a condition de prendre n suffisamment grand.
Autrement dit la suite (u,,) a pour limite + oo

7671 {v =V, =01V, +0,2R, = 0,9V, +0,2R,,

n
Rys1 =R, —0,2R, +0,1V, = 0,1V, + 0,8R,,

n+1 —
2. a. LasommeV, + R, donne la population totale du
pays, ici 60 millions d’habitants. Donc V,+R, est
constante, et pour tout ndans N, V, + R, = 60.
b.V,;+R,; =09V, +0,1V,+0,2R, +0,8R, =V, +R,.
Dong, pour tout n, S,,;=S5,. La suite (S,) est donc
constante. Sy =V, + R, = 60.
Conclusion : Pour tout ndans N, S, = 60.

V,1=0,9V, +0,2(60-V,)=0,7V, +12

{ R,+1 =0,160-R,)+0,8R, =0,7R, +6

3. a. PourtoutndansN,

W, =V, -40=0,7V, +12-40=0,7V, - 28
=0,7(V, - 40),

d'ou W, ., =0,7W,. Donc (W,) est la suite géométrique

de raison 0,7 et de premier terme :

W, =V, - 40 =20 - 40 = - 20.

Il en résulte, pour tout n dans N, W, = (- 20) x 0,7".

b. W,=V,-40 &V, =W, +40 =40 -20x0,7".

R,=60-V,=20+20x0,7".

c. La suite (0,7") est décroissante puisque 0 < 0,7 < 1.

On en déduit que la suite (V) est croissante et que la

suite (R,) est décroissante.

4.+ V,=R, & 40-20x0,7" =20+20x0,7"
1
=20+20x0,7" 07" <~ &n=2

e V,=23907"<005&n=9.
e R, <2207"<01en=7.



@PartieA.L uy=1;p;=3x15=45;
1 X9J§_9J§

a, = = .
4 4 16

1 1
2. Uy =3Uy;pp = 5p1,a2 = Za1.

3. Cela reste encore vrai de I'étape n a l'étape n+1,
chaque triangle blanc a I'étape n + 1 ayant un c6té de
longueur égale a la moitié de la longueur d'un cété
d’un triangle blanc de I'étape n.

Chaque triangle blanc génére trois autres triangles
blancs.

4. o (u,) est la suite géométrique de raison 3 et de
premier terme u; = 1; d'ot u, = 3" x u, =31,

e o .
e (p,) estlasuite géométrique de raison 5 etde premier

1 n-1 1 n
termep, =4,5d'oup, = (E) X py= 9(5) .

s . 1 .
e (a,) estlasuite géométrique de raison —et de premier
"3 . . 4
terme g, = ——, d'ou

E]

1 n-1 1 n+1
anz(f) 9«/5( ) .
4 16 4

PartieB.1. P,=u,xp,,.

1 1
2.-Pn:un><p,,:3”“><9x(5) :3><3"><(5)

n
=3x(§j =3x1,5",
2

1,5>1donc lim 1,5" =+, Il en résulte
n—+oo

lim P, =+eo.
Nn—+oo

3. 3%(1,5">100 (car Tm=100cm et le triangle

équilatéral de départ a pour coté 3 cm), cela revient a
1,5" > 100 S n=09.
3
s 10°
3x15">10° < 1,57 >T<:>n226.

Partie C. 1. On conjecture que (S,) a pour limite l'aire
du triangle initial en cm?, c'est-a-dire

1 V393
—X3X3X—=—-.
2 2 4

1 n+1
2. a. An:unxan:3”‘1><9\/§><(z)

1 n+1
3 x 31 x (—) .
4
3 n+1
Soit A, = v/3 x (Z) =/3x0,75M,

b. (A,) est une suite géométrique de raison 0,75 et de

9
premier terme Al= 1—:, donc:

1-0,75" 93 10,75
S, = A X — = 2
1-0,75 16 1
4
i(]_o 75M)

9
(et non T\/_(l —0,75)" comme indiqué dans certaines

version du manuel éleve).

-1<0,75<1donc lim 0,757 =0;il en résulte
Nn—+eo
9 9
lim S, = \f i est 'aire du triangle équilatéral
N—+o0 4 4

de c6té 3. Donc la conjecture est exacte.

3

c. 5,>0,95 XTX 9<1-0,75" >0,95.
S0it 0,757 < 0,05 = n=11.

@ Soit ¢, le nombre de c6tés du polygone obtenu a
I'étape n, |, la longueur de ce c6té pour n = 0 (le début
étant I'étape 0).

D’une étape a la suivante, la longueur d’'un coté est
divisé par 3 donc la suite (/) est géométrique de raison

1
—avecl,=1.
3 0

D'une étape a la suivante, le nombre de cOtés est
multiplié par 4 donc (c,,) est une suite géométrique de
raison 4 avec ¢, = 3.

Le périmetre p,, a I'étape n est p,, = ¢, x I. Enfin l'aire a
I'étape n + 1 est égale a l'aire a I'étape n augmentée des
aires des c,, triangles équilatéraux de coté /., qui ont
été ajoutés.

On montre que l'aire d'un triangle équilatéral de coté x
est xzﬁ.

On peut alors programmer le calcul des termes de ces
suites sur un tableur par exemple (voir sur le site www.
didiermathx.com). On a 200 km =2 x 10° m

On lit sur le tableur que p,, >200 km pour n= 39 par
exemple et l'aire totale est inférieure & 0,7 m2.

& ] C 1) E F
i tape nboltés :,sz::; pirimding T:E::lt-: aire totale
38| 56 L42Ee22 6,6625E-18 S44E+08  192X1E-15 069282032
39 IV 5872 3 2N0BE-18 12EE#0S 2,1358E-34. (.692830323
a0 | 28 2,1TEedd  TA02TE-13 LEGEE+QS 2.3TISE-37 0.65283031
a1 ¥9 9,07e+23 1 AGTHE-19 2,ME+Q5 2,6355E-38 0692821032
a2 | &0 3,63E+24 B 2ISIE-0 2,98E+05 2.9295E-319. 0,69283032

On pourra ensuite conjecturer la limite de (p,)) et celle
de (a,,) a l'aide du tableur.

@Soit b,. c, et d, le prix a payer en euros pour n
photos respectivement a I'agence B, a I'agence C et a
l'agence D (n =1).

Exprimons b,, c,,, d,.

e Suite (b,):

Chapitre 6. Comportement d'une suite
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Pour1=<n=<50,b,=0,53n

Pour 51 < n <100, b, = 0,53 x 50 + 0,45 (n - 50) donc

b,=0,45n+4

Pourn=101,b,=0,53x50+0,45x50+ 0,38 x(n-100)

Doncb,=0,38n+11.

e Suite (¢,):

Pour1<=n=<39,¢,=0,35n.

Pour40 <n =< 59,¢,=0,33n.

Pour 60 <n =<99,¢c,=031n.

Pourn =100, ¢, =0,25n.

e Suite (d,):

d,=2,90+0,25n

On peut par exemple les représenter graphiquement

pour les comparer puis vérifier les résultats par le calcul.

A

65 oF

60—

55+ o

50 +

45 +++++

40

35+

30

223 +*+++

15+

10+
5|

g
=

140 N

T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120

A l'agence B, I'augmentation des prix se fait de facon
continue, et cette augmentation est de moins en moins
rapide au fur et a mesure que le nombre de photos
augmente. Au contraire, al'agence C, le prix n'augmente
pas nécessairement avec le nombre de photos! Le
changement de tranche s'accompagne d’une baisse

des prix. Ainsi 40 photos, voire méme 50 photos coltent
moins cher que 39 photos.

Enfin a I'agence D les prix augmentent de facon
réguliére en fonction du nombre de photos.

Pour un petit nombre de photos, 11 photos au plus,
I'agence C est la moins chére, juste devant l'agence B.
De 12 photos a 99 photos, I'agence D est moins chére.
Enfin, pour plus de 100 photos, c’est I'agence C qui est
la plus intéressante.

80 | Les longueurs sont exprimées en cm. Les angles
marqués en rouge sur la figure sont égaux a I'angle o :
par exemple AByA, est complémentaire de OA.B,

dans le triangle rectangle A;ByA, et a= m est
complémentaire |ui aussi de l'angle m dans le
triangle rectangle OAB,,
Donc m =o.
Alors A;By = AyB, x cos o dans le triangle A;ByA, puis
A,B; =A,Byx cos azdans le triangle ByA,B,. Etc.
La suite des longueurs des segments formant la ligne
brisée AjB,... A,B,, est une suite géométrique de raison
cos o
Dans le triangle OA,B, cos or= % =0,8.
0

La longueur L, de cette ligne brisée est
L,=AyBy(1+08+082+...+0,8")
1— 0’82n+1

1-0,8
AyBy= V100 —-64 = 6 par le théoréme de Pythagore
dans le triangle OA,B, donc
L,=30(1-0,8217),
L,> 10 pour n=1 et donc pourn = 1 par croissance de
la suite (L,,).

L,=AgByg

L,>25pourn=4;
L, =100 est impossible car L, < 30 pour tout n.



Pour reprendre contact
Les réponses exactes sont :

@ Nombre téléphones achetés 0 1 2 3 4
Effectifs 3 7 12 9 4
Effectifs cumulés 3 10 22 31 35

a. Me=2

b. Moyenne = 2,1
c Q=1 Q;=3

Q;-Q,=2
d. ¢ Au moins la moitié de ces éléves n'ont pas acheté plus de 2 téléphones portables.
e En moyenne, chaque éléve a acheté 2,1 téléphones portables.
e Le quart au moins des éléves de cette classe a acheté au plus un téléphone portable.
e Les trois quarts au moins de ces éleves ont acheté 3 téléphones au plus.

@ a. Vrai b. Faux c. Faux d. Vrai
@ Réponses a. et d.

Activité 1. Diagramme en boite

A. 1. Q, est la valeur de la série des températures ordonnées telle que 25 % au moins des valeurs de la série lui soient
inférieures ou égales. Pour Q;, il suffit de remplacer 25 % par 75 %. Me est la valeur centrale de la série, puisque celle-ci
compte un nombre impair de valeurs.

2. a. Le diagramme correspondant a la série (R) est celui du haut (sa « moustache » commence a 10,5).
e Onlit: Q;=115

Me=12,1
Q;=128
Max =13

o L'étendue est la longueur du diagramme (moustaches comprises).
e l‘écart interquartile Q; - Q, est la largeur de la boite.

b. Min=98; Q,=108; Me=114; Q;=118; Max=125.
B. 1. Min=14; Q;=14,9; Me=153; Q3=159; Max=16,2.
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3. « AMarignane, la plus basse des températures annuelles sur la période 1980-2002 est supérieure, de 1 degré Celsius
au moins, aux températures les plus élevées de Rennes et Strasbourg.
e La moitié des températures annuelles de Strasbourg sont inférieures a 75 % des températures de Rennes.

Activité 2. Mesurer une dispersion

1. Moyenne Médiane
Série A 10 1
Série B 10 1

Ces indicateurs donnent la tendance centrale de chaque série. lls sont ici égaux pour A et B. Pourtant les différences
sautent aux yeux : la série A est plus homogéne, moins dispersée, que la série B.

2. a. SérieA:e=6; Q;-Q;=4.
SérieB:e=16; Q;-Q,=09.
b. Dans la série A, remplacer Min = 7 et Max = 13 par Min =2 et Max = 18:
¢ n‘aurait pas eu d'incidence sur la moyenne car la somme des points attribués ne change pas ;
e n‘aurait pas eu d'incidence sur la médiane puisque la valeur centrale ne change pas;
e aurait eu une incidence sur I'étendue qui passe de 6a 16!
 n‘aurait pas eu d'incidence sur Q;, ni sur Q;, et donc pas sur Q; - Q;.

Seule I'étendue est sensible aux valeurs de Min et Max.

3. a. La moyenne des écarts (entre note et moyenne) est nulle car la somme de ces écarts est nulle
n n
Z(X,—x):ZXi—nx:O .
i=1 i=1

b. SérieA:e,~1,87 eg> e,
SérieB:eg=4,88
La dispersion des notes autour de leur moyenne est plus forte pour B que pour A.
c. PourA: V,=4,57 spa=2,14
PourB: Vg=3160 sz=5,62
Ces calculs confirment la plus grande dispersion des notes par rapport a leur moyenne, pour la série B.
Activité 3. Minimiser une dispersion
1. m=25 V=525
2. a. f(t)= %[(— 2-02+20-02 +4G -0 +36-17]
=t2-5t+11,5
=(t-2,5%+525

b. f(t) est minimale pour t = 2,5 c'est-a-dire pour t = m. Le minimum de f est alors V = 5,25.



Activité 4. Le symbole X

La=l13
1 2 2

B=03+13+23+33=36
C=2X3+3X4+4X5+5x6+6x7=110
101 15
2.5=Y-  T=»(-10)
P =2
3. U=V
TP1. Qualité de l'air
A. 1. a. en 2003 : Moyenne =4,51

Médiane = 3,53
en 2007 : Moyenne = 2,77
Médiane = 2,39

Chaque indicateur montre que la tendance centrale des moyennes annuelles des concentrations en SO, a baissé
entre 2003 et 2007 dans ces 21 régions de France.

b. En 2003, la moitié des régions ont une moyenne annuelle de concentration en SO, inférieure ou égale a 3,53 pg/m3.
En 2007, la moitié des régions se situent sous 2,59 pg/m3. L'affirmation est donc vraie.
c. En2003:e=11,37  Q;-Q,=283

En2007:e=8,13 Q;-Q; =231
Ces deux indicateurs renseignent sur la dispersion des moyennes annuelles des 21 régions en 2003 et 2007. Cette
dispersion s'est réduite entre 2003 et 2007.

2. a. Lesindicateurs utiles a la construction des diagrammes en boite demandés étant les suivants :

Min Al Me Q3 Max
2003 11 2,59 3,53 5,42 12,47
2007 0,566 1,14 2,39 3,45 8,473
La commande GEOGEBRA :

BoiteMoustaches [2, 1, 1.1, 2.59, 3.53, 5.42, 12.47]

donne le diagramme en boite axé sur la droite déquation y= 2 et de demi-épaisseur 1, associé a la série des
concentrations annuelles en SO, des régions de France, en 2003.

En procédant de méme avec l'autre série (2007) on obtient :

B. 1. Pourles PM;, ona:

min Q, Me Q; Max
2003 16,66 19,25 21,11 23,59 30,12
2007 15,221 16,76 18,77 19,50 25,846
Me | Q3;-Q e Moyenne
d'ou | 2003 21,1 4,34 13,46 |, maisaussi | 2003 21,43
2007 18,77 2,74 10,63 2007 18,69
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Entre 2003 et 2007, on observe également la baisse des indicateurs de tendance centrale (médiane et moyenne) des
concentrations en PM,, ainsi que celle des indicateurs de dispersion (étendue et écart interquartile).

Les concentrations en PM,, sont donc devenues plus faibles et plus homogénes entre 2003 et 2007.

2. Les diagrammes en boite amenent les mémes commentaires pour les concentrations en ozone.

TP2. Salaires moyens par région en 2007
1. a. Min=20281 b. Max =31059 c. Me=21205 d. Moyenne = 21774

2. Q; est lavaleur de la série ordonnée des salaires nets moyens qui occupe la 20¢ place. On a donc Q; = 22 026.

Q; est supérieur ou égal a 75 % des salaires de ces régions. Comme le salaire de la Haute-Normandie est lui-méme
supérieur a Qs, I'affirmation est vraie.

3.e=10778

Q;-Q,=1262

Non, I'étendue d'une série ne prend en compte que les deux valeurs extrémes Min et Max, dont elle donne I'écart.
L'écart interquartile porte sur la moitié centrale des valeurs, dont elle donne, en quelque sorte, I'étendue. Ce second
indicateur apporte une information plus fine et plus significative sur la dispersion des valeurs de la série.

5. ¢ Connaitre le salaire net annuel moyen en Poitou-Charentes, ou il est minimal, et en lle-de-France, ou il est maximal,
ne permet pas d’en déduire le salaire net annuel minimal ou maximal en France.

e Connaitre la série ordonnée des salaires nets annuels des 26 régions permet de savoir quelle région est « centrale »
dans ce classement mais pas quel salarié est « central » dans I'ensemble ordonné des salaires en France.

¢ Connaitre la moyenne des salaires nets par région ne permet d’en déduire la moyenne des salaires nets en France que
si le nombre de salariés par région est connu. Et ce n'est pas le cas.

TP3. Un effet de structure

A. ¢ Pour Monsieur Fortin, les données sont les suivantes :

Entreprise Fortin
Salaire S 1<S5<2 2=<5<3 3<5<4
Effectif 145 73 52

En prenant les centres des classes, il obtient :
145%1,5+73x2,5+52x%x3,5

270
= 2,156 milliers d'euros

=~ 2 156 euros.

Moyenne des salaires chez Fortin =

Entreprise Dupré
160x1,5+60x%2,5+50x%3,5

270
=~ 2,093 milliers d'euros
=~ 2093 euros.

De méme, moyenne des salaires chez Dupré =

Monsieur Fortin a raison.

e Pour Monsieur Dupré, le salaire moyen des femmes est 1 955 € dans son entreprise et 1 850 € chez monsieur Fortin.
Celui des hommes est 2 700 € chez lui et 2 180 € chez monsieur Fortin.

Monsieur Dupré a donc également raison.

Explication

Il est exact que la moyenne des salaires est supérieure, tant pour les femmes que pour les hommes, chez monsieur
Dupré. Mais l'entreprise de Monsieur Fortin compte une majorité d’hommes, contrairement a celle de Monsieur Dupré.
Comme les hommes gagnent — en moyenne - plus que les femmes, la structure avantage l'entreprise de Monsieur
Fortin et la comparaison des salaires sans distinction de sexe lui redevient favorable.

B. 1. Le pourcentage brut global des recus est (30 X 0,5 + 40 x 0,59 + 20 X 0,82 + 10 X 0,95) % soit 64,5 %.
2. Par exemple, la répartition (10; 20 ; 30 ; 40) donne un pourcentage brut global de 77,9 %.



TP4.LEuropedes 15 + 12 =27

A. 1. a. m;5=125,07 S5 =43,08
m,,=65,67 $1,=16,08
15% 125,07 +12 X 65,67
b. my; =
15+12
m,,; = 98,67
2. a s
Série | Moyennem Ecarttype s —
m
F15 125,07 43,08 0,34
F12 65,67 16,08 0,24
F27 98,67 44,91 0,46

b. En 2007, le PIB moyen par habitant des pays de I'UE 15 était 125,07 SPA. Celui des pays de I'UE 12 entrés dans I'UE en
2004 et 2007 était 65, 67 SPA, soit environ la moitié du PIB moyen par habitant des pays qu'ils ont rejoint.

L , . . . . N
c. Le classement des trois séries dans l'ordre croissant de leur dispersion mesurée par — est: F12, F15, F27.
m

B. 1. Série Q, Me Q; Q;-Q
F15 105 116 125 20
F12 54 65 77 23
F27 68 93 117 49

2. Les PIB médians des trois séries sont assez proches de leurs PIB moyens et se classent dans le méme ordre. Les écart
interquartiles des trois séries se rangent aussi dans le méme ordre que leurs écart type ou encore que leurs coefficients
de variation. Il n'y a donc aucun désaccord avec les observations faites en partie A.

3. a. De bas en haut, les diagrammes en boite représentent les séries F15, F12 et F27.

b. On peut, par exemple, observer que :

e 75 % des pays de I'UE 27 ont un PIB par habitant supérieur au PIB de la moitié des pays de I'UE 12.
e 75 % des pays de I'UE 12 ont un PIB inférieur au plus petit PIB des pays de I'UE 15.

e Tous les PIB des pays de I'UE 12 sont inférieurs a la moitié des pays de I'UE 27.

Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

1 | La parabole déquation y= x2 +4x +5 dans un
repére du plan a pour sommet S(-2; 1).

2 | La parabole d'équation y = 2(x — 4) (x + 2) c'est-a-
dire y = 2x%2 - 4x - 16 a pour sommet S(1; - 18).

3 | Le coefficient directeur de la tangente a la courbe
%€ qui représente f : x — 3x2 - 5x + 4 au point d’abscisse
0 est f’(0). Or f’(x) = 6x - 5 et donc f/(0) = - 5.

@Pourx;t— 1,f(x)=— 3
X

x+D*
@d et d’ ont pour équations réduites, respective-

2 2

sin(20)=25ina cosa=2x[—ﬁJx;=—3

Autre méthode (si la relation sin 2a= 2 sin a cos a n'a
pas encore été vue).

3 2 1
ment,y=—x+—- et y=——x+—.Comme—#—-——,
3 3 2 2 3

2 1
d et d’ ne sont pas paralléles. cosa=o T
équivautaa=—-—+kx2m; ke Z.
@ La droite (AB) avec A(0; 4) et B(1; 2) a pour coeffi- sing = -2 3
) . -4 s 2
cient directeura = 0 = —2 et pour ordonnée a l'ori-
gine b =4. -

S o 2m) n V3
D'ou sin 2a=sin|— == | = sin| - + = | = -~
3 3 2

D'ou (AB):y=-2x+4.
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@ La relation cos 2t = 2 cos?t - 1 donne

2
cos 2t =2(l) —1=—Z.
4 8

Par lecture graphique, la série des 200 poids est la
suivante:

X; 235 | 240 | 245 | 250 | 255 | 260 | 265
N; 0 10 26 87 | 166 | 194 | 200
n; 0 10 16 61 79 28 6

a. Lamédiane estla moyenne des valeurs de la série de
rangs 100 et 101 ; d'ou Me = 255.

b. Le premier quartile est la valeur de la série, de rang
50; d'ot1 Q, = 250.

c. Le troisiéme quartile est la valeur de la série, de rang
150; d'oli Q3 = 255.

d. Q;-Q;=5

ENTRAINEMENT

(11 /1.

X; 14 15 16 17 18 19 20
130 204| 271| 316| 198 77 14
1119|11196(1210

n;

N; 130 334| 605| 921

2. o La médiane de cette série est la moyenne des
valeurs de rangs 605 et 606 ; la valeur de rang 605 est 16
et celle de rang 606 est 17. D'ou Me = 16,5.

1
e Comme 1210x 7 =302,5, le premier quartile de
cette série est la valeur de rang 303 ;on adonc Q,; = 15.
3
¢ Comme 1210><Z=907,5, le troisiéme quartile de

cette série est la valeur de rang 908 ; on a donc Q3 = 17.

3. Lamoitié des éléves ont moins de 16 ans et demi. Au
moins un quart des éléves ont au plus 15 ans. Au moins
les trois quarts des éléves sont agés de 17 ans au plus.

o

n Q, Me Q;
7 2 4 6
8 2 4,5 6
9 3 5 7
10 3 55 8

2. a. Avec uneTI82 Stats

n Q, Me Q;
7 2 4 6
8 2,5 4,5 6,5
9 2,5 5 7.5
10 3 5.5 8

b. A vous de voir! Mais c’est bien le cas avec la
TI82 Stats.

c. Avecle tableur, on obtient :

n Q, Me Q;
7 2,5 4 55
8 2,75 4,5 6,25
9 3 5 7

10 3,25 55 7,75

@ 1. 7 624 est le premier quartile Q, de la série des
patrimoines des foyers francais, en euros, en 2004.

2. Par lecture graphique, environ 50 % des foyers ont
un patrimoine inférieur ou égal a 100000€, d'ou
Me =100 000. De méme, environ 75 % des foyers ont
un patrimoine inférieur ou égal a 205000€; d'ou
Q3 =205 000. Par ailleurs, on lit Min = 0 et selon I4noncé
on prend Max = 800 000.

D'ou le diagramme en boite suivant :

3. Les 25% des foyers les plus riches possedent au
moins 205 000 euros. Les 10 % des foyers les plus riches
possédent au moins 380 000 euros.

(14[a. C f. AetD

b. AetD g. AetE

c E h. B

d. E i. AetD

e. B jo A CetE

15| 1. a. Me est la 13¢ valeur de la série ordonnée;
Me = 12. Q; et Q; sont les 7¢ et 19¢ valeurs de cette
série;Q,=10etQ;=13.

b. |

E I
T 1
LIS LS N I B B B L
3 6 9 12 15 18

c. Lamoyenne trimestrielle de la classe « jaune » est 11.
2. a. |

Dj I

r 1

T T T T T T T T T T T T T T 71 >
3 6 9 12 15 18

b. e C'est faux. Il n'y a que 25 %, environ, des éleves qui
ont une note comprise entre 10 et 12.

e Clestvrai,carQ3=12.

e La note médiane de la série de la classe «jaune » est
12.0r Q3 =12.1l'y a donc au moins 75 % des éleves de
la classe « rouge » ayant une note inférieures ou égale a
la note médiane de la classe «jaune ». Laffirmation est



donc vraie car s'il y en a au moins 75%, il y en a -
afortiori — au moins 50 %.

@ 1. a. Aprés avoir ordonné les valeurs de la série,
on obtient :
Min=558; Q;=622; Me=645; Q;=662 et
Max =72,9.

A fs P & 2 o se % [ T2 4
b. [Q; - 1,5;Q;+ 1,511 =[56,2;72,2]
Il'y a 2 valeurs aberrantes sur les 40, soit 5 % de valeurs
aberrantes.
2. a

. - s = [ - - " F 1

b. La dispersion des masses de caoutchouc est
beaucoup plus grande dans le controle réalisé sur la
machine A, bien que ce controle porte sur un échantillon
de taille modeste (40 mesures). Comparer les trois
diagrammes ne semble pas pertinent, vu la grande
différence existant entre la taille de I'4chantillon A et
celle des échantillons B et C.

c. Lamachine Cest plus réguliére que B car I'étendue et
I'écart interquartile sont plus petits pour C que pour B.

17 | Le score moyen est 404,75 et l'écart type des
scores est 82,34.

En prenant, pour les calculs, les centres des classes
et les effectifs associés, on obtient les estimations
suivantes:

Moyenne = 17,02 (ans)

Ecart type = 6,05 (ans)

Contrairement a la moyenne, la médiane ne peut
se calculer «par paquets». La moyenne sur les
10,8 X100+ 9,8 x 80

180

180 copies estm = =10,36.

20 1.
femmes hommes ensemble
Muoins de 15 ans 17.4 19,3 18,3%
15-24 ans 11,9 13,1 12,5%
25-34 ans 12,1 b | 12,4%
35-44 ans 13,5 14,2 13,8%
45-54 ans 13,5 13,7 13,6%
55-64 ans 12,5 12,6 12,5%
65-74 ans 8,2 7,6 7,9%
75 ans ou plus 10,9 6,8 8,0%
pop totale 32379653 30413779 62793432

2. Une estimation de la moyenne des femmes est
_7,5%x17,4+20x11,9+...+85x%10,9

100

F

mg=41,97 ans

En procédant de méme, m; = 39,07 ans.

3. a. Sur la population totale,

m= 41,97 x 32379653 + 39,07 x 30413779
62793432

m = 40,56 ans

b. Directement:

= 7,5%x18,3+20%x12,5+...+85x%x 8,9
100

m’ = 40,56 ans

On constate, a 1072 prés, que m = m’.

@ 1. Le prix de vente moyen au m? a été :
Pour le quartier A
2200 x 200 +3000 %10
' 210
2200 %150+ 3000 x5
’ 155
Pour le quartier B
2200 %154+ 3000 x 25
’ 40
2200 x 40 + 3000 x 55
: 95
Entre 2008 et 2009, le prix de vente moyen au m? a
baissé de :
0,55 % environ dans le quartier A ;
1,36 % environ dans le quartier B.

=~ 2238¢€,en2008;

=~ 2226€,en 2009.

= 2700€, en 2008 ;

= 2663 €, en 2009.

2. On peut penser que le prix de vente moyen au m2 a
baissé sur I'ensemble de ces deux quartiers, c’est-a-dire
sur la ville.

3. Enregroupant les ventes dans les deux quartiers, on
obtient:

Année 2008
Prix au m? 2200 3000
Nombre de ventes dans la ville 215 35
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Année 2009
Prix au m? 2200 3000
Nombre de ventes dans la ville 190 60

Age moyen Ecart type
2010 40,83 23,23
2030 43,95 24,89
2050 45,69 26,06

En 2008, le prix de vente moyen au m?, sur la ville, a été
2200 x 215+ 3000 x 35
de:m, =

250
m,=2312¢€
Eten 2009:m,=2392 €.
D'ol une augmentation du prix moyen au m2 d’environ
3,46 %. Il y a paradoxe car I'évolution du prix de vente
moyen au mZ sur la ville parait contraire a celle constatée
sur chaque quartier de la ville.

Cela s'explique par la répartition différente des biens
vendus dans les deux catégories de prix: 2200 € et
3 000 €, entre 2008 et 2009 :

— par quartier, la proportion des ventes & 3 000 € le m2,
a baissé;

- sur I'ensemble de la ville, la proportion des ventes a
3000 € le m2, a augmenté, tirant ainsi la moyenne vers
le haut.

4, Avec la modification proposée, le prix de vente
moyen du m?2 par quartier ne change pas, alors que sur
la ville toute entiére, le prix de vente moyen du m?2
augmente de facon importante.

En effet, la modification effectuée ayant entrainé le
doublement des ventes a 3 000 € le m? sur 'ensemble
des la ville, pour I'année 2009, I'augmentation du prix
de vente moyen entre 2008 et 2009 sur la ville est
encore plus flagrant.

@En calculant m= 310,65 et s = 4,55 on obtient
[m-s;m+s]=[306,1;315,2].

Iy a 15 barquettes sur les 20 dont le poids appartient a
cet intervalle, soit 75 % et non 80 % au moins, comme
exigé. Ce lot ne sera pas accepté.

@ 1. En prenant les centres des classes, on obtient :
X =24,95;

s=0,39.

2. Les conditions a. et b. sont satisfaites.

[Xx —2s;x +2s1=[24,17;25,73]

La prise en compte des classes du tableau initial montre
que 93 % de l'effectif figure dans cet intervalle.

La condition c. est satisfaite et la production est
considérée « bonne ».

1. On obtient

Age moyen Ecart type
1950 36,23 21,08
1990 38,34 22,52
2000 39,60 22,64

2. L'age moyen de la population ne cesse d'augmenter
et cela se poursuit dans les projections. Parallélement,
la dispersion des ages autour de leur moyenne

augmente.
(25[1.a. S=2x0+2x1+2x2+2x3+2x4+2x5
S=2+4+6+8+10=30

b. S=12+22+32+42=30
C. S=4X24+5%x25+6%X26+7x27+8x%x28
S$=3552

6
2.a. 5=)3
i=1

4
b. S=Yn(n+"

n=1

4
¢ S=3010-k?
k=1
26 1. a. d(x)=n;(x; —x)% + ny(X; — X)? + N3(x3 — X)2
= (g + Ny + N3) X2 = 2(N4X7 + NyX5 + N3X3) X
2 2 2
+ n1x1 + nZXZ + n3x3
b. Lafonction d est de la forme ax2 + bx + caveca > 0;
sa courbe est une parabole et la fonction admet un
- b <
minimum pour x = s c'est-a-dire pour
a
Xyt nyX, + N3Xs

X =+——*==—="2soit encore pour x = X.
ny+ny +ng

2. a.dXx) = Zni(xi - x)2
i=1

r r r
d(x) = (Znisz - Z[Znix,-]x + z‘nix,-2
i=1 i=1 i=1
r
b. d(x) est bien de la forme ax? + bx + c aveca = Zni,
r r i=1
b= —ZZn,x,, c= Zn,xiz.
i=1 i=1
c. Comme a la question 1.b., la fonction d admet un

r
Zn,xi
i=1

r
an

i=1

’

minimum pour x = —2—, soit x =

soit pour x =Xx.

@ 1. La surface agricole moyenne des exploitations
est 45,75 ha en 2000 et 52 ha en 2003.

2. L'écart type des surfaces agricoles est 52,21 ha en
2000 et 57,32 ha en 2003. On observe que la surface
moyenne a augmenté entre 2000 et 2003 et que la
dispersion des surfaces autour de leur moyenne s'est
aussi accrue.



1. Le tableur donne:

1" investiture France Etats-Unis
Age moyen 61,5 55,30
Age médian 62 55

2. On obtient de méme
" Ecart i
Etendue |, . Ecart type
interquartile
France 27 11
Etats-Unis 27 7 6,2

3. Diagrammes en boite

4, La comparaison des indicateurs et des diagrammes
en boite montre que I'age de premiére investiture des
présidents est moins élevé aux Etats-Unis qu'en France
et que ladispersion des ages autour de leurs indicateurs
de tendance centrale (médiane et moyenne) est plus
grande en France qu‘aux Etats-Unis.

Pour exemple, la moitié centrale des ages de
1™ investiture se situe entre 51 et 58 aux Etats-Unis, et
entre 54 et 65 ans en France.

1. Ona(m,s)=(62;33)
et (Me l)=(7;3).
2. Enexcluantles 3 présidents francais dont la durée de
fonction n'a pas dépassé 1 an, on obtient :
(m’,s")=(7,1;28);
(ME, ") =(7;3).
On observe que le couple (moyenne, écart type) est
sensible aux valeurs extrémes de la série et que ce n'est
pas le cas - ici — pour le couple (médiane, écart inter-
quartile).
Mais attention, si modifier des valeurs extrémes
n'influence pasdutoutlamédianeetl'écartinterquartile,
supprimer des valeurs a une extrémité peut « décaler »
Q;, Me et Q; et ne pas étre neutre sur le couple (Me, I).
Exemple (1;2;2;4;5;7;9;10) donne(Me,l)=(4,5;5);
(4;5;7;9;10) donne (Mg, ) =(7; 4).

30/ 1. a. TireurA:e, =100; m, =46,8.
TireurB:eg=100; mg=46,8.
Ces deux indicateurs ne peuvent donc pas départager
les tireurs.
b. Le tireur A semble le plus régulier avec des résultats
plus homogeénes, moins dispersés.

2. a. TireurA:Me=50;Q; =10;Q;=50doul=40.
TireurB:Me’=30;Q; =10;Q5=100d%oul”=90.

La comparaison des écarts interquartiles confirme

I'impression exprimée.

b. s,=31,7 etsz=39,4.

Les écarts des résultats autour de leur moyenne sont

plus faibles pour A, ce qui va encore dans le méme sens.

[31/1.
m Me Q, Q; | s

SérieA | 69 7,5 5 9 4 24
Série B 6,4 8 5 8 3 2,7

2. a. Priorité a la note moyenne: A

b. Priorité a la note médiane : B

c. Priorité a la dispersion autour de la note moyenne la
plus faible : A

d. Priorité a une moitié centrale des notes la plus large : A.
3. a. Onamy > mgets, <sp.

Le groupe A est celui qui a la meilleure moyenne et qui
est le plus homogéne. Cette comparaison conduit au
classement A ; B.

b. OnaMe, <Megetly > g

La note médiane du groupe B est Iégérement plus
élevée que celle du groupe A et la moitié centrale des
notes du groupe B est plus regroupée autour de sa
médiane que celle du groupe A. Cette comparaison
peut conduire au classement B ; A.

@ Le salaire moyen pour un travail a temps complet
aprés apprentissage (1408 €) ne rend pas compte des
disparités liées au niveau de qualification. Les dia-
grammes révelent les informations suivantes :

e le salaire minimal est le méme, quel que soit le niveau
de qualification, soit environ 800 a 900 euros ;

e il faut atteindre les deux plus hauts niveaux de
qualification (Ill et | ou Il) pour que le salaire médian
commence a augmenter sensiblement et dépasse
1200 euros ;

o dans les niveaux de qualification | et I, les trois quarts
des salaires se situent au-dessus de ce que percoivent
75 % des salariés de qualification inférieure ;

o dans l'ordre croissant des niveaux de qualification les
salairesvontde1a2;de1a25;de1a25;de1a3puis
delas.

TRAVAIL PERSONNEL

Pour les exercices @ a @: voir corrigés en fin du
manuel.

Chapitre 7. Statistique descriptive

133



134

APPROFONDISSEMENT

(53/1. & k+1

_ Xttt Xttty

b. m
k+1
C X;+Xy+ ... +Xx =kx demémey, +y,+ ... +y=ly
d. D’oUm:M.
k+1

2. a. N=ny+ny+...+n,
b. S=nX+nmX; +...+npX

p
p

>

i=1

_Pi
Z”i
i=1

_ MG = %) 4 ny(xy = X)2 + N3 (X3 = X)?
n+n,+ng

C X=

54| 1.a. V

V=—

1 [(n1x12 + nyx3 + nyx3) + Nx?2 ]
N

—=2(mX; + NyX5 + N3X3)X
1 _
V= N(n1x12 +Nyx3 +nyx3)+ X2 -2 N

1 _ _
V= N(mxf + Nyx3 + Nyx3) + X2 — 2x2

1 _
V= N(mxf +nyx3 + nyx3) — X2
1 r
2. V= NZn,-(x,- -X)?
i=1
-I r r r
V= {Znix,? -2) nixx +Zn,~x2}
NLiS i=1 i=1
1< X e
V= —Zn,xiz - ZXZ# + XZZ—’
NS i N i N

1« =
V= NZ”:‘X:‘Z —2x2 + x?
i=1

Tx -
V== nx?-x2
NiS

@1. a. [=ALEA(] renvoyant au hasard un nombre
décimal compris entre 0 et 1 (1 non compris),
renvoie un décimal compris entre 1 et
101 (101 non compris) d'ol renvoie

un entier puis au hasard entre 1 et 100. Linstruction
simule doncla sortie d’'un « 1 » lorsque le nombre entier
pris au hasard entre 1 et 100 est inférieur ou égal a 18 et
la sortie d'un «0» dans le cas contraire. Dans cette
simulation, I'événement U se réalise donc lorsque le
« 1 » apparait, avec la probabilité 0,18.

b. Linstruction [=SOMME(A1:A100)/100] portée en cellule
A102 fait afficher la fréquence de U sur I'échantillon de
taille 100 simulé. Lappui sur la touche permet
d'observer la fluctuation d'échantillonage.

Xy + MyXp +N3X3

C.
™ b o ] & a o [} 1 L 1
B} g L} ! 1 a L} L} a € 1

L
2 B D¢ B8 D8 B3 018 A 02y an 023
[3ik]
104 #cartype 5 de L frequence de U st 10 schantiBons de tale 100 LL 3

L'écart type des fréquences de U sur 10 échantillons de
taille 100 mesure la dispersion des fréquences autour

de leur moyenne.

2. a.
L'} L' ") v M
0 1 [ 0 0
0,2 0,18 0,17 0,13 0,18

moyrnng dies fréguences de U sur 3 dchantilions de tifle 100: 0,974

b.

L = A T S " T R
s i (L LS AT L UM wtie (1] LN (L
Wt 4 Engwaroe) noyeseay du U aet 1 peewy ge ) ectamliorn Sy e 10 (T3]

3. Avec les résultats précédents, ona:

$=0,036

$=0,015

et
J5

Et pour vous ?

s=0,016.

Remplacer n mesures par n moyennes de k mesures
permet d'obtenir une dispersion des résultats plus
faible et donc une meilleur fiabilité de ceux-ci. Par
exemple, si k=15, I'écart type des mesures se trouve
divisé par presque 4.

(56 A. 1.
a.

dial i 2 @i 3 Somme 125
1 2 5 b 1 T
»
F LA 1 £ 10 |
3 o % 2 2 10 |
LY
= 1 \ 2 1 a |

|
[FmmsiEzEss"=107)/25 |

[ZEnT{6*ALEA[)+ 1) |

b. | Hlamcers &chl Bch2 Ech3 dchd &chs éche dch 7 ch® Bch S éch
1 L 0 0ae 00 Bl A ooe od 00F Do

2. ||mhr-m dchil dchd dch i dchd dcht dche échi dchi hhm: Hh'll?-;

00 o8 011 015 031 007 037 009 031 031 0

GO0 lncers athi echd athd dchd dchs doh deh7 dehl dch ek 10
1500 0132 BI06 012 0098 003 0018 BI5 8142 012 01

B. a. Min 01 Me 03 Max

S ddes 10 fregueenees 125 004 005 002 012 0,16
série des 10 fréquences fI00 007 0,11 0,13 0,158 018
Série des 10 fréquences f500 0,1 0,116 L2 0,134 0,15




Sy dua 1,pq

oo o4 o o oe a1 [ R F) oa as (=R

L'étendue des séries et leur écartinterquartile diminuent
lorsque la taille des échantillons augmente.

¢. La fluctuation des fréquences s'atténue au fur et a
mesure que la taille des échantillons augmente.

d. Sur 10 échantillons, les fréquences fs,, observées
restentcomprisesentre0,10et0,15,approximativement.
On peut conjecturer que l'on aura «entre 10 et 15
chances sur 100 » d'obtenir S = 10 en langant trois dés.

C. 1. Le tableur donne
a. mys=0,092 m;gq=0,13 mg5q=0,124
b. 5,5=0,044 5,0,=0,034 55,,=0,015

2. La diminution des écarts types de $,5 a 514 PUIS S5qo
vient confirmer que la dispersion des fréquences autour
de leur moyenne est de plus en plus faible, lorsque la
taille des échantillons augmente.

Oui, la conjecture n'est pas remise en cause et on peut
penser que la probabilité d'obtenir S= 10 en langant
trois dés sera assez voisine de mg,, = 0,124.

@ On suppose les données x; rangées en ordre crois-
sant dans une liste nommée liste 1 et les effectifs ni cor-
respondants rangés dans une liste nommée liste 2.

Algorithme Commentaires

La variable N prend pour | N est l'effectif total
valeur la somme des
nombres contenus dans

la liste 2

On stockera dans la
variable S les effectifs
cumulés successifs

La variable S prend la 1"
valeur de la liste 2 notée
liste2[1]

Jest la variable donnant
le rang dans la liste

j prend la valeur 1

Pour k allantde 1a9 K désignera le numéro du

décile obtenu

Tant que S < kxN/10
Faire

jprend la valeur j+1
Sprend lavaleur S +
Liste2(j)

Fin Tant que

Tant que la condition est
réalisée, on passe a la
donnée suivante et on
augmente l'effectif
cumulé de l'effectif de
cette nouvelle donnée.
On sort de la boucle
quand on a atteint le
k-iéme décile.

Afficher que le décile D,
est égal a Liste1(j)

Fin Pour

Me Q, Q3 I=Q;-Q,
Mesure de d 5 5 51 0,1
MesuredeD | 12 11,9 12 0,1

2. Moyenne Ecart type
Mesure de d 5,008 0,092
Mesure de D 11,985 0,104

3. Pourd, [Me-1;Me+1] =[4,9;5,1]
[m-s;m+s] =[4916;5,100]
[Me-1;Me+1] =[11,9;12,1]
[m-s;m+s] =[11,881;12,089]

a. Pour le service qualité

¢ 13 rondelles ont un diamétre d non conforme (c'est-

a-dire n"appartenant pas a [4,9; 5,1]).

e 23 rondelles ont un diamétre D non conforme (c'est-

a-dire n‘appartenant pasa [11,9; 12,1]).

Le nombre de rejets peut donc varier entre 23 et 36

rondelles sur les 150. D'ou un pourcentage de rejets

compris entre 15,33 % et 24 %.

Pour le service fabrication

e 37 rondelles ont un diamétre d en dehors de

[4,916;5,100].
e 45 rondelles ont un diameétre D en dehors de
[11,881;12,089].

Le nombre de rejets peut varier entre 45 et 82 rondelles

sur les 150.

D'oll un pourcentage de rejets compris entre 30 % et

54,67 %.

b. Le test le moins contraignant est celui du service

qualité.

4. a. Non puisque la moyenne n'est pas prise en

compte par I'écart interquartile.

b. Les écarts des mesures par rapport a leur moyenne

sont plus importants pour les diamétres extérieurs que

pour les diamétres intérieurs.
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s S
¢ -2<0,018 et —2 =0,009.

Mg Mp
La série des diametres intérieurs a une dispersion
relative plus forte que celle des diamétres extérieurs.

1. On a obtenu a lI'exercice 58 :

Pourd:m=5,008 et s=0,092.

PourD:m’=11,985 et s’ =0,104.

On en déduit,

Pourd:J)=1[4,824;5,192].

PourD:)' =1[11,777 ;12,193].

Le nombre de mesures de d n‘appartenant pas a J est 13.
Le nombre de mesures de D n‘appartenant pasaJ’ est 12.
2. a. N-p

b. x, & [m-2s; m+ 2s] a pour négation

X, € [m—2s; m+ 2s] qui sécrit encore
m-2ssx,<Sm+2sou-2s<sx,-ms<+2s
Clest-a-dire|x, — m| < 2s

Il en résulte I'équivalence :

X & [m=2s;m+2s] < |x, —m| > 2s.

¢. Comme, pour chaque x, telquep+1=<k=<N,ona
|x, — m|>2s ou encore (x, - m)?> > 4s2, on obtient en
sommant ces N — p inégalités :

N N
2 (X —m)? > 2 4s2

k=p+1 k=p+1

N
Soitencore Y. (x; —m)? > (N - p)x 4s? (1)
k=p+1
10
Mais comme s2 =V = NZ(X,( —m)?2, on en déduit
k=1

N

Ns2 =) (x, —m)?
k=1

N
d'ou Ns2 > 2 (X —m)? (2)

k=p+1
De (1) et (2) on déduit : Ns2 > (N - p) x 4s2.

d. Cela donne encore 4ps? > 3Ns2 d'ou p > %N.

Il en résulte bien que le nombre de valeurs de la série
appartenantaJ représente plus de 75 % des valeurs de la
série.

(60 1.

) A
e bty MOl OB N WM OH BN MH MBS W oW
eTlexlifs SR S AERETE AENE RITEE S8 i ] S EES
| ofowmelés 1 0% & _F B W U W N oM m D W W W
o 2
s bty W U B RN B AR N @m &N WU R
efirilits AESERE S RS IS NE WEHE B S5 EE T e
L oM comaiés 1 B S S T I T T L RN B A ]
2. =
Moyenne Ecarttype Médiane
Série 2003-2004 23,26 4,99 22,5
Série 2009-2010 24,11 4,36 24

Les indicateurs des deux séries sont assez semblables
mais certaines différences existent :

— la série 2009-2010 est plus symétrique (moyenne et
médiane trés proches, médiane au centre de [Q;, Q3]) ;
- le nombre moyen est le nombre médian de buts
marqués sont plus grands en 2009-2010.

3. a. | Min m Me O3 Bux  d=00-0n)

|sdein 0022000 14 20 L] = 1 ]
| Sdsbe 20003000 &4 n M b ] 15 B
b. 38x0,1=3,8; 38x0,9=342.

d, et dy sont sont donc les valeurs de la série de rangs 4
et 35.

Pour 2003-2004 :d, = 16;  dy=30.
Pour 2009-2010:d, =18;  dy=30.

C.

2009-2010

2003-2004

T T T T T T T T T T T T
14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

g
!

Les résultats sont en accord avec les premiéres
observations. Mais en limitant les moustaches d'un
diagramme en boite aux déciles, on particularise des
valeurs extrémes qui peuvent étre isolées, voire
aberrantes, et on donne plus de pertinence a la
représentation de 80 % des valeurs de la série.

Années Années En tout
1900-1948 | 1949-1997

nbannées 49 49 98
considérées
nb'annees avec 35 37 79
neige
nb jours de 394 362 756
neige
nb moyen de
jours de neige 8,04 7,39 7,71
par année
nb moyen de
Jours de neige 11,26 9,78 10,50
par année avec
neige

Les données ne permettent pas d'apprécier I'évolution
du nombre d'années a neige ni celle du nombre de
jours de neige, d'année en année sur le siecle. Elles
incitenta comparer la situation sur les deux périodes de
1900 a 1948 et de 1949 a2 1997 :



e si un hiver est neigeux dés qu'il compte au moins un
jour de neige, on peut dire que I'affirmation est fausse
(35 années neigeuses puis 37, sur les deux demi-
siecles) ;

e si un hiver est d'autant neigeux que son nombre de
jours de neige est important, on peut considérer
I'affirmation vraie (8,04 jours de neige en moyenne par
année, puis 7,39, pour les deux demi-siecles) ;

¢ sion limite I'étude aux hivers avec neige, I'affirmation
est encore vraie (11,26 jours de neige en moyenne par
année neigeuse, puis 9,78, pour les deux demi-siecles).
Pour étayer ce dernier aspect, on peut construire et
comparer les « boites a moustaches » représentant le
nombre de jours neigeux par année durant la premiére
moitié du siécle et durant la seconde moitié, en France.

— T

Bat o Deste-Lidild
— | |

'] B B ] 3 id

Ces diagrammes montrent le décalage existant entre
les indicateurs Q1= 7; Me= 12, Q3= 14, pour la
premiére période et Q'1=5;Me’=11,Q3=13 pourla
seconde, qui confirme queffectivement, les hivers sont
de moins en moins neigeux d'une période a l'autre
(mais pas d’'une année a l'autre).

Par exemple, on peut remarquer que les trois quarts
environ des années neigeuses du premier demi-siecle
ont présenté au moins 7 jours de neige, contre 5
seulement dans le second demi-siecle.

En conclusion, on peut dire que d’'une part l'informa-
tion est trop globale pour permettre une étude chrono-
logique et que d'autre part le titre de I'article est suffi-
samment imprécis pour qu'on puisse y adhérer ou pas,
en fonction de l'interprétation que l'on en fait.

1. Q, est la plus petite valeur de la série telle que 25 %
au moins des valeurs de la série lui soient inférieures ou
égales. Pour Qg, D; et Dy, on remplace 25 % par 75 %,
10 % et 90 %, respectivement.

2. Les contraintes sont: n= 16, e= Max - Min= 17,
Me=11,Q3-Q;=9,D;=3,Dg=17, Moy =10 ets < 5.

62 | 1. ¢ Dire que la médiane des salaires annuels nets,
en euros, dans la Fonction Publique d’Etat, en 2007, est
23 843 chez les femmes, c'est dire que 50 % environ de
ces salaires sont inférieurs a 23 843 €, les autres 50 % se
situant au-dessus.

e Dire que le troisiéme décile D5 des salaires annuels
nets, en euros, dans la Fonction Publique d’Etat, en
2007, est 22 344 chez les hommes, c’est dire que 30 %
environ de ces salaires sont inférieurs a 22 344 €, les
autres 70 % se situant au-dessus.
e Le rapport interdécile Dy/D,; met en évidence |'écart
entre le haut et le bas de la distribution des salaires.
Dire qu'il est égal a 2,1 pour les femmes, c'est dire que le
plus petit salaire figurant parmi les 10 % des salaires les
plus hauts vaut plus de deux fois le salaire le plus élevé
figurant parmi les 10 % des salaires les plus bas. Plus ce
nombre est élevé, plus la distribution est inégalitaire.
2. Comme D, <Q;<D; et D,<Q;=Dgonen
déduit :
Pour les femmes : 19297 < Q, < 20872
27395 < Q3=<29992
Pour leshommes : 20 297 < Q, < 22 344
31373 <Q3=35860
3. La comparaison des déciles montrent un décalage
évident de salaires en faveur des hommes. Par exemple :
e le salaire médian pour les hommes est supérieur de
3000 euros par an a celui des femmes ;
e 80 % des femmes de la fonction publique d’Etat ont
un salaire annuel inférieur a 30 000 euros contre 65 %
environ pour les hommes.
Le calcul des écarts relatifs des déciles des salaires
hommes/femmes donne :
D;(4)-Dy(F)
D,(F)
Pour les autres déciles, de D, a Dy, on obtient: 4,9 % ;
6,6%;84%;99%;11,3%;12,7%;16,4%;19,2%.
On peut observer que les écarts relatifs hommes/
femmes sont tous positifs, donc toujours a I'avantage
des hommes et que l'écart relatif est d'autant plus
grand que le salaire est élevé.

~4,6%

Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 12 13|14 |15 16
Valeur 17
T T Moyenne =11 T T T
Min D, Q, T Q;=0Q,+9 Dy Max=Min
Me +17
Une solution :

3;3;3;4;6;6;10;11;11;13;13;13;14;15;17;18.

Chapitre 7. Statistique descriptive
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Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

@ Les dix issues de l'expérience étant équiprobables (tirage d'une boule, au hasard), on a:

2 -7
P(V)=—=0,2 et PR)=—=0,7.
) 10 R) 10
@ On choisit le modele de I'équiprobabilité sur I'ensemble des 32 issues.

8

1. P(A)=—=0,25.P(B) = — =0,125.
(A)=33 ®)

4
32
2. A :«ne pas obtenir un tréfle ».P(A) = 1-P(A) = 0,75.

3. a. AN B :«obtenir le roi de tréfle ». A U B : « obtenir un roi ou un tréfle ».

1
b. P(ANnB)=—=10,03125
32
c. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,25+ 0,125 - 0,03125 = 0,34325
A et B ne sont pas incompatibles car A N B n'est pas I'événement impossible.

@ 1. La somme des fréquences est égale a 1. Le nombre manquant est donc 1 -0,81=0,19.

2. Le salaire moyen estm=1080x0,41+1350x0,28+1834x0,19+2109x0,12.
m =1 422,34 euros.

@ 1. 6*ALEA()+1 renvoie un nombre décimal puis au hasard dans l'intervalle [1 ; 7[.

ENT(6*ALEA()+1) renvoie un nombre entier au hasard compris entre 1 et 6.

2. En cellule B1 s'affiche le nombre de « 6 » obtenus sur les 1 000 tirages au hasard d'un entier compris entre 1 et 6.

o5 ~P :
@ " / 2. P(« Obtenir 2 PILE ») = 2 =0,25

p

0,5 %
F

P(« Obtenir PILE puis FACE ») = % =0,25

0,5 P

/
&F

05 P(« Obtenir un seul PILE ») = % =05

F
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Activité 1. Variable aléatoire et loi de probabilité

1. a. Qestl'ensemble des 32 cartes.

b. Le tirage d'une carte se faisant au hasard, on choisit la loi équirépartie sur Q.
c. P(A)= 16 _os
32
2. a. » Letirage d’'une «figure » rapporte 5 - 5 = 0 € si ce n'est pas un cceur, et 2 x5 - 5 =5 € si c’'est un coeur.
e Letirage d'un asrapporte 10 - 5 =5 € si ce n'est pas un coeur, et 2 x 10 - 5 = 15 € si c'est un cceur.
e Le tirage d'une carte autre qu’une figure ou qu’un as rapporte 0 — 5 = - 5 € qu'il sagisse d'un coeur, ou non.

b. X(«huit de coeur ») =-5. X(«roi de pique ») = 0. X est une fonction définie sur Q et prenant ses valeurs dans R.

1
c. Lévénement « X = -5 » n'est autre que I'événement A. P(X=-5)=P(A) = £

9
d. P(X=0) = P(« Obtenir une figure pas a coeur ») = 3
P(X =5) = P(« Obtenir une figure, a coeur ou un as, pas a ceeur) = 33%3 = 3%
P(X =15) = P (« Obtenir I'as de coeur ») = 3%

e. | X -5 0 5 15
p 1 916 | 1
! 32 32 32 32

Cela n'est pas étonnant car les événements « X=-5», « X=0» « X=5» et « X= 15 » ont pour réunion Q et sont
incompatibles deux a deux.

Activité 2. Moyenne observée et moyenne théorique

A. 1. Les valeurs prises par X sont les entiers 0, 1, 2, 3,4 et 5.
2. | =ENT(6*ALEA()+1) | renvoie un entier au hasard parmi 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
renvoie la valeur absolue de la différence des [ =NBSI($D$2:5D51001;F2 |

F2 contient la valeur 0. Cette instruction renvoie donc le nombre de 0 obtenus parmi les 10 000 valeurs de X obtenues
par simulation.

igi:g:igi:giigi:;‘ renvoie la moyenne des valeurs de X obtenues sur les 10 000 lancers simulés.
3. Avous!
B. 1. a.
R
1 2 3 4 5 6
B
1 0 1 2 3 4 5
2 1 0 1 2 3 4
3 2 1 0 1 2 3
4 3 2 1 0 1 2
5 4 3 2 1 0 1 T
N . — —
6 5 4 3 2 1 0 valeurs = probabilité
dex | dex=_)
b. Les résultats figurant dans les 36 cases du tableau étant équiprobables, on a: . 0, 2587|
6 10 8 1) 02478
PX=0)=— ; PX=1)=—; PX=2)=— ; 2 0,2222
36 36 36 3 01867
6 4 2 |
PX=3)=—; PX=4)=—; P(X=5)=—. I
36 36 36 5 0,0556
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On peut observer que la distribution des fréquences observées sur 10 000 lancers et les probabilités calculées dans le
modele sont trés voisines. Le phénomene observé est la faible fluctuation des fréquences fournies par un échantillon
de grande taille (ici 10 000) autour des valeurs théoriques que sont les probabilités.

2.  valeurs fréquence valeurs | probabilité
de X effectif de (X=..) de X de (X=...)

0 1689 0,1689 0 0,1667

1 2725 , 2725 1 0,2778
[=MBS1(sD52:D$10001:2) |, 5,0 2 02222

3 1657 0,1657 3 0,1667

1 1108 0,1108 4 0,1111

561 0,0561 5 0,0556

moyenne moyenne
observée [/[=F2*H2+F3*H3+F4*H4| |théorique|

1,9455.‘ +F5*H5+F6*H6+F7*H7 1,9444)
La fluctuation de la moyenne des valeurs prises par X sur 10 000 lancers simulés est tres faible et vient confirmer la
validité du modele choisi.

Comme réponse a la question initialement posée, on peut dire que sur un grand nombre de lancers de deux dés, on
peut s'attendre a ce que la moyenne des écarts entre les numéros sortis soit voisine de 1,94.

Lorsqu'on dispose d’un tel modele, il n'est donc plus nécessaire de recourir a l'expérimentation ou a la simulation pour
répondre a la question.

Activité 3. Répéter des expériences indépendantes
A. Lafréquence de R est 0,0292. Celle de S est 0,2731.

B. 1.
1 A
6
1 A
6 5 _
6 A
1
- A
5 B 6
A
5 _
6 A

2. Le chemin représentant I'événement R est celui du haut, soit AA. Si on multiplie les probabilités portées par les

branches de ce chemin, on obtient I =~ 0,0278 qui parait en accord avec la fréquence de I'événement « obtenir deux

six », égale a 0,0292 sur cet échantillon, mais qui fluctue d’un échantillon a l'autre.

3. L'événement S « obtenir un seul six » est représenté par les deux chemins AA et AA. En reprenant la régle dégagée a

— 1 5 5 — 5 1 5 - =
la question 2, on auraitP(AA) = — x = = — et P(AA) = = x — = — d'ou, compte tenu de I'incompatibilité de AA et AA,
6 6 36 6 6 36
1
P(S) = % + % = £ soit P(S) = 0,2778 qui est a nouveau en accord avec la fréquence observée de 0,2731.

C. Si X est la variable aléatoire associant a deux lancers du dé le nombre des six obtenus, on a G = 2X. Or d'aprés la
question B, la loi de X est connue :

X 0 1 2
ey | B | L |1
36 36 36

Celle de G s'en déduit :

Yi 0 2 4
25 10 1
P(G=y) 36 36 36




TP1. Familles nombreuses

-

On peut simuler sur un tableur les naissances successives
de quatre enfants, un grand nombre de fois, et s'intéresser
aux fréquences de « 2 filles et 2 garcons » et de « 3 enfants
du méme sexe et le quatrieme de l'autre sexe» sur
I'échantillon obtenu.

-n
()

WA RAAA

On peut aussi chercher a associer un modéle de probabilité
a l'expérience consistant a répéter, 4 fois, la naissance d'un
enfant, avec équiprobabilité des sexes.

-

Un arbre peut aider a cela:

(o)

e Chacun des 6 chemins colorés en rouge réalise
I'événement « 2 filles et 2 garcons ». La probabilité d'un tel

@
-

ANAAA

chemin est ! X ! X ! X 1 soit i On en déduit P(« 2 filles
2 2 2 2 16

et 2 gargons ») =6 X % =0,375.

O MO MmO MO MmO MmO Tm o MmO M

9]

o |l existe, de méme, 4 chemins réalisant « 3 filles et 1 garcon » et 4 chemins réalisant « 1 fille et 3 garcons ».

. . 1
La probabilité d'un tel chemin étant encore e

1
D'ou P (« 3filles et 1 garcon » ou « 1 fille et 3 garcons ») =8 x e =0,5.

Conclusion : dans une famille de 4 enfants prise au hasard, il est plus probable d"avoir un déséquilibre de type 3/1 ou 1/3
plutot que d’avoir un équilibre de type 2/2.

TP2. La promenade de I'escargot

A. 1. a. Promenades sans nouveau passage par A : ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB.
Promenades sachevant en A : ABCA, ABDA, ACBA, ACDA, ADBA, ADCA.
Promenades avec passage en A (3¢ sommet) : ABAB, ABAC, ABAD, ACAB, ACAC, ACAD, ADAB, ADAC, ADAD.

b. On choisit la loi équirépartie sur I'ensemble Q de ces 21 issues.

c. PE)=2 =2 0286
21

- =
P(F) == =3 0429
21 7
2. Tprend les valeurs 2,3 et 4.
P(T=2)=P(F)=> P(T=3)=P(E)=2> pr=ay=2-2
7 7 21 7

B. 1. T’ prend les valeurs 2,3, ..., 24.
2. Non, le nombre de promenades est trop important ici.

3. a. Oninitialise une variable temps a 0.

On tire au hasard parmi 1, 2, 3 le premier sommet autre que A et on le range dans une variable posit.

Tant que posit# 0 et temps < 24,

e on tire au hasard un sommet autre que celui ou se trouve l'escargot,

e on augmente la variable temps de 1.

Si l'escargot est en A, on affiche « temps de retour » temps.

Sinon, on affiche « pas de retour en A ».

b. La principale différence consiste dans l'utilisation d’'une boucle « Tant que... » pour le programme Scilab et d'une
boucle « Répéter... jusqu’a... ».

Ceci modifie les initialisations puisque l'on entre forcément dans la boucle « Répéter ... jusqu’a... » et le choix d'un
premier sommet peut figurer au méme titre que les suivants a l'intérieur de la boucle.
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Au contraire la boucle « Tantque... » nécessite de traiter le premier trajet en amont pour que la condition d’entrée dans
la boucle puisse étre testée.

4, Voir fichier sur le site www.didiermathx.com. On obtient par exemple les temps de retour suivants:2;6;2;2;3;3;
9;2;2;9de moyenne 4.

5. a. Il faut ajouter une boucle qui permet de répéter 1 000 fois le programme déja entré.

b. On crée deux compteurs, N qui est incrémenté de 1 a chaque marche ne revenant pas en A, et R qui cumule les
temps de retour des marches revenant en A.

Le temps de retour moyen sur les marches revenant en A sera donné par R/(1 000 - N).

On peut aussi enlever les instructions qui concernent la liste des sommets et son affichage.

Voir les fichiers sur le site.

On obtient par exemple un temps de retour moyen égal a 3,935 et aucun non-retour en A.

TP3. Désintégration radioactive

A. 1. Laformule « nombre aléatoire + 0,07 » renvoie au hasard un nombre décimal appartenant a l'intervalle [0,07 ; 1,07[.

La partie entiere de ce décimal est 0 lorsqu'il appartient a [0,07 ; 1[ et 1 lorsqu'il appartienta [1; 1,07].

1-0,07 . 1,07 -1
On obtient donc 0 avec une probabilité égale a — = 0,93 et 1 avec une probabilité égale a 0 =0,07.

Sila désintégration d'un noyau est codée 1 et sa non désintégration 0, la formule proposée simule bien la désintégration
d’un noyau dans une unité de temps.

2. a.

VARIABLES : d, k, T nombres
INITIALISATION : d, T, k prennent la valeur 0
TRAITEMENT :
Tant que d # 1et k < 200 Faire
k prend la valeur k + 1
d prend la valeur Ent (Alea() + 0,07)
Sid=1alorsT prend la valeur k
FinSi
FinTantque
SORTIE : Afficher « Temps d'attente =» T

b. Voir sur le site www.didiermathx.com.
VARIABLES : d, k, T, S, m nombres

INITIALISATION : S prend la valeur O
TRAITEMENT :

On releve par exemple les dix temps d'attente suivant :
7,30,1,4,34,11,1,43,5, 1.
En refaisant d’autres simulations, on remarque qu'en
général on n'obtient pas 0, et qu'il est méme trés rare
d'obtenir des temps d'attente supérieurs a 60 unités de
temps, c'est-a-dire que le noyau se désintégre presque Tant que d# Tet k < 200 Faire
slirement dans ces 200 unités de temps. k prend la valeur k + 1
d prend la valeur Ent (Alea() + 0,07)
Sid=1alorsT prend la valeur k
FinSi
FinTantque

Pour j allant de 1 a 150 Faire
d, T, S prennent la valeur 0

3. a. On répete 150 fois l'algorithme précédent et on
introduit une variable S qui somme les temps d'attente
obtenus, puis on calcule le temps d’attente moyen
comme 5/150.

SprendlavaleurS+T

b. Voir sur le site www.didiermathx.com. .
FinPour

On observe des temps d'attente moyens qui fluctuent
en restant a peu prés entre 12 et 17, le plus souvent
compris entre 13 et 15.

m prend la valeur 5/150
SORTIE : Afficher « Temps moyen =» m



B. 1. a. P(T=0)=(1-0,07)200=0,93200

b. P(T=1)=0,07;P(T=2)=0,93x0,07.

c. P(T=k)=(0,93)k"1x0,07 pour 1 < k < 200.
200

d. E(T)= Yk x(0,93)"1x 0,07
k=1

Sur une calculatrice ou un tableur, on obtient E(T) = 14,286.

P(T =10) = (0,93)° x 0,07

P(T = 200) = (0,93)'9 x 0,07

Les temps d'attente moyens observés en partie A sur des échantillons de 150 noyaux fluctuent mais restent assez

voisins de E(T).
2. a. Tn prend toutes les valeurs entieres de 0 an.
P(Tn=0)=0,93"
P(Tn = k) = 0,931 x 0,07 pour 1 <k <n.
n n
E(Tn) =Y k 0,93%"x0,07=0,07 Y k x 0,93
k=1 k=1

n
b. pE(Tn)=(0,07)> Y k x 0,93+
k=1
Pour n =100, pE(Tn) = 0,9944

n =150, pE(Tn) = 0,9998
n =200, pE(Tn) =1

Conjecture : pour n assez grand, |E(Tn) = %

Al Pour aller plus loin
1-0,93"

n
> 0,93k71x 0,07 +0,93" = 0,07 +0,93" =1
k=1 1-0,
Exercices
SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE
[ja. 242-3V2=-\2 @d:y: -2x+3etd": y=1x+l sont orthogo-
b. 335 - 55 =-245 2 2
nales car le produit de leurs coefficients directeur est
[EE:I..’)X(£+E)=3XL=Z aa’:—zl =1
12 12 12 4 2
NERPME : : :
8 8 4 @sin( —njzsin(Zn——nj:sinE:—
s 4 4 4 2
(3/a r@)=-1 (7 [f=-x+2x+8
b. y=2(x+2)+1 ; y=2x+5. X — oo 1 + oo
c. x=1 9
d. f’(x) > 0lorsque x< 1; f(x) / \
f’(x) < 0 lorsque x > 1.
(4_J Non, on peut avoir (8 [up=u,+19r;  uy=-3+38=35.
x |0 2 3 Nt
: B _
) R [zf1+2+...+210_1><1_2
foo | f—— =211-1

Il faudrait que f'(x) change de signe pour x = 2, pour
que fadmette un extremum en 2.

=2x1024-1=2047

E(Y)=3E(X)=6

V(Y) = 9V(Y) =4,5
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ENTRAINEMENT @ 1. a. Le nombre d'issues est 4 x 4 = 16.

b. Comme les dés sont équilibrés, les 16 couples sont
équiprobables. On choisit donc la loi équirépartie sur
I'ensemble des 16 issues.

2. a. (S=4)={R1V3;R2V2;R3V1}

@ 1. Les six issues étant équiprobables,

1
PV)=2

2. a. G peut prendre les valeurs-3;2;5.

2 3
i P(B) = Pt P(R) = P

3
b. P(S=4)=—
5=4 16

b. (G=5) estl'événementV. P(G=5)=P(V)= %

«[x | 3] 2 | 5 3./x, |2[3]4]5]|6]7]38

p| 3

! 6

p L1213 ]A13|2|L
"l16 16|16 |16 |16 |16 | 16

(16 onaPr=PeBo_Pay

etdonc p, =k, p,=2k, p3=3k, p,=4k.

1
6

N

(12] 1. a. FFF, FFG, FGF, FGG, GFF, GFG, GGF, GGG.
1
b. P(FFG) =
(FFG) p

2. a. X prend les valeurs 0, 1,2 et 3. Onadeplus: p;+py+p3+ps=1

b. (X 1)~ (FGG; GFG : GCF) Cest-a-dire k+2k+3k+4k=1 dou k:%.
3 1 2 3 4
c. PX=1)== Ilenrésulte: p,=—; =—; =—; =—.
8 b, 10 253 10 ps3 10 Py 10
d. | x;

I

(171, PX<3)=P(X=2)+P(X=3)=05

2. P(X>5)=P(X=6)=0,2
P(X=5)=P(X=5)+P(X=6)=04
P(X<5)=1-P(X=5)=06.

(18/1. 1-(0.25+3)=045

p

i

©|=|o
w|lw | =
o|lw | N
w0|—|w

@ 1. X prend les valeurs 1,2 et 3.

Eneffet, ZERO > 2
UN—1 2. E(X)=-3x0,25+1x0,3+2x0,45=0,45
DEUX— 2 V(X) = (-3-0,45)2x 0,25 + (1 - 0,45)2x 0,3
TROIS — 3 +(2-0,45)2% 0,45 = 4,1475
QUATRE — 3 G(X) = 2,0365
CINQ—3
SIX 2 EX)=EM)=03  VO)=221  V(Y)=36
f:iJPIIH; X; 1 3 Pour chaquejeu, 'espérance de gain est égal a 0,30 euro.
NEUE : 5 1 6 4 Chaque jeu est donc favorable au joueur.
DIX —> 2 Pi 10 10 10 Mais V(Y) >V(X) montre que les gains sont plus
dispersés autour de la moyenne dans le jeu de Yves.
2, Y=X-2 Le jeu de Yves comporte donc plus de risque que celui
7 -1 0 1 de Xavier.
, 1 6 4
A e s Uni—>2 ONE—3
Deux+— 4 TWO 3
Trois+— 5 THREE — 5
Les valeurs prises par G sont : Quatre — 6 FOUR — 4
-5-05=-550¢€ Cing+— 4 FIVE— 4
-3-05=-350¢€ Six+— 3 SIX+—3
-1-05=-150¢€
2-05=150€ 1. |y -2 -1 0 1 2
4-05=350€ po | L1212
I
6-0,5=550¢€ 6 6 6 6 6
X; -55|-35|-15 1,5 3,5 5,5 Z; -1 0 1
- AL A L A L | 2 2]
6 6 6 6 6 6 6 6 6
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2. E(Y)=0 EZ)=""=-033

Le jeu de Yann est équitable car E(Y) = 0. Celui de Zoé
est défavorable au joueur car E(Z) < 0.

Plus précisément, sur un grand nombre de parties, le
joueur doit s'attendre a perdre 33 centimes d'euro en
moyenne par partie.

On pourra donc conseiller a un joueur de choisir plutét
le jeu de Yann.

@1. On définit I'ensemble nommé rouge formée
des boules R1, R2, R3, R4 et I'ensemble nommé verte
formée des boules V1,V2,V3, V4.

On tire au hasard un élément a de I'ensemble « rouge »
et un élément b de l'ensemble « verte ». On ajoute les
numéros des deux boules tirées et on affiche la somme.

2. |l faut ajouter une boucle pour répéter le tirage et le
calcul de S et une variable, nommée total, qui cumule
les valeurs de S obtenues puis calculer la moyenne
nommé moy:

rouge=enzemble ("R{1) ", "R{2}", "R{3)", "R(4)")
vertesensemble ("W ({1)", "V{2)", "V(3} ", "V(4)");
total=0;

for i=1:500;

a=tirage ensemble(l, rouge);
=tirage ensemble(l;verte);
S=valeur{a)+valeur(b)
total=total+sS;

end

moy=total /500;

disp ("Valeur moyenne de 5

+ string (moy) )

On obtient pour deux simulations de 500 lancers :
iLR'.i.'-.;'.'..,.T,;},.';.'s'.'JZJ:'u' |
;'I'\-!I'J.'r soyenne ds 3 ; 4,900

|Valeer meyenne de 8 1 5,038

On peut supposer que le gain moyen est environ 5.

80
4. E(S) = 1 =5

Cette valeur théorique de S que I'on peut s'attendre a
obtenir en moyenne sur un grand nombre de lancers
de deux dés est en accord avec celle obtenue par

simulation a la question 3.

@ 1. Les valeurs prises par L sont x et - y, avec
P(L=x)=% et P(L=—y)=§.
Les valeurs prises par K sont - x et y, avec P(K=-x) = 1

2 3
et P(K = y) = g

23] 1.

g -5 -41] 0 1 2 3 4
1 1 3 1 1 1
PG=g)| — | = | — | = | — | — | —
(G=9) 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10
-1
EG)=—=-0,1

10
2. |l suffit d'augmenter d’une unité le numéro d'une

1
boule dont la probabilité de sortie est 0

Par exemple, si le numéro 14 devient le numéro 15, on
aura E(G) = 0 et le jeu sera équitable.

1. Tim
a. | P (billet gagnant) =0,3
P (gagner au moins

Tom
P (billet gagnant) = 0,5
P (gagner au moins

b. 5€)=0,05 5€)=0,5
c P (gagner au moins P (gagner au moins
) 40€)=0,05 40€)=0
2. a. EX)=0 E(Y)=0 EX)=E(Y)=0
Ces deux tombolas sont des jeux équitables.
b. V(X) =701 V(Y)=37,5
o(X) = 26,48 o(Y)=6,12

Comme o(X) est plus de quatre fois supérieurs a o(Y), la
dispersion des gains autour de leur moyenne O est plus
importante avec le jeu de Tim. On conseillera donc a
Eva de choisir Tom.

P)=2PR)
@ 1. Par proportionnalité, on a et par
P(V)=3PR)
ailleurs P(J) + P(V) + P(R) = 1.
D'ou 6P(R)=1 soit P(R)= 1 et PUJ) = 2 P(V) = 3
6 6 6
X-5

2. a. E(G)=x><1+0,5><g+(—2)><i=
6 6 6 6

b. Le jeu est équitable si E(G) = 0 c'est-a-dire six = 5.

L[ [-m] o 3m
p | 36| 8 | 4 | 4
! 52 52 52 52

20m

2. E(X) = —? = - 0,38 m.

Comme m >0, on ne peut avoir E(X) = 0 pour aucune
valeur de m, et donc le jeu ne peut étre équitable. Il est
déformable au joueur.

X-2 2y - x @
2. EL="2 EKy =YX 1
3 3 % Telcleluil & Juli[ e wlwnleclrlolalsltlu]w]
3. Le jeu est équitable pour Kévin si s | FETEAEA | AR ) e et o - oz |
T ® Gimadl [ 3 3| pewdat i 3 3 & % W ¥ ¥ 18w % i 14 2 M
on a E(K) = 0, c’est-a-dire six = 2y. W L 2 *1' 1"! & | méquence | 0,02 0,08 01 01K 063 003 T 006 0,07 04 0,60 0,06 0,05 001 0,00
H P A H 2= ik | | e = prierdi] | | -
Dans ce cas le jeu est aussi équitable 1B e,
pour Léa B i 3 i 1 4 | [pain mapen AA
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L'échantillon simulé fournit :
e une fréquence de « cxt = 10 » égale a 0,36,
e un gain moyen égal a — 1,40 euro.

2. a. Le tableau suivant permet d'obtenir les produits
possibles et le nombre d'issues conduisant a chaque
produit.

U 1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 6 8
3 3 6 9 12
4 4 8 12 16
5 5 10 15 20
6 6 12 18 24
d'ou la loi de probabilité
Produit x; 1 2 3 4 5 6

1 2 2 3 1 3
Probabilité P; 52 152 122 122 | 52 | 22

8 9 10 | 12 | 15 | 16 | 18 | 20 | 24

24 | 24 | 24 | 24 | 24 |24 | 24 | 24 | 24

On vérifie: Y P =1.
b. X prend lesvaleurs 10-5=5et0-5=-5.
P(X=5) =P(«cxt=10»)
1 3 1 1 1 1 1
=—+t—+—+—+—+—+—
2424 24 24 24 24 24
NENE NP
24 8
P(X=-5)=1-0,375=0,625
On a déja obtenu P(«cxt = 10») =0,375
Par ailleurs E(X) =5 x 0,375 + (- 5) X 0,625
E(X) =- 1,20 euro.
3. a.

Calculé dans le modéle
P(«cxt=10»)=0,375
E(X) =-1,20 euro

Observé sur I'échantillon
F=0,36
M =-1,40 euro

b. Non, Arthur devrait considérer qu'il perdrait en
moyenne 1,20 euro par partie, s'il jouait un grand
nombre de fois. Sauf a étre tres «joueur », il devrait
renoncer.

1. Le positionnement du premier jeton peut se
faire de 9 fagons différentes. Celui du second jeton peut

alors se faire de 8 facons différentes. Le nombre de posi-
tionnements est donc 9 x 8 =72.

Les choix se faisant au hasard, les 75 issues sont
équiprobables. La loi de probabilité retenue sur ces 72
positionnements est la loi équirépartie.

2. a. X prendlesvaleurs0;1;2.

P(X:O):6><5:E:i

72 72 12
pox=1)=8%X3_3x6_36_1

72 72 12 2
P(X:Z):szzizi

72 72 12

Justification détaillée

L'événement X = 1 se réalise lorsque le jeton 1 se place
sur une case grisée et le jeton 2 sur une case blanche,
OU ENCORE, lorsque le jeton 1 se place sur une case
blanche et le jeton 2 sur une case grisée. Le nombre de

ces positionnements favorables est 3 x 6 + 6 x 3 = 36.

DouP(X=1) =§ =0,5.
72

En résumé
X; 0 1 2
SR ]
12 12 12

b. CommeY =2 - X on en déduit que les valeurs prises
parY sont 2, 1 et 0, avec les probabilités précédentes.

Vi 0 1 2
O L T R
J 12 12 12
8 2
3. EX)=—===0,67
12 3
E(Y)=E=i:1,33
12 3

Si on positionne un grand nombre de fois au hasard
deux jetons sur le damier, le nombre de cases grisées
recouvertes par un jeton sera en moyenne de 0,67 et
celui des cases blanches, en moyenne, de 1,33.

(29/a. S=2x0+2x1+2x2+2x3+2x4

b. S=4x2%4+5x2°+6x20+7x27 +8x28
1 2 3
[ S=1><(1) +2><(lj +3><(l)
4 4 4
4 5 6
+4><(l) +5><(l) +6><(1).
4 4 4

d. S=(22-2x2+ 1)+ (B2-2x3+1)+(42-2%x4+1)
+(52-2x5+ 1)+ (62-2X6+1)+(72-2x7+1)
Remarque : on aurait aussi pu remarquer que :
S=Q2-12+B-12+@A-12+(G-12+6-172+(7-1)7>
Calculs : voir les deux copies d'écran ci-dessous.

Calculs effectués sur Tl pour a. et c.
sur Casio pour b. et d.



B2k K. 4,72

1584
20 EoK2-ZE+1:K:2:7T2
unf&eq{K*(lf'ﬁ‘* a1

T Ra36476563
[Fitin JFHas] 2 Jlodas) e
(30/1. a. S=(12-3x1+4)
+(22-3x2+4)
-
+(502-3%50 +4)
S=(12422+...4505)-(3x1+3x2+...
+(4+4+ .+4)

S= 2"2 23k+24
k=1

k=1

?nﬁﬁea(;‘z:ﬁk{.lﬁpa,

+3%50)

b. « 23k=3x1+3x2+...
k=1

+3x50

=3142+...

50
=3Yk
k=1

+50)

50
. 24=4+4+...+4=200.
k=1 50 fois 4

2. S:50><561><101_3

S=39300
3. Avec le tableur:

50 %51

+200

B | T [ ) | E

k2-3k+4 somme |—|=SOMME[BZ:351} I
0

2 3930
i | A2

31 1. X prend les valeurs x;, X,, ...,
bilités p;, p5, ..., p,-

L hd | = |

X, avec les proba-

r
V(X) = Y (x; —E(X)) p;

i=1
X + b prend les valeurs x; + b, x, + b, ...,
mémes probabilités p;, p,, ..., p,.

X, + b, avec les

V(X+b)=[x;+b—EXX+ b)]2 pi
i=1

Mais E(X + b) = E(X) + b

DouV(X +b) = [x; +b—EX) - 6]’ p,
i=1

i x —E(X)

=V(X)
Ce résultat était prévisible car la variance mesure les
écarts des valeurs autour de leur moyenne. Comme les
valeurs et la moyenne augmentent en méme temps
de b, les écarts sont inchangés et donc la variance aussi.

2.¥00= X - ECO

V(X) = Zp, [x? = 2x4E00) + (E(X))? ]

I
M* ':

PiXi —2E(X)2p,x, +[E(X)] zp,
i=1 i=1
= ip XZ = 2EQ0EX) + [EQOF x 1
=
= gp, —2[EXOF + [EX)
= Yot - [EXP

32| 1. Lois de probabilité de X et Y

X; -1 1 Vi -1 35
1 1

P | 12| 18 pr | 36| 1
37 37 37 37
1 s

EX)=—— E(Y

X=-% M=-37

Dans les deux stratégies de jeu, il faut s'attendre a

1 .
perdre en moyenne — 5 euro par partie.

2
18 1

2.6 V(X)= (=12 x +12x——(——)
X)) =" 37 37

1 1368
VX)=1-— = —
%) 372 372
J1368
o(X)= =1
(X) 37
36 1 1)2

e V(Y)=(-12X—=+352x ——|-—

(V)=(=D7x 7 37 ( 37)
V(Y)~3408  o(Y)~584

L'écart type de Y est prés de 6 fois plus grand que celui
de X. Cela rend compte de la grande dispersion des
valeurs prises par Y autour de leur moyenne.

@ 1. Les «doubles» de 1/1 a 6/6 sont au nombre
de 6. Les « simples » peuvent étre dénombrés a l'aide
d’un tableau:

1 2 3 4 5 6
1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
2 2/3 2/4 2/5 2/6
3 3/4 3/5 3/6
4 4/5 4/6
5 5/6
6

Il'y a 15 «simples ». Le nombre total de dominos est
donc 21.
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2. a. Cette fois encore, un tableau aide a déterminer
les gains et a dénombrer les issues y conduisant.

Gains 1 2 3 4 5

1 1 1 2

2 1

3

3
2
1
4

alun|bh|jlw|nN
| =|N|WwW| s
Q=[N |W|HM|lU|O

Les 21 issues étant équiprobables, on a:

6 5
PX=1)=—  P(X=2)=—
X=1) Y ( ) Y

4 3
PX=3)=— PX=4)=—
(X=3) 7 X=4) Py

2 1
PX=5)==  P(X=6)=—
(X=5) T (X=6) 7

b. Avec une mise de m euros, le gainestY =X-m.
6+10+12+12+10+6 =§z2,67
21 21

etdoncE(Y)=EX)-m=2,67-m.

Le jeu est le plus équitable si l'espérance de gain
(intégrant la mise) est le plus proche de 0. On prendra
donc m =3 euros.

E(X) =

c V(X)=(12><£+22><£+32><i
21 21 21
2
+42xi+52x£+62xi)—(&)
21 21 21 21
6+20+36+48+50+36 (56)
V(X) = -=
21 21
980 980
V(X)) =— douV(X)=——
(X) 2 (X) Y
V(X) = 1,49

Ce nombre donne une moyenne des écarts entre les
valeurs prises par X et leur moyenne E(X).

n+1

1. Il suffit de montrer que » P(X = x;)=1.

i=1
n+1 n 1 1

Or 2P(X:x,):227+2—n.

i=1 k=1

n
. 1 L
Mais z oK est la somme de n termes consécutifs de la
k=1

NS 4 . S
suite géométrique de 1erterme§et deraison 5 D’aprés

1”
5011 1_(5) 1’
le cours (chapitre 5), ,;Z"ZZXH:F(j .
. 2

n+1 1 n 1
Dou ) PX=x;)=1-|=| +=——=1
,.z:; ( i (2) 2n

2. a. Ce programme calcule I'espérance de X.

b.

VARIABLES : n, X, S, k, p nombres
ENTREES : Saisir n
INITIALISATION : X prend la valeur O
p prend la valeur 1
Sprend la valeur 0
TRAITEMENT :
Pour k allant de 1 a n Faire
X prend la valeur X + 1
p prend la valeur p x 0,5
S prend la valeur S + pX
FinPour
SprendlavaleurS+p(n+1)
SORTIE : Afficher S

3. a. Voir sur le site www.didiermathx.fr.
b. Pour n =40 on obtient 2 comme espérance.
4. a. Pour calculer I'écart type de X, si on utilise la
formule donnée dans la définition page 206 du manuel,
on a besoin de connaitre I'espérance de X. Il faut donc
ajouter une partie a l'algorithme précédent, apres le
calcul de E(X). On crée une variable Sdiff qui calcule
n
> pi(x; — X
i=1
VARIABLES : n, X, S, k, p, Sdiff, écart nombres
ENTREES : Saisir n
INITIALISATION : X prend la valeur 0
p prend la valeur 1
S prend la valeur 0
Sdiff prend la valeur 0
TRAITEMENT :
Pour k allant de 1 a n Faire
X prend la valeur X + 1
p prend la valeur p X 0,5
S prend la valeur S + pX
FinPour
SprendlavaleurS+p(n+1)
X prend la valeur 0
p prend la valeur 1
Pour k allant de 1 a n Faire
X prend la valeur X + 1
p prend la valeur p x 0,5
Sdiff prend la valeur Sdiff + p(X - )
FinPour
Sdiff prend la valeur Sdiff + p(n + 1 - S)
écart prend la valeur /Sdiff
SORTIE : Afficher « Espérance :» S
Afficher « Ecart type : » écart



Uneautre solution estd'utiliser I'autre formule de la variance :
V(X) = zn:p,xiz —E(X)2 en créant une nouvelle variable
i=1 .
Scarres pour calculerz p;x? etde retirer E(X)? a lafin.
i=1
VARIABLES : n, X, S, k, p, Scarres, écart nombres
ENTREES : Saisir n
INITIALISATION : X prend la valeur 0
P prend la valeur 1
S prend la valeur 0
Scarres prend la valeur 0
TRAITEMENT :
Pour k allant de 1 a n Faire
X prend la valeur X + 1
P prend la valeur p x 0,5
S prend la valeur S + pX
Scarres prend al valeur Scarres + pX*
FinPour
Sprend lavaleur S+ p(n+1)
Scarres prend la valeur Scarres+p(n + 1)
écart prend la valeur v/Scarres — 52
SORTIE : Afficher « Espérance : » S
Afficher « Ecart type : » écart

b. Pourn =40, onobtientun écart type égala 1,4142136.

5. Quand n devient grand, les logiciels affiche toujours
2 comme espérance. On peut supposer que E(X) a pour
limite 2 quand n tend vers + co.

@1. a. Issue
/P PPP

b. Lensemble des issues est

Q = {PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, FFF}

La piéce étant supposée bien équilibrée, les 8 issues
sont équiprobables. La loi est la loi équirépartie sur Q.

1
2. p(Ey) = p(FFFY =

p(E,) = p({PFF, FPF, FFP}) =

p(E;) = p({PPF, PFP, FPP}) =

co|w oo|w

1
-

. 8
On vérifie que leur somme estg =1.

p(E3) = p({PPP}) =

— 1
3. ¢ p(A,) =p («avoir aucun PILE »)=p(E0)=§
. — 7
d'oup(A)=1-p(A)=—.
8
e p(A,) =p («avoir aucun PILE un seul PILE »)
= p(Eg) +p(Ey)
1 3 1
=4 —=—
8 8 2

a. p({PPP, PFP, PPF, PFF}) = g = %

Remarque : cela revient a considérer que la piece est
lancée une seule fois et a calculer la probabilité que ce
lancer amene « PILE ».

2 1

b. p({FPP, FPFi) S
c /o({FFP}):g
1
. pAFFF) =—
d. p({FFF}) p

On peut vérifier que ces 4 événements, qui sont
incompatibles 2 a 2 et dont la réunion donne Q, ont des
probabilités dont la somme est 1.

37 1.

AN ENEENEAFNES

D= /D= /D= /D=

/““‘N‘“ Aha AJH %XJH

AN ENEA RN EAWN
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Le modéle de probabilité de cette expérience est la loi

équirépartie sur I'ensemble Q de ces 4 X 4 X 4 = 64 issues.
1 1

2. a. p(A) =p{111, 222,333, 444}) = 4 x TRETR

b. A l'aide de l'arbre on peut dénombrer 36 issues

réalisant « deux des trois chiffres sont différents ». Ce

sont: 112, 113, 114, 121, 131, 141, 211, 311, 411 avec

deux fois le numéro 1. Et autant avec deux fois le

numéro 2, deux fois le numéro 3, deux fois le numéro 4.

. 36 9
Doup(B)—a— 6
c. llya6issues s’écrivant avec les numéros 1,2 et 3. Ce
sont: 123, 132, 213, 231, 312, 321. Il y en a autant
sécrivant avec les numéros1, 2, 4; 134 et 234,
respectivement.
D'ou 24 issues réalisant I'événement C et donc

24 6

PO=6"16
On peut vérifier que les événements A, B et C qui sont
disjoints 2 a 2 et dont la réunion est Q, ont des

probabilités dont la somme est 1.

1. Pour chaque question, selon que la réponse est
exacte ou inexacte, la note attribuée est + 2 ou - 1.

Note globale
1
- 2 6
/
~Z _— -1 3
1 2 1
2 2
1
1 22
2 1 2 3
2

e

D'ou la loi de probabilité de X :

X; -3 0 3 6
1 3 3 1

P(X=x; — 2 2 -
( ) 8 8 8 8

2. E(X)=—3><1+0><E+3><§+6><l
8 8 8 8

12 3
EX)=—===15
X=5=3

V(X)=9><1+0><§+9><§+3<6><1—1,52
8 8 8 8
=9-152=6,75
d'otl 6(X) = 2,60.

39/ 1. renvoie un décimal au hasard de I'in-

tervalle [0; 1[ et donc [=ALEA)+06 | renvoie un décimal
au hasard de I'intervalle [0,6 ; 1,6[. ren-
voie donc tantot 0 (lorsque le décimal est dans [0,6 ; 1]),
tantdét 1 (lorsque le décimal est dans [1; 1,6[). On
obtient donc 0 ou 1 avec une probabilité égale a 0,4 et
0,6 respectivement.
b. On peut coder par 0 la sortie d'une boule rouge et par
1 celle d'une boule verte. Linstruction
simule donc la sortie d'une boule prise au hasard dans
I'urne.

= S Y e [ T
i | e S Wl nh paine galn meyen
i | 0 i E 2578
| i i it
s - — =
Y ]

SENT(ALEA) 4 5}

e

c. Sur l'échantillon simulé précédemment, le gain
moyen est égal a 25,78 points.

2. a. Gain associé
04 R 126
R
04
06 vV -9
R -90
04
0,6
\
0,6 v 126

b. Si X est la variable aléatoire associant a chaque issue
le gain en points correspondant, sa loi de probabilité
est donnée par:

X; -90 126

1
P(X=x)| 048 | 052

E(X) =— 90X 0,48 + 126 x 0,52

E(X) = 22,32

Sur un trés grand nombre de tirages avec remise de
deux boules de l'urne, on peut s'attendre a avoir un
gain moyen par tirage égal a 22,32 points.

40 | lllustrons la situation par un arbre :

17 dé 2¢dé Gain (mise incluse)
1 S e

1 S
5 —
3 S 3¢
1

: A S 3¢

3 s
5 —
3 s -2¢€



S étant l'issue « le numéro du joueur sort » et S l'issue
contraire.
1. a. Laloi de probabilité de X s'en déduit :

X; -2 3 11
P(X=x) 2 10 il
36 36 36
b. E(X)=-0,25 o(X)=2,94

c. Surun grand nombre de parties on peut s'attendre a
perdre en moyenne 25 centimes d’euro par partie.
Pour que le jeu soit équitable, il faudrait fixer la mise a
1,75 euro. Le nouveau gain serait X’= X + 0,25 et on
aurait donc E(X”) = E(X) + 0,25 =0.

2. a. Laloide probabilité de Y serait :

y; -1 3 11
25 10 1

PY=y)| = — —
(=5 36 36 36

E(Y) = 3—6 = 0,44 euro o(Y)=2,56

1
6
b. Dans ce cas, le jeu devient favorable au joueur avec
un gain moyen par partie estimé a 44 centimes d'euro.
L'organisateur perdrait donc en moyenne 44 centimes
d'euro par partie. Cela explique qu'il ait abandonné
cette idée.
Quanta l'écart type, il est passé de 2,94 a 2,56, traduisant
le « resserrement » des gains autour de leur moyenne.

3. a. Laloide probabilité de Z est donnée par :

z -4 6 22
P(Z=2z) 2 10 L
36 36 36

EZ)=-05  o(Z)~588

b. Dans ce cas, le jeu est plus défavorable au joueur
que dans la situation initiale, avec une perte moyenne
par partie de 50 centimes d’euros, sur un grand nombre
de parties.

L'écart type a, lui, beaucoup augmenté, traduisant la
plus grande dispersion des gains autour de la moyenne.
Classement :

e selon le gain moyen du joueur : stratégies 3, 1,2 ;

e selon le degré de risque (du plus petit écart type au
plus grand) : stratégies 1, 2, 3.

(@] A a o \ .
1 B B B
6 A A B
8 A A B

Les 9 issues étant équiprobables, p (« Anna I'emporte

sur Brice ») =—
9

Brice a donc plus de chances de gagner que Anna dans
cette rencontre.

2. c
o 3 5 7

2 C C C

B c C

9 B B B

Carole est favorisée dans une rencontre avec Brice, car

5
p (« Carole I'emporte face a Brice ») = —.
3. a. D'aprés les questions 1 et 2:

5
o Brice 'emporte sur Anna avec une probabilité de§ >0,5.

5
e Carole I'emporte sur Brice avec une probabilité de§ >0,5.

On peut conjecturer que Carole 'emportera sur Anna
avec une probabilité dépassant 0,5.

b.

) ‘3 5 7
1 C C C

6 A A C
A A A

4
p (« Carole 'emporte sur Anna ») = 5

Paradoxalement, c’est Carole quia le plus de chances de
I'emporter face a Anna.

B. 1. Non
2. Anna Brice Carole Vainqueur
3---mmmmmeee C
L R C
3 T c
3---mmmmmmee B
> 5ot C
J-mmmmommoms C
1
3 4 e e T B
/5 ------------- B
/9 R B
11 3---mmmmmee A
3 R et A

Chapitre 8. Probabilités

151



152

Tous les chemins étant équiprobables (de probabilité
1T 1 1

—X—-X—-=—)ona:
3 3 3 27
(«Anna I'emporte ») _10
p p 27
(« Brice 'emporte ») = E
p p 27

p (« Carole I'emporte ») = %

42 | 1. a. En s'aidant éventuellement d'arbres simpli-
fiés tels que :

1/25 S ou S est l'issue
24/25 E 1/25 S «la porte s'ouvre »
24/25 E 24/25 E 1/25 S et El'issue contraire
24/25 E 24/25 E 24/25 E 1/25 S
on obtient:
1 24 1
PX=1)=— PX=2)=""x—
( ) 25 ( ) 25 25
9 23
P(x=10)=(§j x P(X=24)=(24j X
25 25 25 25

b. Pour1 <k<24:

k=1
P(X=k)=[%) x2i5

c. P(X=25)=P («la porte souvre au 25¢ essai la
porte ne s'ouvre pas lors des 25 essais »)

24 25
P(X = 25) =(2i) Xy (Zij
25) 25 (25

La somme se justifie par lincompatibilité des deux
situations.

25
2. a. |l s'agit de vérifier que Y P(X = k) =1.
k=1

Sur une calculatrice ou un tableur, on obtient bien
24 (24jk1 1 (24)24 1 (24)25

S| o+ | x=o+| =2 =1

al2s) 25 \25) " 25 |25

24 k-1
b. E(X) = k(zi) L
“M25) 25

24 25
+25 X% (2—4) xi+(2—4)
25 25 \25

1 o,

Sur une calculatrice ou un tableur, z 10,0384
. _ N -2 \ 3 DOFEEE

on obtient E(X) = 16 a 107 pres. = S
Le concierge doit s'attendre a faire L il
16 essais, en moyenne, avec sa 3 potsein
stratégie. S f-aarain
23 03603362

Enpbrance 15 G000

43 | 1. Avec un arbre simplifié :
a. 09 A09 AO09 A ..09 A

longueur du chemin : 20
on obtient : p (« I'archer atteint 20 fois la cible »)
=0,920~0,122
b. p («I'archer atteint au moins une fois la cible »)

=1 -p («I'archer n'atteint jamais la cible »)
=1-0,120=1-1020=2?2?

2. p,=0,9".

VARIABLES : n nombre

INITIALISATION : n prend la valeur 0

TRAITEMENT :  Tant que 0,9" = 0,01 Faire
| n prend la valeurn + 1
Fintantque

SORTIE : Afficher n

On obtient n = 44.

@ a. Larbre simplifié :

06 VO06V06VO06VO06YV
avec p(V)= §= 0,6 donne p («l'automobiliste se

présente cing fois au vert ») = (0,6)° = 0,078.
b. p («I'automobiliste arrive au moins une fois quand le
feu est orange »)

=1-p («I'automobiliste n‘arrive jamais quand le feu est
orange »)

5
=1-(1-2)

( 50)
=1-0,95~0,410

@ 1. Notons A et B les issues « |a lettre tirée n'est pas i »

et «la lettre tirée n'est pas z », respectivement.

o L'événement (Y =0) sillustre par I'arbre simplifié suivant :
_A__ A__A__A...__A

longueur du chemin : 15

avecP(A)=1 —%:0,75'
D'ou P(Y=0)=0,75""~0,013.
e DemémeP(Z=0)=(P(A)'>=(1 _%)15

715
=(§) =0,875">=0,135.

e Notons C I'événement A N B.
OnaP(C) :g =0,625.

L'événement (Y=0 et Z=0) correspond au chemin :
0,625 C 0,625 C 0,625 C ... 0,625 C

longueur du chemin : 15



et a donc comme probabilité :

P(Y=0 et Z=0)=(0,625)'5~0,0009.

On peut alors déduire P(Y =0 Z=0)
=P(Y=0)+P(Z=0)-P(Y=0 Z=0)
=0,75">+0,875'° - 0,625 = 0,147.

(46[1. a. (X<3)=(X=1) ou (X=2) ou (X=3).
(X>7)=(X=8) ou (X=9).
(X=<3)=(X>3)=(X=4)ou (X=5)ou(X=6)ou(X=7)
ou(X=8)ou(X=9)
X>7)=(X=7)=X=T)ou(X=2)ou(X=3)ou(X=4)
ou(X=5)ou(X=6)ou(X=7)

b. PA<X<7)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)
PX<7)-PX<3)=[PX=1)+P(X=2)+... +P(X=7)]
—[P(X=1)+P(X=2) + P(X=3)] =P(X = 4) + P(X=5)
+P(X=6)+P(X=7)

Onadonc:

PA<X<7)=P(X<7)-P(X<3)

2. a. Pourt=sa<b=9,(X=sb)y=X<a)ou

(@ =X =0b). Comme (X <a) et (a =< X = b) sont
incompatibles, on a:

P(X=b)=P(X < a)+P(a=< X< b) cest-a-dire
P(a<X=<=<b)=P(X<b)-P(X<a).

b. Comme X ne prend que des valeurs entieres,
I'événement (X < a) équivaut a (X < a - 1). D'ou I'égalité
attendue.

On étudie le nombre de 6 obtenu en lancant 10 fois
un dé.

Cette expérience est répétée 100 fois. Le 100° terme de
la liste 2 donne le nombre moyen de 6 obtenu sur ces
100 expériences.

1. En cellule B2, on simule le lancer d'un dé sup-
posé équilibré et on affiche 1 si le six sort, et 0 sinon.
En cellules C2, D2 et E2 on fait afficher « 1 » lorsqu’un six
apparait, si aucun « 1 » ne s'est affiché précédemment
et on fait afficher 0 dés qu'un «1» sest affiché
précédemment ou lorsqu’'un numéro autre que le six
apparait.

Ainsi, si un «1» apparait, il napparait qu'une fois et
indique le rang du premier six obtenu. En cellule F2,
I'instruction renvoie le rang du premier six si celui-ci est
apparu et 0 si le six n'est pas sorti.

2. Sur I'échantillon de taille 1 000 simulé sur tableur, le
rang moyen (temps d’attente moyen) du premier 6 est
1,19.

=3 =SSR S S, B R, S -

[ ] (K]

e |

3. Rang du 1¢"6
BT 1
6 6 6 2
5 —/

5 6
5 E} 1
6 g 6 g 6 o 3
3
6
3N 2
6 X
_ 6.2
6 X
5 P
6 6\g
B 6------ 4
6
3
6
6
E}
6
6------ 0

En construisant un arbre simplifié (ou l'on s’arréte dés le
premier 6 obtenu).

Si on note R le rang du premier 6, en convenant que
R= 0 lorsqu’aucun 6 n‘apparait, on obtient la loi de
probabilité suivante :

k 0 1 2 3 4

4 2 3
P(R=k) (E) L (5) xt (Ej 1

6 6 6 6|\6 6 [\6 6
d'oli le rang moyen :

=10, 75, 50 _
6 36 216 129

1,18.

Travail personnel

Pour les exercices a : voir corrigés en fin du

manuel.

APPROFONDISSEMENT

Y=Lex—m
o
o Par propriété :
E(Y) = lE(X -m)= l(E(X) -m)
o c
Comme E(X) =m, on a bien E(Y) =0.
o Par propriété :

oY) = 1‘o<X—m)
O

Mais comme 6> 0 et o(X-m) = o(X) on obtient

1
oY)=—xo=1.
o
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1. Il existe 4 x4 =16 couples (a, b) possibles, dou

16 équations de la forme ax? + bx + 1 = 0. Les couples
1

(a, b) s'obtenant avec la méme probabilité 1 X 1 =—,
4 4 16

les équations s'obtiennent de facon équiprobable.

2. (E) a pour discriminant A = b2 — 4q.

Un tableau carré permet de visualiser les valeurs de A

possibles et le nombre de couples y conduisant :

b 1 2 3 4
a
1 -3 0 5 12
2 -7 -4 1
3 -1 -8 -3
4 -15 -12 -7 0

Le nombre X de solutions peut étre 0, 1 ou 2.
9
P(X=0)= P(A<0)_E
P(X=1)=P(A=0)=>
16
P(X=2)= P(A>0)=i
16

Un tableau peut aider a visualiser la répartition en
% des différents cas :

A A
B AetB B seulement [ T Se déduit
@ 2% des autres
_ | Aseulement| NiAnNiB pourcentages
B 4% 90 %

1. Les valeurs prises par X sont :

950 ; 950+ 100 ; 950+ 150 ; 950 + 250.

P(X = 950) = P(«aucun défaut») =0,9

P(X =1 050) = P(« défaut A, seul ») = 0,04

P(X =1 100) = P(« défaut B seul ») = 0,02

P(X =1 200) = P(« défauts A et B») = 0,04

2. E(X) = 967 euros. Cela représente le prix net moyen
d’un objet, sur un grand nombre d'objets produits et
éventuellement réparés.

3. Le prix de vente permettant de réaliser un bénéfice
moyen de 100 € par objet est: 967 + 100 =1 067 €.

A. 1. a. A l'aide d'un arbre (ou d’un tableau),
amorcé, tel que suivant.

On dénombre n x n = n? issues chacune de probabilité
1 1 1

n n n?
Le modéle retenu est donc la loi équirépartie sur
I'ensemble Q des n? couples possibles de boules.

Note globale

R

'événement

réalisant
«obtenir 2 boules de couleurs différentes » est 5 x (n - 5)
pour les chemins de type RN et (n — 5) X 5 pour ceux de
type NR, soit 10 X (n - 5) en tout.

b. Le nombre de chemins

Il en résulte Pn(A)=1On_25.
n
2. P,(A) = f(n) avec f(x) =10 _25.
X
2 _ _
Pourx = 5, f/(x) =10L45)2X.
X
—y2 _
F(x)=10 X -:10x _ 10x(13 X)
X X
X 5 10 A
|
() 0 -
1
0

P,(A) est donc maximal lorsque n= 10, cest-a-dire
lorsque l'urne contient 5 boules rouges et 5 boules
noires. Cette probabilité est alors égale a 0,5.

B. 1. Unarbre amorcé ou «imaginé » comprend nx(n-1)
chemins, d'ol n? - n issues.

Les n choix de la 1™ boule, puis les n — 1 choix de la
2¢ boule se faisant au hasard, les n2 — n issues sont
équiprobables.

Le modele retenu est donc a nouveau la loi équirépartie,
mais sur un ensemble Q qui comporte ici n2 — n issues.

2. a. Lors des deux tirages d'une boule, avec remise
(Partie A), on dénombrait 10(n - 5) issues favorables a
laréalisation de I'événement A.Ce nombre estinchangé,
ici, dans le cas de deux tirages sans remise, car la boule
non remise n'influence pas le nombre de boules de
I'autre couleur. On a donc encore ici 10(n — 5) issues
réalisant 'événement A.
10(n = 5)

n?-n
3. a. X prend les valeurs - 1 et 2.

b. P/(A) =



P(X =2) = P(A) =21 =) _:’)

n? -
10(n - 5)
n?-n
10(n - 5) _{1_ 10(n—5)}

n? nZ—-n

P(X=-1)=P/(A)=1-

D'ou E(X) =2 x

10 -5)
n?-n

-n?+31n-150

n2-n '
b. Le jeu est équitable lorsque E(X)= 0 cest-a-dire
lorsque - n%2+31n-150=0.
Or A=961-600=361=192 - x2 +31x - 150 a donc
pour racines 25 et 6.

=3 1

En conclusion, le jeu est équitable dans deux situations :
e n=6(5rouges et 1 noire) ;
e n=25(5rouges et 20 noires).

A. 1. On devrait avoir

1 1 1
PX=1)=1- (E + 3 +...+ f) sous réserve que ce nombre
n
soit positif.
2. e lorsquen=2,1— % = % et la loi de probabilité de
X est donnée par :
k

—_

P(X = k)

| N
©|h|N

1T 1 1

e Lorsquen=3,1- ——— = — etlaloi de probabilité de
2 3 6

Xest:

k 1 2 3
1 4 1
P(X =k - = -
( ) 6 8 3
1T 1 1 1
e Lorsquen=4,1-———— — = ——etdoncon ne peut
2 3 4 12

définir une loi de probabilité de X sous cette forme.
n
1
e Lorsquen=4,1- Y —<0.
=2k
Plus généralement, on peut donc dire que la réponse a
la question posée est positive uniquement pour n =2 et

n=3.

=T RO B
umisas(] L, Ke 2

1ep)
6349539007
umiseqi ]l KE K. 2
Tl e e
LB4T9345E67

On obtient :
10 1

o« Y @ = 0,5497677312
k=2
100

oy L~ 0,6349839002
k:2k2

1000
. k% s 0,6439345667

n
1
2. En admettant que 2—2 < 0,65 pour tout n € N,
P
n = 2, on peut répondre positivement a la question

posée : pour tout n = 2, il existe une loi de probabilité
delaforme:

k 1 2 3 n
2 1 1 1

P(X =k | = — —
X=K kz‘zzk2 22 32 n2

3. Enutilisantles fonctions de sommation des logiciels :

VARIABLES : n, S, p1 nombres

ENTREE : Saisir n
T : dl I ;!
RAITEMENT: pT prend la valeur 1 - kzﬁk_z

n
Sprend la valeur p7 +
SORTIE : Afficher S =z

x| =

Sans utiliser les fonctions de sommation des logiciels :

VARIABLES : n, S, p1 nombres
ENTREE : Saisir n
Initialisation : pT prend la valeur 1
S prend la valeur 0
TRAITEMENT :  Pour k allant de 2 a n Faire

1
p1 prend la valeur p1 2

S prend la valeur S +%
FinPour
Sprend lavaleurS+p1
SORTIE : Afficher S

1. P(X = k) étant positif pour chaque k,0 < k <n,
n
il suffit de vérifier que 2 PX=k)=1.
k=0
n n
Calculons déja » P(X = k) =) pgh~.
k=1 k=1

La suite (pgk-") étant géométrique de raison g,on a:
n -I_ qn
2.pak=p———=1-q"(car1-g=p).
k=1 1-q

Il en résulte :

n

Y PX=k)=P(X=0)+1-¢"=q"+1-q"=1.
k=0

n
2. a. E(X)=0xP(X=0)+ Y kpg~'
k=1
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n
E(X) =P kg~
k=1

Orsionpose f)=1+x+x2+...
alors F(x)=1+2x+...+nx""
On a donc E(X) = pf'(g).

1— n+1

+x"

b. Pourxe 10;1[f(x) = carl+x+x2+ ... +x"

est la somme de termes consécutifs d'une suite géomé-
trique de raison x.
—(n+Dx" (1= x)—(1—=x"N(=1)

c. f'(x)= - x7?

= DX+ (n+ DX 41— x1H

(1-x)?
1= (n+Dx" + nx"*
(1= x)?
_1=(n+1-nx)x"
(1-x)?

d. E(X)ZPM

p2
E(X) =%[1 —(1+np)(1-p)"]

e. (T+np)(1-p)"=q"+pnq"

Comme0O<g<1, lim g"=0.
N—+oo

Il reste a conjecturer lim ng".
N—+oo

Avec un tableur, par exemple, le calcul de ng" pour
différentes valeurs de g entre 0 et 1 et pour de grandes
valeurs de n donne les résultats suivants :

] ceGny|  LEge e
i LG LSS A

oW B LS D

PO LIS RGN e
i i

T R R
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On conjecture lim ng™ =0 pour 0 <g <1, et donc

N—>+oeo

1
ensuite lim E(x)=—.
Nn—>co P

1. a. Lévénement «0 réponse exacte » peut se
représenter par le chemin

__E__E__E
ou E signifie « la réponse est exacte » et E son contraire.
L'événement « 1 réponse exacte» se représente par
3 chemins selon le rang de la réponse exacte.

_ E__E__E
_ E__E__E
E_E__E

Tous ces chemins se réalisant — a priori — avec les mémes
chances (réponse au hasard répétée trois fois), il ne
parait pas réaliste de tenir les événements « 0 réponse
exacte» et « 1 réponse exacte» pour équiprobables.

LA D AR e RAMALA) Lmoslre LPesloe  enil

BENH P LAEALIE LTRALAY MO LM

Cela suffit pour répondre négativement a la question
posée.

b. 1" question 2% question  3° question
E
1 E E
/
E —
} T

m|

m

e -

m

Ao

m|

N|—=
m
m
m

m

On peut adopter la loi équirépartie sur lI'ensemble Q
des 8 issues correspondant a ces 8 chemins.

2. a. X prend lesvaleurs 0, 1, 2, 3.

P(X =0) = P{EEE}) = %

P(X = 1) = P{EEE, EEE, EEE}) =

P(X =2) = P({EEE, EEE, EEE}) =

W oo|w

P(X = 3) = P({EEE}) =%

b. E(X)=0><l+1><§+2><§+3><l
8 8 8 8
3
EXX)=—
(X) 5

V(X)=02><l+12><i+22><§+32><l
8 8 8 8

9 3
V(X)=3->=2
X) 12
NE)
o(X)=—
(X) :
3. a. Sprendlesvaleurs-3,1,5,9.
k -3 1 5 9
PX=k) | 3 3 1
8 8 8 8

b. E(S)=—3><1+1><§+5><§+9><l
8 8 8 8
E(S)=3
Sur un grand nombre de QCM, Maxime obtiendrait en
moyenne 3 points sur 9 par QCM.
4, a. S=3X+3B-X)(-1)

S=4X-3
b. E(S) = E(4X - 3)
=4E(X)-3



3 A s
Comme on avait E(X) = > on retrouve bien (grace a ce

lien) E(S) = 3.
c S"=3X+(3B-X)(-3)

S’=6X-9
E(S) =6E(X)-9=0
Avec ce nouveau baréme, en répondant totalement au
hasard a un grand nombre de QCM, Maxime obtiendrait
en moyenne 0 point sur 9.

(70( A. 1.

Choix a b C

Probabilité

vl—=|a

vi| —
wi| =

1 1
5 5

2. Le choix d'une ligne se faisant au hasard, on a:
1
P(L)) =P(Ly =P(L3) = 5

Mais selon la procédure adoptée,

«choisir L; » et « cocher a »

«choisir L, » et « cocher b ou cocher ¢ »

«choisir L3 » et « cocher d ou cocher e »

sont des événements qui coincident et qui ont donc

méme probabilité.
. 1

Ilenrésulte P, =P, +P.=Py+P, =3
Par ailleurs, le choix d’'une case parmi b et ¢, ainsi que
celui d'une case parmi d et e se faisant au hasard, on a:
P,=P_et Py=P,
En combinant, on obtient:

1 1 1

Pazg ; szpc:g ; Pd=Pe=g-
D'ou la loi de probabilité :
Case a b C d e
probabilis| ~ | L | 1 | 1 |1
3 6 6 6 6

3. On obtient de méme, pour Zoé :

Case a b C d e
Probabilité 1 1 il 1 1
6 6 3 6 6

B. 1. En tenant compte du colt de la partie: 3 €, on
obtient les lois de probabilité suivantes :

X; -3 -2 -1 9
Vi -3 -2 -1 9

1 1 1
R 3 5 s 6

z -3 -2 -1 9

1 1 1 1

P(Z=z - - - -

(2=2) 3 6 6 3
2. EX)=0  E(Y)=-05 EZ)=1,5

Ces espérances donnent les gains algébriques moyens,
selon les trois stratégies, sur un grand nombre de
parties jouées. Avec cette grille, c’est la stratégie de Zoé
qui s'avere la plus intéressante.

@ Soit n le nombre de lancers de ce dé.

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de fois ou
un numéro supérieur ou égal a 5 est obtenu.

Premiére étape

Calculons P, =P(X = 1).

P,=1-P(X=0)
L'’événement X = 0 correspond au chemin
2 2 2 2

3A3A3A..3A

longueur n
ou A est I'événement « un nombre inférieur a 5 sort »,

4 2
dont la probabilité estg = 3

2Y’ %
On aalors P(X:O):(g) etdoncP, =1 _(gj .

Seconde étape
Cherchons n tel que P, >0,999. Sur un tableur on
obtient:

Al_B : o E F e e |

n 1 2 3 = 5 L 7 B g
Pn (33333 OSS5RE 070970 080047 086231 O.912X1 O.SM14T OSG008 057399
n o 11 12 13 (L] 15 15 17 18

P 098366 DSSALY 095009 (956 0.9%05T 099772 095848 0959899 0.95532

Il apparait que P, dépasse 0,999 dés que n = 18.

@Soit X et Y les variables aléatoires donnant les
gains algébriques associés a une partie dans l'un et
l'autre jeu.

e X prend les valeurs - 3, - 2, -1, 0, 1, 2 avec des

1
probabilités égales a o

e Y prend lesvaleurs-4,-3,-2,0, 1.

En désignant par a et b les numéros affichés parle 1" dé
etle2¢dé ona:

P(Y =-4) =P(Max(a, b) = 1)

1
=P{(1, )} 36
P(Y =-3) =P(Max(a, b) =2)

3

=P{(1,2); (2 1); (22} =36

P(Y =-2) = P(Max(a, b) = 3)
=P{(1,3);(2,3);3,1);(3,2);3,3)} =%
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P(Y=-1) =P(Max(a, b) = 4)
=P{(1,4);(24);(3,4);(4,4);(4,3);(42); (41}

_7
" 36
P(Y=0) =P(Max(a, b)=5)
=P{(1,5);(2,5);:3,5);(45);(5,5);(54);
(5,3);(5,2); (5 1)}
_9
" 36
P(Y=1) =P(Max(a, b)=6)

=P{(1,6);(2,6);(3,6);(4,6);(56);(6,6);
(6,5);(6,4);(6,3):(6,2); (6,1}
1
" 36
1
On vérifie que 2 P(Y=k)=1
k=—4

Calcul de E(X) et E(Y)

E(X)=—3><l—2><1—1><l+0><l
6 6 6 6
1 1 1
+1X—+2X—=——=-0,5euro
6 6 2

E(Y)=—4><i—3><i—2><i—1><l
36 36 36 36
1 19
=—-—=-0,53euro
36 36 36

Le jeu le plus favorable au joueur est le premier jeu,
avec une perte moyenne par partie jouée estimée a
50 centimes d'euro.

Calcul de 6(X) et o (Y)

o U(X)=9><l+4><l+1><l+0><1+1><l
6 6 6 6 6

2
+4><l—(—l)
6 2

V(X) =%— 1 = 13—; d'ou o(X) = V(X) = 1,71 euro

4
.V(Y):16><i+9><i+4><i+1><l+0><i
36 36 36 36 36
11 ( 19)2
+IX —=|—-—
36 36
2
81192
36 362

d'ou o(Y) = 1,40 euro

Les gains du jeu n° 1 sont plus dispersés autour de leur
moyenne que ceux du jeu n° 2. On peut considérer que
le jeu n® 1 comporte plus de risque que le jeu n° 2.

Si Léo veut minimiser le risque, il choisira le jeu n°2,
tout en sachant que ce n'est pas le jeu le plus favorable
au joueur. S'il veut privilégier le gain moyen, il choisira
lejeun®T.

@ Exemple de simulations (sur Xcas) :

T total o 1 EN L
pour | de 1 jusque 2500 faire
iz =Dyy:=0;

disti=Dini=0;

tantque distc=5 faire
ni=n+ls
gr=rand(q);

|#d a==0 alors x:
|9 a==1 alors
|mi g==2 alorcs vy I,"-]rEli:
|8 gmmi alors yrey-lrfads
[disti=-ngqre (g 24y"2d] 2
ftantque;

(He=MN+n-11

fpour:

|moyr=evalE (N/2500) )
lafficher (moy) 11

i+l Eady
lsad;

On obtient un nombre moyen de pas en général
compris entre 16 et 17.

74 | Soit X le gain du joueur sans tenir compte de la
mise. X prend les valeurs

1 k-1 1 1 k
2,4,8,...,2",2"“,...etP(X=2k)=(E) X,:(,)

2 \2

s 1T 5,1 L PRV
DOUEX) =2 X =4+ 2 X —+2° X —+ ...+ 2 X — +...

2 22 23 2k

cest-a-dire EX)=T+1+1+1+...

L'espérance de gain est donc infime, mais la mise
- égale au nombre de coups joués - peut l|‘étre
également! Ces conditions sont trés dissuasives et
Laplace se demande quel étre raisonnable accepterait
d'y participer.

Pourtant une simulation sur tableur montre que
« Croix » ne tarde jamais a se produire.

Pour exemple, il faut appuyer de trés nombreuses fois
sur pour obtenir « Croix » pour la 1™ fois apres le
8¢ lancer.

“ n s o]

luncer n® résultal  ler"croix® | ieng ler cole
—

1 o=SomMERRDO(A:A:C0) | @
i 0 o
EEEe],
= ) 1]
b

5 i 0
| SUET{R5=1; SOMME{$§1:04) n‘:_-L.r.;.l

9 1 1

Si on calcule la probabilité dobtenir Croix lors des

8 premiers lancers, on obtient :

1T 1 1 1 1 1 1 1
=—+—4+—+—+—+—+—+—7=0,99%

p222232425262728

qui confirme bien que le risque n'est pas aussi grand

qu'on pourrait le penser.

@ Lors de I'étude du comportement d’un tel moteur
au cours d'un vol, notons E l'issue : « le moteur tombe
en panne ».



e Un biréacteur ne termine pas son vol si ses deux
moteurs tombent en panne. Cet événement correspond
auchemin _p E _p E etdoncsaprobabilité
est p2,

e Un quadriréacteur ne termine pas son vol si 3 ou 4
moteurs connaissent une panne au cours du vol. Cet
événement correspond aux chemins suivants :

1-p E p E p E p E
b E_1-p E p E p E
p E_p E_1-p E__p E
p E p E p E_1-p E
p E p E p E p E

Sa probabilité est donc: 4(1 - p) p> + p*.
Un biréacteur a une probabilité plus grande d’achever
son vol qu'un quadriréacteur siona:

1-p2=1-4(1-p)p3-p*clest-a-dire

p? <401 -p)p*+p*

p’lp?+4(1-p)p-11=0

-3p2+4p-1=0

(1-pBp-1=0

Comme p < 1 (fort heureusement !) cela revient a
3p-1 BO.Soith%.

En conclusion, un biréacteur se révéle plus fiable qu’un
quadriréacteur si la probabilité p de panne d'un moteur

1
est telle quep = 3

1
Comme on est en droit d'espérer que 0 < p < 3 (en fait

p est de l'ordre de 107%), il est plus pertinent d'affirmer
qu’un quadriréacteur est plus fiable qu’un biréacteur.

Chapitre 8. Probabilités
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Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

@

-~ _P
2 F
P 1
1 2_p
1
2 F
1l F
12
1 2 "
- P
1 2 T
F 2 1 F
2p
1
3 F
1F
2
1T 1.1 1
a. P(«3PLE») ==X =X—=—
2 2 2 8
1T 1.1 3
b. P(«2PILE») =3X—X—X—-=—
2 2 2 8

¢. P («aumoins une FACE») =1 - P («aucune FACE »)
=1-P(« 3 PILE »)

1

_1——=—

8 8
C5:0,75

@ EnC3:04

C4:0,65

@ D’aprés une propriété du cours de Seconde (voir Math'x 24¢ page 236), la fréquence f de « boule rouge » sur un

e

échantillon de taille 100 appartient a l'intervalle | =

moins égale a 0,95.

@ 1. a. x¢ [21;49]ouencore:xe]-o;21[U149; + .

b. xe [0;21[U]49;100]
2. ke [0;20] U [50;100]

d'olien C6:0,95.

0,95 est la fréquence cumulée associée a la valeur 5, c’est-a-dire la fréquence d'obtenir un résultat inférieur ou égal a 5.

[0,3;0,5], avec une probabilité au



@ 1. Surles 100 lancers, la fréquence de I'événement « obtenir un numéro inférieur ou égal a 3 » est égale a 0,4.
2. Au moins 30 % des lancers...

3. ¢ 20 % des lancers ont amené un résultat inférieur ou égal a 2.
e 70 % des lancers ont amené un résultat inférieur ou égal a 4.
Par différence, 50 % des lancers ont amené 3 ou 4. Visuellement, sur le graphique, il suffit de lire 'amplitude des

fréquences cumulées correspondant a l'intervalle 12 ; 4]. On obtient 0,7 - 0,2 =0,5.
Activité 1. La loi du nombre de succés

A. E:«lafleche tombe dans la zone rouge ».

P(E)=1—P(S)=§

B. 1. a. 1
ni 3—>3
3 -5 %\E
1 S 1
3, 2 3—S
3 2— ¢
3
1
S 1 3—S5
P
1 2 > %\E
3 3 E
X
2 E<3/
3 2\E
3
1
1 3—5
3 5 2
<
2 3
3 1 s 1
3 5 3—5
< E
3 Z\E
E 3
1
1 S5
2 3 S<2
3 T E
3 3
E
4
% E<3/
= E
3
1 2 1 2 4
b. PSESE) ==X =X —X—=—
3 3 3 3 81

P(ESSE)=£><1><1><£=i
3 3 3 3 38l

4
c. Lévénement « obtenir deux succes » correspond a 6 chemins de I'arbre, tous de probabilité pYR
4 8
D'ou P (« obtenir deux succés ») =6 X — = —.
81 27
2. XprendlesvaleursQ, 1,2, 3 et4.

D’aprés la question 1.c., P(X=2) = 2—87

P(X = 0) = P(EEEE) = g

e PX=T)=dx2=38
81 81
e P(X=3)=axo =32
81 81

P(X = 4) = P(S5SS) = é
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On présente souvent la loi de probabilité de X dans un tableau :

k 0 1 2 3 2
4
POl o - et 32 1 On vérifie : z PX=k)=1.
81 81 81 81 81 =
27 32
C. 1. P(Y=0)=P(EEEEE) = Gj -2
3 243

5
P(Y = 5) = P(S5555) = @ =

2 3
2. a. Un chemin réalisant I'événement (Y = 2) est SSEEE, de probabilité G) X G) = %
Tous les autres chemins réalisant I'événement (Y = 2) ont aussi pour probabilité %
b. Un chemin réalisant I'événement (Y = 2) doit rencontrer :
e 1 succes S lors des 4 premiéres répétitions s'il se termine par S ;
e 2 succés S lors des 4 premiéres répétitions s'il se termine par E.
Le nombre de cheminsillustrant (Y = 2) est donc égal au nombre de chemins réalisant X = 1 ou X = 2 lors de 4 répétitions
(partie B), soit4 + 6 =10.
8 80

€ P(Y=2)=10X——=——
243 243

D. 1. Zprendlesvaleurs0, 1,2, ..., 10.

2 10

PZ=0) —(g)
1 10

PZ= 10):@

N2\
2. a. P(SSSSEEEEEE):(E) (5)

4,6
1 2
La probabilité d'une issue comportant 4 « succes » et 6 « échecs », quel qu'en soit I'ordre, est encore (gj (EJ .

b. Il manque de connaitre le nombre de chemins comportant4 S et 6 E.
4,6
¢ Pz=4=|" (1) (3)
4 )\3) \3

4 6
d. P(z=4)=210><(1j x(gj
3 3

=0,2276

Activité 2. Sur les chemins de la plage

1. Chacun de ces trois chemins conduisent au point L.

2. —> Est
1 1 1 1 1
A N
1 2 3 41S  5|M
2
1 3 6 10] L
Sud T
1 4 10
K
1 5
J
1




3. Nombre de chemins menant a L = Nombre de chemins menant a S + Nombre de chemins menantaT.
Explication : un chemin menant a L passe nécessairement par S ou par T (I'un des deux seulement). A partir de S ou
deT, il ne reste qu'une seule possibilité d’achever le parcours jusqu’en L.

4. a. [;] est le nombre de chemins comportant 2 S et 3 E. C'est le nombre de chemins menant de A a L. On lit (;] au

point L et donc [;J =10.

b. Sur les « obliques », ona:

(ol

(G
GG
(SN
(I
“ (-
()G

Activité 3. La planche de Galton

1. Case 0 cheminy conduisant : GGGG
La Case 0 est atteinte lorsque D est réalisée 0 fois.

Case1 cheminy conduisant: DGGG, GDGG, GGDG, GGGD.
Case 1 atteinte lorsque D est réalisée 1 fois.

Case2 cheminy conduisant: DDGG, DGDG, DGGD, GDDG, GDGD, GGDD.
Case 2 atteinte lorsque D est réalisée 2 fois.

Case 3 cheminy conduisant: DDDG, DDGD, DGDD, GDDD.
Case 3 atteinte lorsque D est réalisée 3 fois.

Case4 cheminy conduisant: DDDD
Case 4 atteinte lorsque D est réalisée 4 fois.

2. a. Le parcours d'une bille sur cette planche de Galton est un schéma de 4 épreuves de Bernoulli, ou I'épreuve

comporte les deux issues D (succés) et G (échec). Par définition, [:J est le nombre de chemins de I'arbre représentant

ce schéma de Bernoulli, qui réalisent k succés lors des 4 répétitions. C'est donc aussi le nombre de chemins (ou trajets)
de la bille comportant k passages a droite.

b. D’apres la question 1.ona:

BRI
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C. o (4J est le nombre de trajets de la bille comportant 1 seul passage a droite et donc menant a la case 1.

. [4] est le nombre de trajets de la bille comportant 3 passages a droite c'est-a-dire menant a la case 3.

Par symétrie de la planche de Galton, il existe autant de trajets conduisant a la case 1 qu’a la case 3. D'ou (ﬂ = [4J
d.  Par symétrie, le nombre de chemins conduisant a la case 0 ou a la case 5 est le méme; et c'est 1. D'ou [(5)] = [5] =1
o Par symétrie, le nombre de chemins conduisant a la case 1, ou a la case 4 est le méme ; on a donc déja [?j = [SJ
[5] estle nombre de chemins de longueur 5 comportant un seul D, et donc quatre G. Il en existe 5, autant que de facons
de positionner l'issue D dans I'écriture du chemin. D'ou [?] = [i] =5,

e Par symétrie, le nombre de chemins menant a la case 2, ou a la case 3, est le méme. On a donc (gj = [;J Mais (;J est

le nombre de chemins de longueur S comportant 2 D et donc 3 G. En dressant la liste exhaustive de ces chemins, on en
trouve 10. Une autre démarche consiste a dénombrer les chemins qui se terminent par D (et qui doivent donc comporter
un seul D lors des 4 premiéres étapes) et ceux qui se terminent par G (et qui doivent donc comporter deux D lors des

4 premiéres étapes). Cela représente en tout [‘1‘] + [;] =4+ 6 =10 chemins. D'ou [;] = [;j =10.
3. a. Xprend lesvaleurs0,1,2,3,4et5.

P(X=0) =P («la bille prend un chemin comportant 0 D ») =
P(X=1) =P («la bille prend un chemin comportant 1 D ») =
P(X =2) =P («labille prend un chemin comportant 2D ») =
P(X =3) =P («la bille prend un chemin comportant 3 D ») =
P(X =4) =P («la bille prend un chemin comportant4 D ») =
P(X=5) =P («la bille prend un chemin comportant 5 D ») =

Représentation graphique :
A

14

40
1
b. X prend les valeurs 0, 1, 2, ..., 40. Comme dans le cas n = 5, on a maintenant : P(X = k) = [4;(0}(2) .
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1
X suit la loi binomiale de paramétresn=40etp = —.

40
P(X=8)= [‘:’] G) ~ 6,99444 x 10-5

40
P(x =20)=| 40 (1j ~0,125370688
202

40

1

P(x=38)=| 40 (ﬁj ~7,09406 x 10-10
3812

Activité 4. Espérance de la loi binomiale
Sur un tableur

Voir la copie d'écran ci-dessous.

Sur une calculatrice et/ou un logiciel

Algorithme

VARIABLES : n, p, k, S nombres
ENTREES : saisir n, saisir p
INITIALISATION : s prend la valeur O
TRAITEMENT : Pour k de 1 a n Faire
S prend la valeur s + k x P(X = k) //
ou X suit la loi binomiale de
paramétres n et p
FinPour
SORTIE : Afficher s

Avec une calculatrice TI 83 Plus
PROGRAM: ACTIVITY
s InFut "H=".H
InFut. "P=".F
H+5

tForCK, 1.H2

: S+E*binomFdrECH»
F.ka+5

tEnd

Avec Xcas.fr

saisir(n);

saisir(p);

s:=0;

pour k de 1 jusqued n faire
s:=s+k*binomial (n, k,p);
fpour;

afficher(s):;

Activité 5. Echantillonnage

Avec une calculatrice Casio Graph 35 +

=s=====ACTIUI Td======
"N="73d

"P="23Pg

8+5

]
For 1+K To He
S+ExBinominal FDCE- ML F
a5y

Eext#

a4

Avec Scilab

In=input {"n=");
2p=input ("p=");
3s=0;

4 for k=1l:n

5 pr=bincmial (p,n);
6 s=s+k*prik+l);

7 end;

8dispis);

"

A. 1. La formule| =ENT(ALEA()+0,52) |renvoie le nombre 0 (quand ALEA() appartienta [0 ; 0,48[ et renvoie le nombre 1

(quand ALEA() appartient a [0,48; 1]).

Cette formule permet donc de simuler le triage aléatoire d’une personne dans la population, qui sera favorable a Z avec
la probabilité 0,52 (sortie du 1) ou non favorable a Z avec la probabilité 0,48 (sortie du 0).
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3. a. 99 tirage9s 1 1 0 0

100 tirage 89 0 0 0 1
101 tirage 100 0 0 1 0
102

103

104 nb de "1" 53 50 53 51
105 fréq de "1" 0,53 0,5 0,53 0,51
106

107 =NB.SI(B2:B101;1)

108
b. Les fréquences fluctuent d'un échantillon a l'autre.

4. a. Il suffit de renvoyer « vrai » lorsque la fréquence fournie par I'échantillon appartient a [0,42 ; 0,62], puis de compter
les « vrai ».

104|nb de "1" 9% a5 6 51 5 50 57
105 fréq de "1 YA 0,64 051 0,59 05 057
106 |

107 =NB.SI(B2B101;1)

108

108\ équdans? | VRAL T vRAI FAUX. VRAI VRAI vRAI vRAl

110

111|nb "VRAI o6 \’?ﬂ—r{ﬁll(ﬁlﬂﬂﬁﬂﬂ?;lﬂﬂﬁ 0,423, 0U(E105<0,62;R105-0,62)) I

112

Sur ces 100 échantillons, 96 d’entre eux fournissent une fréquence d'opinion favorable a Z.

b. En appuyant sur , on simule d'autres séries de 100 échantillons ou la fréquence des avis favorables a Z est
presque toujours supérieure a 0,95. On retrouve ici le résultat de seconde :

Dans une population ou la proportion d'électeurs favorables a Z est 0,52, la fréquence observée délecteurs favorables

a Z sur un échantillon aléatoire de taille 100 appartient a l'intervalle [0,52 \/— ;0,52 + \/—J avec une probabilité
au moins égale a 0,95.

Remarque : les conditions n = 25 et 0,2 < p < 0,8 sont bien satisfaites ici.

B. 1. a. Cette expérience consiste a répéter 100 fois, de facon indépendante, I'épreuve (de Bernoulli) suivante : « on
préléve au hasard une personne dans la population ».

Les deux issues de cette épreuve sont :

o La personne est favorable a Z (succés, de probabilité 0,52).

o La personne n'est pas favorable a Z (échec, de probabilité 0,48).

Cette expérience est donc bien un schéma de Bernoulli.

b. Lavariable aléatoire X qui compte le nombre de succes obtenus lors de la réalisation de ce schéma de Bernoulli suit,
selon le cours, la loi binomiale de parameétres n = 100 et p = 0,52.

2. a. b. Voir la copie d'écran ci-dessous :

LAFSIGE- 24

L56883E-23 =LOLBINOMIALE{AB; 1040, 52:FAUK)

£l 7 3, 73064E-22

A [ 5 o E E LR
1 K PiX=k] 1,
2 [ 1,33083E-32 Pix<az) 0,08 | =SOMME(B2:043) I
3 1 1,441 79E-30
4 2 LINNE-T Pla1<x<b3) :l.-aus" |=SOMME({B44:064) I
5 ] 2703627
3 4 ARTITE-26 PiE=62] am™ _@
7 5

6

On remarquera que P(42 < X < 62) s'écrit encore P(41 < X < 63) puisque X ne prend que des valeurs entiéres.

3.a. OnaF=——
100
b. P(X<42)=0,018 P(42 <X < 62)=0,965 etP(X>62)=0,017
deviennent
P(F <0,42)=0,018 P(0,42 <F < 0,62) =~ 0,965 etP(F>0,62)=0,017

On retrouve ici que la fréquence des personnes favorables a Z sur un échantillon de taille 100 a une probabilité au
moins égale a 0,95 de se trouver dans l'intervalle (de fluctuation) | =[0,42; 0,62].

4. Silafréquence observée surle sondage se situe en dehors de I'intervalle |, on peut rejeter I'affirmation de Monsieur Z.
Pourtant, le « hasard » permet a cette fréquence de se situer en dehors de | avec une probabilité égalea 1-0,962 =0,035.
Le risque pris de se tromper en rejetant I'affirmation de Z est donc de 3,5 %, qui est inférieur a 5 %.



TP1. Hasard et QCM

A. 1. a. «Répondre au hasard a une question du QCM» est une épreuve aléatoire comportant deux issues:
« la réponse est exacte » et « la réponse est inexacte ». Si l'on choisit pour succes, noté S, l'issue « la réponse est exacte »,

. . . . 1
on est en présence d'une épreuve de Bernoulli dont le parametre est p =P(S) = 7

b. La répétition, 10 fois, de facon indépendante, d'une méme épreuve de Bernoulli de paramétresn=10etp = N
2. a. X prend toutes les valeurs entiéres entre 1 et 11.

b. ¢ P(X=11) = P(SSS...S)
10 fois

)
4
e Pour1 <k=<10P(X=k) = P({(E,..., E, S)}) ou l'issue E « échec » se réalise k - 1 fois avant que n'intervienne le succés
S.llen résulte P(X = k) = (0,75)K1(0,25).

On peut observer que la loi de X n'est pas une loi binomiale. Cela était prévisible, puisque X ne compte pas les succes,
mais donne le rang du premier succés.

3. a. Ici, la note attribuée coincide avec le nombre de réponses exactes obtenues par le candidat. Y suit la loi binomiale
B (n;p)avecn=10etp=0,25.Les valeurs de P(Y = k) & 107 prés obtenues sur un tableur sont les suivantes :

notek | 0 | 1 | 2 3 | 4 5 |
P(Y=k) |0,056314 0,187712 0,281568 | 0,250282 | 0,145998 | 0,058399 |

6 | 7 | 8 9 | 10 | somme
0,016222  0,003090 | 0,000386 | 0,000029 | 0,000001 1

b. P(Y=10)=10"6

N

10
. P(Y>5)=Y P(Y=k) =0,08
k=5

d. La note la plus probable est 2, avec une probabilité supérieure a 0,28.
e. D’aprés une propriété du cours, E(Y) = np = 10 x 0,25 = 2,5. En moyenne, sur un grand nombre de QCM remplis au
hasard, le candidat obtiendrait 2,5.
4. a. Comme le nombre de réponses exactes est donné par Y, le nombre de réponses inexactes est 10 - VY.
La note obtenue avec le nouveau baréme est donc donnéepar Z=1xY-0,2(10-Y)
Z=12Y-2
b. P(Z<0) =P(1,2Y-2<0)
2
=P(Y<
( ] 2)

=P(Y=<1)

=P(Y=0)+P(Y=1)

~0,244
P(Z=5) =P(1,2Y-2=5)

7
=P(Y=
( 1,2)

=P(Y =6)
10

=Y P(Y=k)
k=6

~0,020

’

Remarque : le candidat a 4 fois moins de chances d'obtenir la moyenne avec ce bareme qu'avec le précédent !
¢ EZ) =E(1,2Y-2)
=12EY)-2=1
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En moyenne, sur un grand nombre de QCM, un candidat répondant au hasard obtiendrait 1 pour note, avec ce nouveau
baréme (contre 2,5 auparavant). L'objectif est pleinement atteint.

B. 1. Désignons par D événement : « le candidat obtient 10 » et par D son événement contraire.

Ona:P,=1-p(«aucun candidat n'obtient la note 10 ») c'est-a-dire P, =1-P ({(D D)})
longueur n

Les n candidats répondant au hasard a ce QCM, indépendamment les uns des autres, il en résulte :

P,=1-[PD)]" =1-(1-107%)"=1-0,999999"

2. En calculant P, pour n = 1, sur un tableur, on obtient :

n Pn

1 0,000001000
2 0,000002000

15 0,000015000

99 0,000098995
100 0,000099995
101 0,000100995
102 0,000101995

OnauradoncP, > 10" pourn = 101.

TP2. Aurez-vous votre place dans levol 714 ?

1. a. Lexpérience consiste a étudier les comportements de n acheteurs d’un billet sur le vol 714, en les supposant
indépendants. Pour un acheteur, deux issues sont possibles :

o |'acheteur se présente a 'embarquement avec une probabilité p = 0,96 ;

o |'acheteur ne s'y présente pas avec une probabilité 1 — p = 0,04.

On est donc en présence d'un schéma de Bernoulli de paramétres n et p = 0,96. La variable aléatoire X, qui donne le
nombre d’acheteurs se présentant a I'embarquement (c’est-a-dire qui compte le nombre de succés) suit la loi binomiale
de paramétres n et p = 0,96.

n

p 0,96% x 0,041k,

Ainsi, pour tout entier ktel que 0 < k< n, P(X, =k) =

b. On donne ci-dessous une amorce du tableau demandé.

n 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160
0 2,037E-210 §,148E-212 3,259E-213 1,304E-214 5,215E-216 2,086E-217 §8,2344E-219 3,337E-220 1,335E-221  5,34E-223  2,136E-224
1 7,33336-207) 2,953E-208 1,189E-209 4,787E-211 1,927E-212  7,76E-214 3,124E-215 1,258E-216 5,062E-218 2,038E-219 §,202E-221
2| 1,3112E-203 5,315E-205 2,154E-206 8,732E-208 3,539E-205 1,434E-210 5,81E-212 2,354E-213 9,537E-215 3,864E-216 1,565E-217
3| 1,5525E-200 6,336E-202 2,585E-203 1,055E-204 4,303E-206 1,755E-207 7,158E-209 2,919E-210 1,19E-211 4,853E-213 1,978E-214
4 1,3693E-197 5,626E-199 2,311E-200 9,493E-202 3,899E-203 1,601E-204 6,571E-206 2,697E-207 1,107E-208 4,542E-210 1,863E-211
5| 9,5958E-195  3,97E-196 1,642E-197 6,75E-199 2,807E-200  1,16E-201 4,795E-203 1,981E-204 §,183E-206 3,379E-207 1,355E-208
6 5,5656E-192 2,318E-193 9,655E-195 4,019E-196 1,673E-197 6,961E-199 2,896E-200 1,204E-201 5,008E-203 2,082E-204 8,651E-206
7 2,7478E-189 1,153E-190 4,833E-192 2,026E-193 8,489E-195 3,556E-196 1,489E-197 6,235E-199  2,61E-200 1,092E-201 4,568E-203
& 1,1788BE-186 4,979E-188 2,102E-189 8,873E-191 3,744E-192 1,579E-193 6,657E-195 2,8006E-196 1,182E-197 4,979E-199 2,057E-200
9 4,4638E-184 1,899E-185 8,073E-187 3,431E-188 1,458E-189  6,19E-191 2,627E-192 1,115E-193 4,729E-195 2,005E-196 8,493E-198

10| 1,5105E-181 6,471E-183 2,771E-184 1,186E-185 S5,072E-187 2,169E-188 9,269E-190  3,96E-191 1,691E-192 7,218E-194  3,08E-195

2. a. G,=200n-0,8x200(n-X,)
G,=40n+160 X,
b. E(X,) =0,96n
d'ou E(G,)=40n+160E(X,)
E(G,)=193,6n
c. On suppose que n = 150.
E(G;50) = 193,6 X 150 = 29 490 et E(X;50) = 0,96 X 150 = 144,

Dansce cas, lacompagnie peut espérer obtenir un chiffre d'affaires égal a 29 490 euros et voir se présenter 144 personnes
a l'embarquement.

Daprés le tableau, P(X;5, = 144) = 0,164 et on peut remarquer que P(X, 5, = k) prend sa valeur maximale lorsque k = 144.
Lorsque n =150, le cas ou 144 personnes sur les 150 se présentent a 'embarquement est le cas le plus probable.
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3. a. Onobtient:
n 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160
P(Xn>150) 0,000 0,002 0,015 0,053 0,132 0,254 0404 0,561 0,701 0,812 0,890
161 162 163 164 165 166 167 168 169 170
0,940 0,570 0,986 0,994 0,997 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000

b. P(X;g, > 150) =~ 0,890 ; P(X;70 > 150) ~ 1.

c. On cherche la plus grande valeur de n telle que P(X, > 150) < 0,25. D'aprés le tableau précédent, la valeur de n
cherchée est 154.

TP3. Méthode du poolage

A. 1. Pour un groupe H; de trois prélévements, le test de H; est négatif lorsque chacun des trois prélevements est
négatif. La probabilité que le prélevement d'un individu de cette population soit positif étant p par hypothese, elle est
donc égale a 1 - p pour qu'il soit négatif.

«H; est négatif » est 'événement correspondant au chemin de l'arbre suivant :

Prélévement 1 Prélévement2 Prélévement 3
1- 1- 1-
p N p N p
ou N est I'issue « négatif » pour un prélévement. Il en résulte que la probabilité que le test de H; soit négatif est bien
(1-p)>.

2. lly a 20 groupes qui se comportent indépendamment les uns des autres.

Un groupe peut avoir un test négatif avec la probabilité (1 - p)3 ou avoir un test positif avec la probabilité 1 - (1 - p)3.
X est la variable aléatoire donnant le nombre de groupes ayant un test négatif. X suit donc la loi binomiale de

paramétres 20 et (1 - p)3.

Ainsi, pour 0 < k < 20, P(X = k) = Z (1 -py[1-a-pP "

Par propriété, E(X) =20 (1 - p)3.
3. Le nombre total de tests effectués est la somme du nombre de tests effectués sur les groupes, soit 20, et du nombre
de tests effectués sur tous les prélevements des groupes dont le test s'est révélé positif.
Commeily a X groupes de test négatif, il y a donc 20 - X groupes de test positif. D'ou le nombre total de tests effectués :
T=20+3(20-X)=80-3X.
On en déduit E(T) = 80 — 3E(X)
soit E(T)=80-3x20(1-p)3
E(T)=80-60(1-p)3.
4, a. ET) <60 <80-60(1-p)3<60
<20-60(1-p)3=<0

<:>60E—(1—p)3}<0
©1-(1-pP=0
3
b. g(x)=% -(1-x)3pourxel0;1].

9’0 =-3(1-x2(-1=3(1-x?

X 0 1
g’ () + 0
1
/ 5
g 2
3

Comme g(0) <0, g(1) > 0 et g strictement croissante sur [0; 1], la courbe de g dont le tracé est « continu » traverse
exactement une fois I'axe des abscisses. L'équation g(x) = 0 admet donc une solution unique e sur [0; 1].
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En tabulant sur une calculatrice g (x) pour x variant de 0 a 1, avec un pas de 0,1, on obtient
g(0,3) = - 0,0097
g(0,4)=0,1173
et on en déduit 0,3 < < 0,4.
Une valeur approchée a 0,1 prés est donc 0,3 ou encore 0,4 (et une valeur approchée a 0,05 prés est 0,35).

c. La méthode du poolage est rentable si E(T) < 60 c'est-a-dire 5| —(1-p)*=<o.
D’aprés les résultats de la question b. cela équivautap < a.

Autrement dit, la méthode de Poolage est rentable lorsque la proportion de porteurs du parasite dans la population ne
dépasse pas 35 % environ.

B. 1. De méme que dans la partie A. X suit la loi binomiale de parametres N et(1-p).
n
2, T=N +n(ﬂ—X)
n n
T= N +N-nX
n
L N
D'ou E(T) =—+ N-nE(X)
n
=N +N—n(ﬂx(1—p)”)
n n
1
=N[1+——(1—p)"]
n
N
3. Comme N est donné et constant E(T) est minimal si et seulement si 1 + — — (1 — p)" est minimal.
n

1
4, « Pourp=0,1,0ncherche ntel que f(n)=1+—-0,9" est minimal.
n

Sur une calculatrice, on peut visualiser la courbe de f :

r=1+1 -0

L

n=E9°FHLIE W= EREFEHEY

On peut aussi tabuler f(n) pour n entier :

= N
1 1.1
z G
3 BONEE
y |G
£ BNBEL
B G3EEE
7 BEHER

=

Lorsque p = 0,1, E(T) est minimale lorsque n = 4.

1
e Pour p =0,01, on cherche n tel que g(n) =1 +—-0,99" est minimal.
n

A l'aide d’une calculatrice ou d'un tableur, on obtient que E(T) est minimale lorsque n = 11.

1

e Pour p=0,001, on cherche n tel que h(n) =1 +—-0,999" est minimal.
n

E(T) est minimale lorsque n = 32.



Le poolage est rentable si 'on a E(T) < N.
e Pourp=0,1etn=4,

1
E(T) =N + 2 0,94 =0,5939 N.
On a bien E(T) < N.
e Pourp=001etn=11,
1
E(M) =N + o 0,99") = 0,1956 N.
On a bien E(T) < N.
e Pourp=0,001etn=32,
EM=N( + 3i2 ~0,999%2) = 0,0628 N.

On aencore E(T) < N.

TP4. Affaire Castaneda contre Partida

1. On suppose que les 870 jurés sont tirés au hasard dans la population. La taille de la population est suffisamment
grande pour assimiler ces tirages a des tirages avec remise. pour chaque juré, la probabilité qu'il soit américain mexicain
estp=0,791.

Dans ce contexte, la variable aléatoire X qui donne le nombre de jurés américains mexicains figurant parmi les 870 jurés
suit la loi binomiale B (870;0,791).

2. Sous I'hypothese de tirage au hasard des 870 jurés, le nombre attendu de jurés américains mexicains est donné par
E(X) =870 % 0,791 = 688.

3. o(X)= \/870 x0,791x 0,209 = 11,99
Le nombre attendu de jurés américains mexicains est 688, alors que le nombre observé est 339. La différence est égale
a 349, soit environ 29 écart types.

Cette différence étant, de loin, tres supérieure a 2 ou 3 écart types, on est en droit de s'étonner du nombre observé de
jurés d'origine mexicaine.

4. P(X =339) = [zg] % 0,791339 % 0,20953"

=3,5x10714
La probabilité que le hasard ait amené 339 jurés américains mexicains parmi les 870 jurés supposés tirés au hasard est

1
effectivement voisine de ———.
10144

5. Non, on ne peut que douter que la constitution du jury ait résulté du seul hasard, compte tenu de I'écart tres
important entre le nombre de jurés mexicains attendu et observé et de la probabilité proche de 0 que le hasard ait
produit cela.

TP5. Intervalle de fluctuation

A [ G o E E G H !
1 n= 16 afn= 10,0625 —

d_p- o bne ases . [HBCCIOSOT]

:

4 k Plre=k)  recherchera rechercher b

3 0 0003323293 ‘_,.--" =KI[$A5 1 =Af; L OLRINOMLALF(AR; $851;$053;1);0)

3 1 D02e111558 A

7 2 009930 - 2

8 3 oesmsend 3 _// SUBLOZ0025:AL0;"") I

£l 4 049900412 ] o

10 5 0689782826 s‘,/

1n 6 OHIe686ET1 ) —

12 T 092564848 7 e

1 & 097ammar 8 T

pil 9 0,992870478 9 9 Note : les trois derniéres formules révélées ci-dessus
15 10 0,55843168 1w 10 |ont été recopiées de la ligne 5 4 la ligne 1005
15 1M 09997 1 1

17 120999966399 2 12

11 11 09999903 1 13

13 10 09999998 1 1

0 15 099999999 15 1

n " 1 1 1

2] 1w 0
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TP6. Inquiétude a Woburn

1. a. Un garcon de Woburn recensé en 1970 appartient a la population des garcons des Etats-Unis, ol la population
de leucémies est p = 0,00052.

Or dans cette population, si on préléve un échantillon de 5 969 individus (prélevement que l'on peut considérer avec
remise compte tenu de la taille de la population des Etats-Unis trés grande en regard de celle de Iéchantillon), on
réalise un schéma de Bernoulli de parameétres n =5 969 et p = 0,0052.

Les calculs que I'on fera dans ce modéle seront a confronter a la réalité.

b. La variable aléatoire X donnant le nombre de leucémies déclarées dans I'échantillon prélevé suit la loi binomiale
B (5969 ; 0,00052).

c. Alaide d’un tableur, on cherche les plus petits entiers a et b tels que P(X < a) > 0,025 et P(X < b) = 0,975.

RS- — —— e —po———
PX==k)
0.04484 a=0
0,18408
040026
052397 |
079756 =LOI EINOMIALE(46,5969,0,00052;1
057 ~ T 000521) |
056102
0,98572 b=7
059529

i5|o|m|u|mlu\|¢ w|n.||.-
00 =@ th B Lk = o |

Lintervalle de fluctuation de F :é au seuil de 95 % est alors [%7 %} = [59069 59769} =[0;0,00117]

d. Lafréquence des leucémies chez les garcons de Woburn est en réalité égale a 0,00151. Elle n'appartient donc pas a
l'intervalle de fluctuation de F. On peut considérer I'écart significatif et rejeter I'hypotheése selon laquelle le hasard seul
aurait conduit a cette fréquence observée de leucémies chez les garcons de Woburn.

En rejetant cette hypothése, on assume un risque égal a 5 % de se tromper.

L'avis donné pourrait étre :

«Au risque 5 % de se tromper, la fréquence des leucémies a Woburn chez les gargons est anormalement élevée et la
cause doit étre recherchée ».

2.  En procédant de méme chez les filles, on obtient :

S y— —r— —y———
P(X==kK)
011120 a=0
035549

052377 [1 =L01 BINOMIALE{26,5779,0 00038; 1)

082016
092797
0.97530 h=5
099262

I”|”|‘"|‘"I“|”l”|“
O =W b= 2|

Lintervalle de fluctuation de F au seuil de 95 %, est ici : [57079 57579] =[0;0,00087]

La fréquence des leucémies observée chez les filles de Woburn est 0,00052.

Elle appartient a l'intervalle de fluctuation de F.

L'avis donné peut étre que l'écart entre la fréquence des leucémies chez les filles 8 Woburn et aux Etats-Unis n'est pas
significatif.

Il n'y a donc pas lieu de considérer que la fréquence des leucémies chez les filles de Woburn est « anormale ».

e Pour la totalité des enfants, on obtient :

[ [y

P(x<=k)
0,00505
0.03178 a=1
0,10245
022701
039167
056579 =L0I BINOMIALE(#8; 117480 00045,1) |
7 053508
8 091163
E] 095659
10
1

e b = O

.[,

-
o

s
|

096035 b= 10
099176

|BN

1 10

Lintervalle de fluctuation au seuil de 95 % est cette fois : L 1748 i 1 1748} = [0'000085; 0,00085 ] .



La fréquence observée sur I'ensemble des enfants, soit 0,00102, n‘appartient pas a cet intervalle.
Comme pour les gargons seuls, I'avis pourra étre : « I'écart est significatif et au risque d'erreur 5 % on considere que la
fréquence des leucémies chez enfants de Woburn est” anormale “ ».

TP7. Mesure de radioactivité

1. La copie d'écran ci-dessous montre le début de la plage donnant 100 comptages des coups de bruit de fond pendant
1 000 centiémes de seconde (soit 10 secondes).

A B C D | E|F |G
n® comptage 2 3 4 5
6 |centiéme de seconde 1 0 0 0 0

1
0
7 |centizme de seconde 2 o"_0 0 0 0
_8 |centiéme de seconde 3 D
9| 0
0
0

3|

centiéme de seconde 4 0 0 0 0
|centiéme de seconde 5 0 0 0 0

—=3
11 |centiéme de seconde 6 0 1 0 1

ODDDHDU’!

2. Sur la copie d’écran ci-dessous, la moyenne des 100 comptages est 30,85.

| A J B WRCH O | E | F |G | H|
‘moyenne 100 comptages 30,85

/nombre de coups % 25 35 26 37 2B 4
| n* comptage 1 2 3 4 5

centiéme de seconde 1 Q a a o

centieme de seconde 2
‘centiéme de seconde 3
centieme de seconde 4

w e |~ o o | [N
mo oo wi

6
o
[FenoRa0ross ] 0
1 - - - o
o

0 0 0 o

o o o0

D’autres simulations obtenues en appuyant sur la touche donnent des moyennes proches de 30.

3. On peut déterminer a I'aide du tableur le nombre de comptages supérieurs ou égaux a 37.

[nbre de com ptages>=37 _ : 11 =NB.SI(BA:CW4;">=37")
27 36 35 4 02 33 30 35 2 31
2 3 4 3 6 7 &8 9 10 11 12
¢ © o o o © ©© ©o o 0 0

Enappuyantsurlatouche onobtient11,13,10,10,9,15, 14, ... Non, un comptage supérieur ou égal a 37 nest pas exceptionnel.

4. Le comptage de bruits de fond pendant 1 000 centiemes de seconde consiste a compter combien de fois apparait
un bruit de fond lors des 1 000 périodes successives et indépendantes de 1 centieme de seconde. On sait que lors d'une
telle période, un bruit de fond se produit avec une probabilité p = 0,03.
On est donc en présence d'un schéma de Bernoulli de parametres n= 1000 et p = 0,03. La variable aléatoire X qui
compte le nombre de bruits de fond pendant 1 000 périodes suit la loi binomiale B (1 000 ; 0,03).

k 1 2 3 4 5 35 36 37 38 39 40
5, P(¥<=k) | 1,89E-12| 3,01E-11 3,21E-10] 2,56E-09 1,64E-08 .. 0,845076 0,883823| 0,914239 0,938079| 0,956266 0,969779
6. a. Le plus petit N tel que P(X < N) > 0,95 est 39. On considere donc qu'il y a radioactivité a partir d'un comptage de
40 coups.

b. Enrevenantaux simulations, on détermine avec le tableur combien de comptages, sur les 100 réalisés, sontinférieurs
ou égaux a 39.

[nbre de comptages <=39 | : o7 [ [=MBSK(Ba:CW4;"<=39") |
26 30 26 32 28 32 30 29 33 25 19 30

En appuyant sur la touche , on obtient successivement 97 (voir la copie d'écran), 93, 98, 94, 95, 98, 94, ...

On vérifie ainsi concrétement qu'environ 95 % des comptages sont inférieurs ou égaux a 39.

c. 95 % environ des comptages sont inférieurs ou égaux a 39. Un comptage de 37 n'est donc pas « significatif ».
D’ailleurs, d'apres I'énoncé, on considére qu'il y a radioactivité a partir de 40 coups.

d. D'aprés la question 5, P(X>40)=1-P(X < 40) = 1 -0,9698 = 0,0302.

Dans la modélisation des comptages de bruit de fond, par la loi binomiale, 3 % environ des comptages sont supérieurs
a 40. Or ces comptages seront considérés radioactifs d'apres le critére retenu.

On commet donc une erreur d'application dans 3 % des cas environ.

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage /173
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EXERCICES

@A=1;X=1 oux:%.
@Oui

@ Non, on peut avoir :
X

3
[
(%) + 0 -

f'(x) +

f admet un maximum en - 2 et donc f(- 4) < f(- 2).

(5 [Ugy=Uy+50r=2+50n

(61 +3+5+...+99=%(1 +99) = 4950

1-210
@1 +2+22+...+29=1><ﬁ=21°—1

=1023
11 1
8 cos—ﬂ=cos(47r—£]=cos£=f
3 3 2 2

. Vs V& .
sin— — =sin|2r —— |=sin— =
4 4 4

N‘ﬁ

cos13n =cosm =—1

(9 (x-22+@y+12=16

(10 (x-1)2+(y+3)2=10
D'ou le centre Q (1; - 3).
@M(—2;1)e‘6@(—2)2+12—%(—2)+§(1)+C=0

_20
3

= C=
12/ D;: x+2y-1=0et D,: ax-y+3=0 ont pour

. —=2] —[1
vecteurs directeurs u, etu,| |
1 a

D11 D2 équivautau,-u, = 0
c'est-a-dire-2+a=0
D'oua=2.

(13[uv=13

Le joueur gagne 1 € avec la probabilité 0,6 et perd
2 € avec la probabilité 0,3.

Cela sous-entend que le joueur ne gagne, ni ne perd
rien (gain nul) avec la probabilité 0,1.

Cette expérience a donc 3 issues. Ce n'est pas une
épreuve de Bernoulli et la loi du gain X donnée par :

k -2 0 1
P(X=k) 03 0,1 06

n'est pas une loi de Bernoulli.

@ 1. a. Lexpérience consiste a lancer un dé équili-
bré et a observer si un multiple de 3 sort. Si l'on consi-
dére les issues M, « obtenir un multiple de 3 » et M, son
contraire, il s'agit d'une épreuve de Bernoulli, dont le
modeéle de probabilité est :

issue M| M,
probabilité ! 2
3 3

b. En effet p(M,) = p({3; 6}) = % = % = 0,333.

2. a. Onrépete 4 fois, de facon indépendante, I'épreuve
de Bernoulli précédente. Il s'agit d'un schéma de

. N 1
Bernoulli de parameétresn=4etp = 3

v
Ces chemins réalisent M,

=
WI




L'’événement M, est représenté par 6 chemins de l'arbre.
La probabilité de chaque chemin est
1.1.2.2 4

XXX Z=—
3 3 3 3 81

D'ou p(M,) = 6 x 4

81
En conclusion, on obtient plus facilement un multiple
de 3 en un lancer que deux multiples de 3 en quatre
lancers.

1. [?J est le nombre de chemins réalisant 1

succés S dans l'arbre représentant un schéma de 6
épreuves de Bernoulli.

= 8 = 0,296.
27

Il existe 6 chemins comportant un seul succés, codés
par:

SSSSSS, SSSSSS, SSSSSS, SSSSSS, SSSSSS, SSSSSS.

Dot [6] — 6.
1
7\ (6) (6

2. Par propriété, ona: = + =6+15=21.
2 1 2

‘s 17107 1_(7)_
3. Par propriété,ona: [5] = (7 B 5] = (2] =21.

1]

- RE =
A= J | N T ] ] I I

1 L] L 1 i i 4 * L L] L] el L] i [!

| - T L] .Y ol ) 1 Tt AIE T amme wETRR TR AT e L
I 1] [} L] Ll [} [ i i L] ™~ Ll L] n B

[T prd 0 it e TN PR R TR TN NI G S W n

[123 = ng Il sagit des plus grands « k parmi 25 ».

1.a.

nb PILE 0 1 2 3 4
nb FACE | 5 4 3 2 1 0
abscisse [-5|-3[-1]| 1 3

b. Le promeneur se retrouve au point d'abscisse 1
lorsque l'expérience consistant a lancer 5 fois la piece
équilibrée, de facon indépendante, réalise I'événement
«obtenir 3 PILE ».
Dans l'arbre représentant ce schéma de Bernoulli, le
nombre de chemins réalisant «3 PILE» est égal a
>1=10.
3
2. a. Par un tableau semblable au précédent, on
obtient les abscisses suivantes:-10,-8,-6,-4,-2,0,
2,4,6,8,10 quicorrespondent dans cet ordre a « obtenir
k PILE » pour k variant de 0 a 10.

Les nombres de promenades conduisant a ces points
coincident avec les nombres de chemins de I'arbre qui
réalisent « obtenir k PILE ».

Ce sont donc successivement et dans l'ordre des

abscisses : 10 , 10 , 10 e 10 dont les valeurs
0 1 2 10

sont données dans le tableau ci-dessous.

=] s AE = |-:'l'\-o- m-.'l_|1:

A B]C|lO]|E]F]G]|H L L
1 K EEEEF AN SN Ay e NE ]
kpanmi 10 1 W | 45 w0 200 | 25 0 naow1

o e
s o
54=(gj+[j]+(g]+[g]+(jj=1+4+6+4+1=16

R HEHEHEHEHEH

)L

HabRH
SBH
@(;‘Hﬂ[

En substituant

4).(5 41,5 . R
a et a , tous égaux a 1,

0
on obtient :
s~ o)+ (1) (-G 12)
0 1 2 3 4

S;=25,

n+1 n+1
3.a Sn+1 - 2[ k ]

k=0

D'apres Py, [n; 1] = [krl 1] + [ZJ pourtoutk,1 <k=n.

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage
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1. Unforage conduit a une nappe de pétrole (suc-

cés) avec la probabilité 0,1 ou a un échec avec la proba-

bilité 0,9. C'est une épreuve de Bernoulli.

2. a. Sil'on suppose les 9 forages indépendants les uns

des autres, il s'agit d'un schéma de Bernoulli de

paramétren=9etp=0,1.

b. P(obtenir au moins un succés)=1 - P(n'obtenir

aucun succes).

Dans l'arbre représentant ce schéma de Bernoulli, il

n'existe qu'un chemin réalisant « obteniraucun succes ».

On peut le coder SSSSS5SSS et sa probabilité est

P(« obtenir 0 succés ») = (0,9)°

D'ou P(« obtenir au moins un succés ») =1-0,9?
~0,613.

3. a. X qui compte les succés dans ce schéma de

Bernoulli suit la loi binomiale B (9; 0,1).

Pour 0 < k < 9,P(X = k) = (i] % 0,18 % 0,99k,

* L ] [] ] ] ] ] ] [] T [] []
PRkl BT AT BATE RN WEET RN R hae | eas | e

T T NCIE T |
A [ i i 1 ] i [ T W "
| B | PR RO BET AT | 08ES WABNT | G800 0Sed  aeen | A0m 4

i 5 oL DL DPRCARAL T R 1 |
Le calcul de P(X = k) peut étre obtenu sans ou avec la
formule LOL.BINOMIALE().
c. EX)=np=9%x0,1=09
En moyenne, sur un grand nombre de répétitions de
9 forages, on peut s'attendre a avoir prés d'un « forage
gagnant ».

T

@ L'observation de 1 000 résistances peut étre consi-
dérée comme l'observation d'une résistance, répétée
1000 fois de facon indépendante, ayant pour issues le
succes S « la résistance est défectueuse » et I'échec S« la
résistance n'est pas défectueuse ».

Remarque :le succésestlissuealaquelleons’intéresse ;
il n'est pas nécessairement positif ou favorable !

Dans ce schéma de Bernoulli de parametres n= 1000
et p=5x1073, la variable aléatoire X, qui compte le
nombre de succes, suit la loi binomiale :

B(1000;5x 1073).

1.a. P(X=2) = [1 0200](5 x 1073 (1-5x1073)*

=~ 0.0839

b. PX<2) =P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)

=0,1240
¢ PX=2) =1-P(X<2)

=1-P(X=0)-P(X=1)

= 0,9599
Remarque : les résultats ont été obtenus sur un tableau.
Voir ci-dessous.

A B < K E
{ ] [ ] ] 2 3
] =k} B OoET 2,015 ] o, H0x
] Ppe=T) 8 D0ET 30401 e k)
4 Ppo=n w" .
: |-|u|.m.t1m.-imqmﬂi I - ""\-\._‘_
T |-w'mn}|.:|'nr.-'|:m6?n'm:|| 1 CIE=] ¥ 'I
R

2. EX)=np=1000x5x103=5
Dans un lot de 1 000 résistances, on peut s'attendre en
moyenne a 5 résistances défectueuses.

@ Le joueur A peut jouer entre 1 et 6 matchs selon la
qualification ou non de son équipe lors des 32¢, 16¢, 8¢,
quart, demi.

On considére que les matchs sont joués indépendamment
les uns des autres.

Un arbre (au moins mental ou simplifié) peut aider a
illustrer la situation, en codant par V une victoire et D
une défaite :

Soit X le nombre de matchs joués.

P(X=T)= P(D)=%

2 1 2
P(X=2)=P(VD)= I x - ==
2 1 4
P(X—3)—P(WD)—(§j xs=o
2 1 8
P(x_4)_P(WVD)_(§j X3=a
4
P(X:s):P(WWD):(Z) w116
3) 73 243
27 32
P(X—6)—P(VVWV)—(§j =

X ne suit pas la loi binomiale.

Mise en garde : Ce n'est pas parce qu'un match a deux
issues : Victoire et Défaite, et qu'on répete ce match un
certain nombre de fois qu'on doit « foncer » sur la loi
binomiale.



@ 1. Lexpérience consiste a interroger au hasard n
fois un éléve de facon indépendante. Pour chaque
tirage au hasard, il y a deux issues : «fille » et « gar¢on »

2 1
de probabilités respectives 3 et 3
Il sagit d’'un schéma de Bernoulli et si on prend pour

2
succes l'issue « fille », X suit la loi binomiale B (n; 3
2. lci,n=10.

4,5
P(X=4) = (T]@j G) ~0,05690

P(X=4) =1-P(X < 4)
=1-P(X = 0)—P(X = 1)+ P(X = 2) + P(X = 3)

3 k 7 4\10-k
2 1
=1-Y (1 OJ() (’j ~0,98034
S\ k\3) 2
On peut aussi utiliser sur le tableur :

Pour P(X = 4)
| = loi.binomiale (4;10;2/5; O)I

Pour P(X = 4) =1 - P(X < 3)
| = loi.binomiale (3;10;%/5; 1)]

Voir la copie d'écran ci-dessous :

. L .- i3 - . I. - £ - F - ' .1 1 - .I

a 1 ]
l‘l! DR PR E TR
o RO

B e B R )

| Pj=n) | aase
Ip{e=d] 83800

T LI

=] umn“t_' =1l ]

3. Ici n est quelconque, et on recherche a partir de
quelle valeur nyde nonaP(X=0)<0,001.Or

P(X=0)=P({G G G,...,G)})
longueur n
=[PG)] = G) et G) <1073 & 37 > 1000

Comme la suite (3") est croissante, comme 36 =729 et
37 =2187, la condition 37 > 1 000 équivautan = 7.
Conclusion : il faut considérer l'interrogation d'un éléve
sur 7 jours consécutifs, au moins, pour que la probabilité
de n'interroger aucune fille soit inférieure a 0,001.

Le lancer, 10 fois de suite, d'une piéce de monnaie
bien équilibrée est un schéma de Bernoulli ou FACE est

le succés, de probabilité %

Si X est la variable aléatoire qui donne le nombre de
FACE obtenus, X suit la loi binomiale B|{10; 1

10)(1 10 1 0 1
P(sz):(mJ(z] (5) =50

Le gain du joueur, prenant en compte la mise, définit
une variable aléatoire Y dont la loi est :

k -8 5000
1 1
PY=K) | 1= 7T
B 1 1
1. E(Y) =8| 1-55|+5000x 5
E(Y)=—3,11

Ce jeu nest pas équitable car un joueur perd en
moyenne plus de 3 euros pas partie. On ne jouera a ce
jeu que si on aime le gout du risque, car si on peut
gagner 5 000 €a ce jeu (avec une trés faible probabilité),
il fait comprendre, gu'’en moyenne sur un grand nombre
de parties on serait perdant a ce jeu.

2. Avec une mise de 4 €, la loi de probabilité du gain
algébrique Z du joueur serait :

k -4 5000

1 1

P=h) | 1-555 7T
EZ) =—4[1-— !
(2) == 4{1- 55 |+ 5000 i

= 0,887
En jouant un grand nombre de fois a ce jeu, un joueur

[] 1 o | pY . 7
M:m u;m i Basiet et 6 ioers anarss 9@gne en moyenne prés de 89 centimes d'euro par

e s |DmOEMERaza | partie !

L'organisateur ne devrait pas tarder a étre en difficulté
et il ne maintiendra ce jeu que s'il en revoit les régles...
3. Simestla mise a ce jeu, la loi de probabilité du gain
algébrique T est donnée par :

k -m 5000
1 1
PA= | =55 | S
E(T) = ! 000 !
( )——m 1—2170 +5 Xz'lio
_m+5000  5000-1023m
1024 1024
E(T) = _ 5000
© 1023
& m= 4,89

En fixant la mise a 4,89 euros, l'espérance de gain du
joueur est nulle et le jeu est équitable.

@ Les neuf parties ou A et B s'affrontent, représen-
tent un schéma de Bernoulli de parameétres n=9 et
p = 0,4, sil'on prend pour succés « B gagne la partie ».
Remarque : X donnant le nombre de parties gagnées
par B, le choix du succés «B gagne » plutét que « A
gagne » est judicieux.

1. Xsuit la loi binomiale B (9; 0,4).

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage
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2. P(Bgagneletournoi) =P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)
9
+P(X=8)+P(X=9)= [i](0,4)k(0,6)9" = 0,267
k=5
26 | 1. Sur un tableur, on obtient les diagrammes en
batons de la loi binomiale B (50; p) pour p=0,1;
p=03;p=05;p=0,7;p=0,9.
2. SiXsuitlaloiB (50;p):
ona V(X)=50p(1-p)
V(X) = - 50p2 + 50p
La fonction f : p — — 50p% + 50p a pour variations

1
La variance V(X) est maximale lorsque p = 5 et diminue
1
lorsque p séloigne de 5

L'écart type de X est G(X) =+/V(x) or la fonction Jf
varie de la méme fagon que la fonction positive f.

p 0

1
2
2
JF ///’JE\\\\
0 0
3. On peut vérifier cela sur les représentations
graphiques de la question 1 :

la série est d'autant plus dispersée que p est voisin de 5

De plus, on observe que la courbe représentant la loi de
probabilité B (50; p) est d'autant plus centrée et

1
symétrique que p est proche de 5

27 | Soit X la variable qui compte le nombre de 6 obte-
nus sur n lancers.

On cherche a avoir P(X=5)>0,9 ou X suit la loi
binomiale de paramétres n et 16.

CommeP(X = 5)=1-P(X < 4),on peut écrire'algorithme
suivant:

VARIABLES : n nombre
INITIALISATION : n prend la valeur 5
TRAITEMENT :

Tant que 1 - P(X < 4) < 0,9 faire/ou X suit

la loi binomiale
n prend la valeur n+1

Fintantque

SORTIES : Afficher n

178

En programmant cet algorithme (ou en utilisant un
tableur), on obtient n = 46.

Programme TI 83 Plus

FEOGRAM: CHREXRZTY
= _}H

5

thile 1-binomFE
EriM,1-6:4220.9
tH+1+H

: Erid

tDisFr H

Programme Casio Graph 35 +
======H9E®X2?T ======

While 1-BinominalChod
M. 1+622H, 94

H+1+H

Hh1leEnd#

Programme Xcasfr

mi=5;
|tantque 1
|ns=n+l;
|Etantgue;
|aEficher (n) :;

n46
|Evaluation time: 0.531

binomial edfin,1/6,4]<=0.% faire

Avec Scilab

" ey
5

gwhile cdfbin

n=n+l;

L B

28 | 1. On demande la valeur de p puis on crée une
variable x qui prend la valeur 0 avec la probabilité 1 -p
et la valeur 1 avec la probabilité p :

VARIABLES : p, X nombres
ENTREE : saisir p
TRAITEMENT :

x prend la valeur Ent(alea()+p) // Ent
désigne la partie entiére et alea() un tirage
d'un nombre pseudo-aléatoire entre 0 et 1
SORTIES : Afficher x

2. a. Il faut répéter l'expérience n fois apres avoir
demandé la valeur de n, et créer un compteur X pour
compter le nombre de succés. Pour compter le nombre
de succes, il suffit d’'ajouter les valeurs de x obtenues
lors de la boucle puisque x vaut 1 pour un succes et 0
pour un échec.



VARIABLES : n, p, X, X, k nombres
ENTREE : Saisir p
Saisir n
INITIALISATION : X prend la valeur O
TRAITEMENT : Pourkde 1an
x prend la valeur Ent(alea()+p)
X prend la valeur X + x
FinPour
SORTIES : Afficher X

b. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com

3. Il faut donc répéter le schéma de Bernoulli N fois et
obtenir la somme des valeurs prises par X pour obtenir
la moyenne m en divisant cette somme par N.

VARIABLES : N, n, p, x, X, k nombres
ENTREES : Saisir p
Saisirn
Saisir N
INITIALISATION : M prend la valeur 0
TRAITEMENT : Pour jde 1a N
X prend la valeur 0
Pourkde1an
x prend lavaleur Ent(alea()+p)
X prend la valeur X + x
FinPour
M prend la valeur M + X

FinPour
m=M/N
SORTIES : Afficher m

Quand N devient grand, la moyenne affichée est trés
proche de l'espérance de la loi B (n ; p) soit np.
Programmes : voir sur le site www.didiermathx.com

1. La rencontre des 6 feux tricolores non synchro-
nisés, donc fonctionnant indépendamment les uns des
autres, constitue un schéma de Bernoulli de paramétres

2 \
n==6 et p=—, lorsquon prend pour succes « le feu est

vert ».

X suitdonclaloiB (6 ; 3

2. a. Le temps mis par I'éléve pour se rendre au lycée
sans étre ralenti par les feux est t = — = 3 =0,2 h soit
12 minutes. v
S'il rencontre X feux verts et donc 6 — X feux oranges ou
rouges, l'éleve mettra (6 -X)x1,5=9-1,5X minutes
de plus.
Onadonc T=12+(9-1,5X)

T=21-15X

b. E(T)=21-1,5E(X)
Or, X suivant la loi binomiale

B(6;Ej,onaE(X)=6><£=4.
3 3

D'ou E(T) = 15.
En moyenne, sur ce parcours, I'éléve mettra 15 minutes
pour se rendre au lycée.

3. a. En partant 17 minutes avant le début des cours,
I'éléve peut espérer arriver 2 minutes en avance.

Autrement dit, sur un grand nombre de jours de lycée,
I'éleve aura en moyenne 2 minutes d’avance.
b. Léléve arrive en retard lorsque T > 17.
OrP(T>17) =P(21-1,5X > 17)

=P(1,5X < 4)

=P(X<2)
La calculatrice ou le tableur donne P(X<2)=0,1 et
doncP(T>17)= 0,1.

L'étude de I'existence ou non d'un controle lors de
40 trajets peut se modéliser par un schéma de Bernoulli
ou le succes « un contréle a lieu » a pour probabilité p.
Le nombre de contrbles, subis par Théo lors de ses
40 trajets définit une variable aléatoire X qui suit la loi
binomiale B (40 ; p).

1. p=0,05

a. P(X<2) =P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)

2
-y (‘;(OJ(o,os)k(o,95)4°k

k=0

= 0,6767
b. Surles 40 trajets, si X désigne le nombre de contréles,
40 - X désigne le nombre de trajets sans controle.
Comme Théo fraude a chaque trajet, le gain algébrique
qu'il réalise est donné par Z=10(40 - X) - 100X soit
Z=400-110X.
E(Z) = 400 - 110E(X)
orE(X)=np=40x0,05=2
d'ol E(Z) =400 - 220 = 180.
2. a. Enfraudant systématiquement sur 40 trajets, Théo
réalise un gain moyen de 180 euros.
La fraude systématique est donc favorable a Théo.
b. Sip estla probabilité que Théo soit contrélé lors d'un
trajet, X suit la loi binomiale B (40 ; p) et donc E(X) = 40p.
Comme Z =400 - 110X
on en déduit E(Z) = 400 - 110E(X).
E(Z) = 400 - 4 400p
La fraude systématique est défavorable pour Théo sion
a:E@2)<o0.
C'est-a-dire 400(1-11p) < 0

. 1
soit encore p > T

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage
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En conclusion, si la probabilité d'étre controélé lors d’'un

. - L R
trajet est supérieure a —, alors la fraude systématique

est défavorable au tricheur.

a b
@ 1. Lintervalle cherché est [f; f} avec n=100, a
nn

et b plus petits entiers tels que P(X=<a)>0,025 et
P(X=b)=0,975.

Dans la table fournie on recueille a = 66 et b = 83.

D'ou l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la
fréquence des personnes fidéles a « Clovis » :
1=1[0,66;0,83].

2. Lafréquence observée sur cet échantillon n‘appartient
pas a l. Cela peut inciter le directeur de marketing a rejeter
I'hypothése selon laquelle 75 % des clients sont satisfaits
de la marque, avec un risque de se tromper de 5 %.

32 | Voir corrigé dans le manuel éleves page 349.

@ VARIABLES : n, p, a, b, k, nombres
ENTREE : Saisir n ; Saisir p
INITIALISATION : k prend la valeur 1
TRAITEMENT et SORTIES :

Tantque P(X < k) =< 0.025 faire
| k prend la valeur k + 1

Fintantque

a prend a valeur k/n

Afficher («a=»),a

Tantque P(X < k) < 0,975 faire
| k prend la valeur k + 1

Fintantque

b prend la valeur k/n

Afficher (« b=»), b

Programme Casio Graph 35 +

======H9E®X33 ======
"h=" 23R

"P="23Pd

LR e

While BinominalCDCKsHN
- Pr£B, B25¢
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Autres programmes : voir fichiers sur le site www.
didiermathx.com

34 | Prenons par exemple n = 35.

Sous I'hypothése d'une proportion de gauchers égale a
12%, le nombre X de gauchers figurant dans un
échantillon de taille 35 prélevé au hasard dans la
population mondiale suit la loi binomiale B (35;0,12).

Lintervalle de fluctuation au seuil de 95% de la

X . .
fréquenceF = Is sur un échantillon de taille 35 est alors

a b . .
—;— | avec a et b, les plus petits entiers tels que
35 35

P(X <a) > 0,025 et P(X < b) = 0,975.

k P{X<=k)

0 0,011400
1 0,065807
2 0,191934
3 0.381125
4 0,587514
5 0,762007
f 0,880979
7 0,948191
8 0.980269
g 0,993352
] 0,998045

Dans cet extrait de tableau, on peut relever a=1 et
b=38, dou lintervalle de fluctuation a 95% de la
fréquence de « gaucher » sur un échantillon de taille 35 :
I= [i; 3} =1[0,0286; 0,2286]

35 35
Remarque : Cette démarche est adaptée au cas n =35. 1l
s'agit bien slr de l'adapter avec la valeur de n qui
correspond a l'effectif réel de la classe.
2. Tout dépend, bien sar, du nombre de gauchers
obtenu dans la classe.
Etudions deux exemples :

o la classe compte 0 gaucher
. 0
alors la fréquence de gauchers dans la classe est I =0

etcomme 0 ¢ 1, on peut rejeter I'hypothése que la classe
est représentative de la proportion de gauchers dans le
monde, avec un risque de se tromper de 5 %.

o la classe compte 6 gauchers

alors la fréquence de gauchers dans la classe est

% =0,1714, qui appartient a I.

Il n'y a pas lieu, dans ce cas, de rejeter I'hypothese que
la classe est représentative de la proportion de gauchers
dans le monde.

35 | Ce jour de 2006, la proportion de patients infectés

sur les 360 000 personnes hospitalisées est égale a
18000 _ o

360000




Une étude sur 19 400 patients peut se modéliser par un
schéma de Bernoulli de paramétres n=19400 et
p=0,05 en prenant comme «succés» lissue «le
patient est atteint d'une IN ».

Le nombre X de patients atteints sur un tel échantillon
suit la loi binomiale B(19 400 ; 0,05).

La recherche des plus petits entiers a et b tels que
P(X=a)>0,025 et P(X=<b)=0,975 permet, sur un
tableau, d'obtenir I'intervalle de fluctuation a 95 % de la

fréquence F:1 X

de patients atteints sur un
9400

échantillon de 19 400 patients hospitalisés.

909 0,02231293
910 0,02415345
m 0,02613196
912 00283662
913 0,03047573

1028 097219676
1023 0.97415838
1030 0,97607853
1031 097784112
1032 0,97949233

Sur ce tableau partiel on lit a=911 et b=1030. D'ou
I'intervalle de fluctuation de F, a 95 % :

911 1030
los =

; =[0,04696; 0,05309]
19400 " 19 400

Or, sur un échantillon des 19 400 patients hospitalisés
des Pays de Loire, la fréquence de ceux atteints par une

930 =0,04794.
19400

La fréquence observée appartenant a ly;, on ne peut
pas considérer, au seuil de 95 %, que la différence entre
f =0,04794 et p = 0,05 est significative.

Remarque: Si l'on sétait fixé un seuil de 90% (en
assumant donc 10% de risque d'erreur), on aurait
obtenu a=920 et b=1020. La conclusion aurait été
identique.

maladie IN estf =

On suppose que l'on dispose d'une piéce bien
équilibrée.
1. Clest a vous de le dire !
2. P(X =530) =1-P(X < 530)
=1-P(X < 529)
La formule | = loi.binomiale (529; 1 000; 0,5 ; 1)| donne,
sur un tableur,
P(X =< 529) =0,968984
d'ou P(X = 530)=0,0310116.
Etiez-vous dans le vrai ?
3. a. E(X)=np =1000Xx0,5=500

G(X) = \/np(1— p) = /250 = 15,8

b. [m-2s,m + 2s] =[468,4; 531,6]

Ce sera un intervalle de fluctuation de X au seuil de
95 % si on a P(469 < X < 531) = 0,95.

OrP(469 < X < 531) = P(X < 531) - P(X < 468).

Ppe=531) La7Eas4g T | = OLEIROMIALE(S31;1000;0,5;1 }I
e ——
PRa=a88) LURFERE RN |=|mm F{d&n;lmﬂ,.’-;l]l
P{4ES==X==531] 0,953T008

La réponse est donc affirmative.

@ Lintervalle de fluctuation d'une fréquence, au
seuil de 100 % serait l'intervalle [0; 1].

Avec un risque 0 % de se tromper, on affirmerait alors
que la fréquence appartienta [0; 1]!

Cette évidence n'a bien s(ir aucun intérét.

@Notons lgs et lgg des intervalles de fluctuation
d’une fréquence, aux seuils respectifs de 95 % et 99 %.

Par définition de l'intervalle de fluctuation a un seuil
fixé, on peut affirmer que lorsquon préléve un
échantillon de taille n dans une population ou la
proportion d'un caractére est p, la fréquence de ce
caractére sur cet échantillon appartient a lg5 avec une
probabilité supérieure ou égale a 0,95 et a lyg avec une
probabilité supérieure ou égale a 0,99.

Considérons un échantillon de taille n de cette
population et notons f la fréquence du caractére
fournie par cet échantillon. Comme lgs < lgq, trois cas
peuvent se présenter :

e 1% cas:fely; etdonc fely,.

Linformation felys parait plus intéressante : méme en
assumant un risque d'erreur de 5 %, on ne peut tenir
I'écart entre f et p pour significatif et donc on ne peut
pas rejeter I'hypothese selon laquelle I'échantillon est
représentatif de la population relativement au caractere
étudié.

e 2%cas:fgly; mais fely,.

Linformation f¢lys parait plus intéressante : au risque
5 %, on peut considérer |'écart entre f et p significatif et
rejeter I'hypothese...

Dire qu’aurisque 1 %, on ne peut pas rejeter I'hypothese
sans pouvoir affirmer qu'elle est valide, présente moins
d'intérét.

e 3%cas:fely; etfely,.

Il vaut mieux tenir écart significatif et rejeter I'nypotheése
au risque 1% de se tromper quau risque 5% de se
tromper.

Linformation f¢ |y, est donc préférable.

39 | Chaque année, pendant 100 ans, « vous avez une
chance sur cent de tomber sur la balle », c’est-a-dire ici

- 1 .
une probabilité de 100 que survienne une crue dans

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage
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'année. Le modéle suggéré est un schéma de Bernoulli,

L R . .
avecn =100 et p =——, ol le succés est « il survient une

crue ». Le nombre d’années ou survient une crue dans
le siecle définit une variable aléatoire X qui suit la loi

1
binomiale 8(100;f].

100
0 100
2. a. px=0)=| % (i) (2j = 0,99'% = 0,366
o 100/ (100

1 99
p(x =1)=| 10 (ij (2) ~0,99% ~ 0,370
1 \700) (700

P(X<1)=0,99'% +0,99%° = 0,736
PX>1)=1-P(X<1)=0,264
1

b. E(X)=np =100 x 100 =1
En moyenne sur plusieurs siécles, on peut s'attendre a
avoir 1 crue par siécle a Paris.
Le modéle parait pertinent puisqu’il s'agit d’'une Crue
centennale!
c. Pour dédramatiser, on pourrait dire :
e quonaautantde chancesd’avoirunecrue centennale
(exactement) dans le siecle, que ne pas en avoir
(probabilité 0,37 pour chaque événement).
e quon a environ une chance sur quatre, seulement,
d'en connaitre plus d’'une dans le siécle.
Pour aller dans le sens alarmiste, on pourrait dire :
e qu'on a prés de deux chances sur trois de connaitre
au moins une crue dans le siecle
(P(X> 1) = 0,370 + 0,264 = 0,634) ;
e qu'on a environ une chance sur trois seulement de
ne pas connaitre de crue dans le siecle.
3. a. Le modele, qui découle des propos du colonnel,
est tel que la survenue d’une crue pendant une année
ne dépend pas de la situation de 'année précédente et
n'influe pas sur I'année suivante.
o La probabilité de connaitre une crue apres 90 années

. L]
sans crue est donc égale a —.
100
o La probabilité de connaitre une crue (il faut comprendre
«au moins une crue ») durant les 10 dernieres années du

siecle est donnée par la loi binomiale B (1 00; ﬁj SiYestle

nombre de crues survenant durant ces 10 années,
P(Y=1)=1-P(Y=0)

[0 (1)(99)
0 A\100/) \100
=1-0,99° = 0,086.
b. Pas du tout, dans ce modéle, il n'y a pas d'effet de
« compensation » qui augmenterait la probabilité de

survenue d'une crue en fonction du temps écoulé sans
crue.

Travail personnel

Pour les exercices |40 | a : voir corrigés en fin de

manuel.

APPROFONDISSEMENT

@ Désignons par X, respectivement X,, la variable
aléatoire donnant le nombre de tirs au but réussis par
un joueur lors de la 1™ série de 5 buts, respectivement
lors de la 2¢ série de 5 buts, a I'entrainement.

X; et X, suivent par hypothése la loi de probabilité
suivante:

k 3 4 5
Py 03 0,5 02

1. a. P(X=10)=P(X; =5etX,=5)

L'événement X = 10 peut se représenter par le chemin

(arbre tres simplifié) suivant :
0,2 0,2

X, =5
S'agissant d'une méme expérience (« série de 5 tirs au
but ») répétée deux fois,on a:
P(X;=5etX,=5)=0,2x0,2
=0,04
En conclusion, P(X = 10) = 0,04.
b. X peut prendre les valeurs :
6,7,8,9et10.
P(X=6) =P(X;=3etX,=3)=0,09
P(X=7) =P(X;=3etX,=4)+P(X;=4 et X, =3)
=03x0,5+0,5%x0,3=0,3
P(X=8) =P(X;=3etX,=5+P(X;=4 et X, =4)+P(X, =5 et X, = 3)
=03x0,2+0,5%0,5+0,2x0,3
=0,6+0,25+0,06 = 0,37
P(X=9) =P(X,=4 et X, =5)+P(X,=5et X, = 4)
=0,5x0,2+0,2x0,5=0,2
P(X=10) =P(X; =5 et X, =5)=0,2x 0,2 = 0,04

Xy =5

D'ou le tableau donnant la loi de X :

k 6 7 8 9 10
P(X=k) | 0,09 0,3 0,37 0,2 0,04

10
On vérifie que » P(X = k) =1.
k=6

E(X) = ng(X =k)
k=6
=0,54+2,1+2,96+1,8+0,4
=78
Remarque :ona X=X, + X, avec E(X;) = E(X;) = 3,9.
On constate que E(X; + X,) = E(X;) + E(X,).
Mais cette propriété n'est pas connue en 1™ S,
2. PX=8) =P(X=8)+P(X=9)+P(X=10)
=0,37+0,2+0,04
=061



3. La répétition, 10 fois, d'une séance d'entrainement
ou le succes « X = 8», a pour probabilité 0,61 est un
schéma de Bernoulli de parametresn=10etp=0,61.
La variable aléatoire Y qui compte le nombre de succés
obtenus par un joueur au cours des 10 entrainements
suitdonclaloiB (10;0,61).

a. p(Y=0) = [1(?](0,61)0(0,39)10

=0,39"0 =8,14x10°>
~03a1073 prés

b. P(Y = 6) = (1§J(0,61)6(0,39)4

= 0,250
c. P(Y=1) =1-P(Y = 0)

=1-0,39'0

=~ 0,999919

=~1a1073 prés
4. Soitnle nombre d'entrainements et Y, le nombre de
succes obtenus. Y,, suit, de méme, laloi B (n;0,61).

P(Y, =1) =1-P(Y, = 0)
=1 —(8](0,61)0(0,39)”

=1-0,39"
Onaura1-0,39">0,99 lorsque 0,39" < 0,01
En tabulant la suite (0,39") sur une calculatrice, on
obtientn = 5.
Il faut donc avoir au moins 5 entrainements pour que la
probabilité que le joueur ait au moins un succes (au
moins 8 tirs réussis sur les 10) soit supérieure a 0,99.

4 4
(58/1.5,=Yk=2(1+4)=10
k=1 2

2. a. A

. [1) est le nombre de chemins réalisant un seul choix :

direction « Sud ». Point associé : B.

° [?J est le nombre de chemins réalisant deux choix de

direction ; dont un seul « Sud ». Point associé : C =R.

o De méme pour [?] avec 3 choix de direction dont un

seul « Sud ». Point D.

e De méme pour [1] :pointE=S.

b. Uncheminconduisantde AaL passeobligatoirement
soit par B, soit par C, soit par D, soit par E.

Mais a partir de B, C, D ou E il n'existe qu’une possibilité
de prolonger le chemin jusqu’a L.

Ainsi, le nombre de chemins conduisant de A a L est
égal a la somme des nombres de chemins conduisant
deAaB deAaCdeAaDetdeAaE.

Ce nombre de chemins de A a L est donc égal a

L) eoaess

c. S, est le nombre de chemins conduisant de A a L,
c'est-a-dire réalisant 5 choix de direction, dont 2 « Sud »
exactement.

DS, = [;J

3. a. On peut conjecturer:

n+1
Sn:[ 2 j

0
3
SYREUIEY
2
- ()

En ajoutant membre a membre puis en simplifiant, on
obtient

(2GR ()
&
et donc ["2* 1} =5,

L n
b.S,=Yk=—(+n)=
k=1 2

n(n+1)
2

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage
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@ 1. Lorsqu'on répéte n fois le lancer du dé pour
s'intéresser a la sortie de PILE, on réalise un schéma de
Bernoulli.

La variable aléatoire qui indique le nombre de PILE

. - . 1
obtenus suit alors la loi binomiale B(n; fj.

Ainsi: o Xsuitlaloi 8(10; %) ;

e Y et Zsuivent laméme loi: B(S ; %)

2. P(X=5)= (?Jo,s‘i 0,55 = [150)0,510 ~ 0,2461

3. P(Y=2)= (gjo,? 0,5 = (;jo,ss ~0,3125

P(Z=3)= @0,53 0,52 = @0,55 ~0,3125

L'expérience consistant a répéter 10 lancers peut étre
considérée comme celle consistant a répéter 2 fois cinq
lancers du dé.

L'événement (Y = 2 et Z = 3) se représente alors par une
branche d'arbre de la forme :

Z=3

Y=2
dont la probabilité est
P(Y=2etZ=3)=P(Y=2)xP(Z=3)

—{°10,55[° |o,55
2 3
2
— 5 0,510
2

4. a. P(E,) =P(Y=2etZ=3)

5)
- 10
—(2) ((US))

b. P(E,) =P(Y=0etZ=5)

5
- 10
_[OJ (0,5)

P(E) =P(Y=1et Z=4)

2
o

P(E;) =P(Y =3 et Z=2)

s 2
- 10
= [3] (0,5)

P(E,)=P(Y=4etZ=1)

5
= 10
(‘J (0,5)

2
P(Es) =P(Y=5etZ=0)= [2] (0,5)'°

5. L'événement X =5 est la réunion des événements
incompatibles : E, E;, E,, E5, E; et Es.

5
DouP(X=5) = Y P(Ek)
k=0

5 2
_ 2[5] 05
k=o\k

Mais d'aprés la question 2 :

P(X = 5) = [150]0,510.

5
Onadonc: 2 [iJO,Sw = (150]0,510

k=0

5
c'est-a-dire 0,5'% x Z (i) =0,5'0 x [?j

k=0

(s) (10
d'ot Z[ J :( ]
ico\k 5
6. Dans I'énoncé, on remplace 10 par 2n et 5 par n.

Question 1 :

X, Y et Z suivent respectivement les lois B (2n; 0,5),
B(n;0,5)etB(n;0,5).

Question 2 :

P(X =n) = (znn](O,S)”(O,S)”

_ (Zn](ols)z,,
n

Question 4 :
SoitE,«Y=ketZ=n-k»avecO<k=<n.

P(Ep) =P(Y=k)P(Z=n-k)

P(E,) = [Z]o,sn x [n " kJo,sn

2
P(E,) = (Zj 0,52" d'apreés la propriété P;.

Question 5 :
(X=n) est la réunion disjointe des événements E, E;,
... E

n

DouP(X = v) = i P(E,)
k=0

n -2
- z(”j 0,52,
k=0 k

Mais d'apres la question 2 :

P(X=n)= [zn”jo,s“.

< n ’ 2n
llen résulte: Y = )
par k n



I. n=4

1. a. Avous dele dire!
4
b. P,(T)=P, (SSSS) = (%j =~ 0,482 en notant S l'issue

«le six sort » et S son contraire.
4
5
Py(L)=1-P,(T)= 1—(gj = 0,518 en remarquant que
T et L sont des événements contraires.

2. a. Le nombre de lancers peut étre 1, 2, 3 ou 4. Au
bout de 4 lancers, il y a obligatoirement un vainqueur.

X ne prenant pas toutes les valeurs comprises entre 0 et
n, X ne peut pas suivre une loi binomiale B (n; p).

PX=1) = P(S)=%

. 5.1 _5
P(X=2) =P(55) = 2x — = —
( ) =P(55) 636" 36
2
= (5V1_ 25
P(X=3) =P(555)=| 2| - = =
(X=3) =R )(6)6 216

P(X = 4) = P(S555 ou SSSS)

(gl

125
"~ 216

k 1 2 3 4

px=ky | 36 | 30 | 2 | 12
216 216 216 216
4 671

b.E(X):ZkP(X:k):%z&H

k=1

En moyenne, il faut 3,11 lancers pour avoir un vainqueur.
La répétition, 10 fois, d'une partie comportant deux
issues:

T «la tortue gagne » et L «le lievre gagne » : c'est un
schéma de Bernoulli ou T peut étre choisi comme

4
succés, de probabilité P = (gj =~ 0,482.

Le nombre X de victoires de la tortue suit donc la loi
B(10;p).

« PX=5)= [150}35(1 _P)5 ~ 0,245

e P(X=2) =1-P(X<1)
=1-P(X=0)—P(X=1)

— 111005001 _py10 _[ 10 |51/1_pyo
=1 (OJP (1-P) [1}’(1 P)

I, 1. Po(T) =P, (555555...5) = @ ,

longueur n

n
Le jeu est favorable a la tortue sion a (gj > >

5 n
En tabulant (gj sur une calculatrice, on trouve n < 3.

2. le nombre de parties X, remportées par la tortue
dans une série de 10 parties suit la loi binomiale

- (5Y
B(10;p,) ou pn—(6).

5 n
E(Xn)—10(g)

n
E(X,)=0,9 & 10(%] =0,9
5 n
& (f] = 0,09
6
Une calculatrice ou un tableur donne n < 12.

61 1. a. Letirage de n jetons avec remise, avec, pour
chaque jeton obtenu, deux issues :
«noir » et « pas noir » constitue un schéma de Bernoulli

dont le succés « noir» a une probabilité égale a 3 La
variable aléatoire N qui compte le nombre de succes

suit alors la loi B(n; %)

Mais si les issues retenues pour chaque boule tirée sont
«rouge » et «pas rouge», la variable aléatoire R qui

N . . 1
compte le nombre de succés « rouge » suit laloi B| n; 3)

b. E(N) = g et E(R)="

4
VN = nxEx 2 =20 ot y@Ry=nxtx 2= 20
66 36 3377

2. a. En choisissant cette fois comme succés « noir ou

1
rouge », S suit la loi B(n ; E)

n n
E(S)=— et V(S)=—
(S) 5 (S) 4
b. S=N+R
n
C. E(N+R)_E(s)_5 ona bien
EN)+ER)=2+2=" E(N+R) = E(N) + E(R).
6 3 2
n
V(N+R) = V(S) = —
4 'é itén' s e s
5n 2n 13n L'égalité n'est pas vérifiée.
VIN)+VR) = —+—=—
36 9 36

Remarque : pour 2 variables aléatoires X et Y définies sur
un méme univers €, l'égalité E(X+Y)=E(X)+E(Y) est
toujours vrai, mais cette propriété n'est pas connue en 17 S.
Par contre, I'égalité V(X +Y) = V(X) + V(Y) n'est vraie que
si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes ; et
ce n'est pas le cas ici. Cette notion n'est pas non plus
connueen 1S,

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage
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1. a. Léleve répond au hasard a chacune des
20 questions, de facon indépendante. Pour chaque

N . .
question l'issue « bonne réponse » a pour probabilité 3

Cette expérience constitue un schéma de Bernoulliet la
variable aléatoire X qui donne le nombre de succés

1
«bonne réponse » suit la loi B(ZO; 3

b. et c. | A | B

1 K PlHa=k}

2 o 000030073
3 1 0, D030B?
i z 0.01755263
5 3 0, 06044546
L] 4 0151510885
T 5 0,2572 1388
] 6 047904260
9 7 0,65147 145
W 8 0,80945113
1 8 0, 508104373
P | R i T
W 0, 5870767
W, 12 05T
15 13 0ssE12118
5. 4 0508
1, 15 0seamee
Wi 16 05%FS
1B 1 DswEEaEn
W18 05
e 1
2 A 1

La plus petite valeur de k telle que P(X < k) = 0,95 est
k=10.

d. La probabilité, pour un éléve répondant au hasard,
d’avoir moins de 11 réponses exactes est supérieure a
0,95. Cela signifie que le hasard seul ne permet a I'éléve
d'obtenir au moins 11 réponses exactes qu’avec une
probabilité inférieure a 0,05.

On peut alors rejeter I'hypothése selon laquelle I'éléve
répond au hasard a partir de 11 réponses exactes, avec
un risque d'erreur d’environ 5 %.

_2. a.

=l

@ F I B oMWW E

W | o W

1. a. Sous cette hypothése, le nombre X de défauts
«gains ponctuels » suit la loi binomiale B (50; 0,2).

b. Un intervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence
du défaut sur un échantillon de taille 50 est de la forme

a b
5 o avec a et b, plus petits entiers tels que :

P(X < a) > 0,025 et P(X < b) = 0,975.

= 4 | B |
a5 k P{X<=kj
]

e 3 0.0057
4 1 10,0185
E 5 0,0480

6| & 0,103

I 0,1904
8] ..

[ u 10,9393

BT 15 10,9697
TR 0,985
12 (] 0,9937

FET 18 09975

Onlita=5etb=16,

5 16
d'ou l'intervalle | = [— —] [0,1;0,32].
50 50
2. a. == W  — P e v
& uaped  dalas ] =! L] uun T
- umm*_l“ g
i :
1 1 =paely |
: : | 9 ]
i i 353 e B T e T rr i
.o idlilen
t [ _ioymatha i rabit
B [ an Nprans - |
b. ettt lor il ]
[[LT] délaats I! (T l I h T} ﬂ T IJ Ty 0,6
dtw:u nam iejed Ewn rajat men rejel  namoepsd | namosjel | nan eejet

« Tefuts 004 8
ﬂ"ﬁrﬂ HI!/ ﬂi L"Jl'-l tﬁ* L1 ek B

L] L]

[ TR0 AT, l| nan u.hr “jer ]1 ] i
1 0 [

|-re.g-,nzmtz |r;H'|I5l}’.= | ,, M A 5
T L] T i o [] []

On peut observer que la fréquence des rejets fluctue en
restant proche de 5 %.

X X
3. a. P(— e I) = P(O,1 =< 0,32)
50 50

=P(5<X=<16)

=P(X=<16)-P(X<5)

=P(X<16)-P(X < 4)

~0,9856 —-0,0185

= 0,9671
b. Il'y aura rejet de I'hypothése « la proportion de 20 %
est encore valide » si la fréquence des défauts constatée
sur un échantillon prélevé, n'appartient pas a l.
Cela se produit avec la probabilité 1 -0,9671 = 0,0329.
Le taux de risque d'un rejet a tort est donc d'environ
3,3 %. Ceci est en accord avec la théorie qui mentionne
que la probabilité que la fréquence soit dans la zone de
rejet est 5 %.

(64/1. 250 <N =500

2. Le choix au hasard de chacun des 500 lycéens entre
salle A et salle B, indépendamment les uns des autres,
est un schéma de Bernoulli dont le succés peut étre
« Salle A » de probabilité 0,5.

La variable aléatoire X indiquant le nombre de lycéens
ayant choisi la salle A suit la loi B (500; 0,5).



3. Xéléves faisant le choix de la salle A, (500 - X) éléves

font le choix de la salle B.

Il faut alors que les conditions X < N et 500 - X <N se

réalisent avec une probabilité supérieure ou égale a 0,9.

Celasécrit:P(X<Net500-X=<N)=0,9

ouencore:P(500-N=X=N)=0,9.

4. P(500 - N < X < N) =P(=< N)-P(X <500 - N)
=P(X < N)-P(X <499 -N)

il e B s Bt e Bl )
H Piiz=Mi Plic=iT00) P@Ed0.Nc=Yc=H
pr ] 0518 0,482 0,006
%6 ‘and 0,017} T
267 0341 0,050 | 055
i st 0,048 | i,
S 0,959 0,01 | L
e 097 0,001 0,341
{{-LotmmomaLEanso005 | [Ba.c4 |...J'I

| =L 0L BIMOMALE S AL 5000 5;1) ]

On peut lire sur ce tableau que la valeur minimale de N
est 268.

@1. a. On suppose que le graphologue se pro-
nonce 20 fois au hasard, de facon indépendante, sur les

20 exemples proposés. Si X donne le nombre d'identifi-

cations réussies, X suit la loi B (20; 0,5).

Lisa accepte I'affirmation du graphologue siona X = 18.

P(X=18) =1-P(X<18)
=1-P(X<17)

Sur une calculatrice ou un tableur,

P(X = 18) =~ 0,0002.

b. On suppose que le graphologue dit vrai et qu'il se

prononce 20 fois, de facon indépendante, sur les

20 exemples proposés, avec une probabilité de réussite

égale a 0,9 pour chaque analyse. Le nombre Y

d‘identifications réussies suit la loi B (20; 0,9).

on obtient

Lisa refuse I'affirmation du graphologue siona¥Y < 17.
orP(Y <17)=0,3231.

Le test de Lisa peut 'amener a commettre une erreur de
jugement avec une probabilité égale a 0,0002 + 0,3231
=0,3233, soit dans presque un tiers des cas !

2. On fait a nouveau I'hypothése que le graphologue
dit vrai. Dans ce modele (voir question 1.b.) le nombre
Y d'identification réussies suit la loi B (20; 0,9).
Cherchons le plus grand entier k tel que P(Y < k) < 0,04
pour déterminer une zone de rejet au risque 4 %.

Le tableur donne:

] A B
1 k P[¥<=k)
2
3 13 0, D0REBE05
4 14 001125313
5 15 00431745
L 16 013295332
7

ouonlitk=14.

En rejetant I'hypothese (réussite du graphologue dans
90 % des cas) des que le nombre didentifications
réussies est inférieur ou égal a 14, Lisa aurait un risque
de se tromper inférieur a 4 %.

Elle ferait ainsi preuve de plus de tolérance et surtout
prendrait cette fois en compte la fluctuation naturelle
due au hasard.

66 | Comparons les probabilités :
¢ P, d'obtenir au moins un 6 en 4 lancers d'un dé;
« P, d'obtenir au moins deux 6 en 24 lancers de deux dés.

P, = 1—P(obteniraucun 6 en 4 lancers d'un dé)

=1-P(5555) ou S est I'issue "obtenir le 6"

(]

P, ~0,518
P, =1-P(obtenir aucun « double 6 » en 24 lancers de
deux dés)
Notons T l'issue « obtenir un double 6 en lancant deux dés ».
2
1 1

OnaP(M)=P(SS)=|—=| =—.

(T)=P(S5) (6) 36

24
= = 35
P,=1-P(TT...T)= 1—(£j
24 fois
P,=0,491
OnaeneffetP,; >0,5etP,<0,5.
Alors quelle erreur commet M. de Méré ?
Si X est le nombre de 6 obtenus en 4 lancers d’'un dé, X
1

suit la loi B(4; g)
SiY estle nombre de « double 6 » obtenus en 24 lancers

de deux dés, Y suit la loi 8(24; éj
Onaalors E(X)=4x % =0,67

1
et E(Y)=24x—=0,67.
36

Dans chaque expérience, on obtient respectivement en
moyenne sur un grand nombre de parties, 0,67 fois le 6 en
4 lancers d’'un dé et 0,37 fois le « double 6 » en 24 lancers.

Les espérances sont effectivement égales, mais pas les
probabilités des événements considérés.

C'est cette confusion qui a induit M. de Méré en erreur.

67 Ensemble étudié | , Talllg Proportion
/ échantillon | de gauchers
Population mondiale 12%
Meilleurs joueurs 50 entre 25 %

de Tennis de Table et35%

Fleurettistes 4000 46,7 %

et épéistes

Valnqueur’s ) 9 63,3 %
en fleuret ou épée

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage
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Prenons pour hypothése que la proportion de gauchers
est 12 %. Déterminons un intervalle de fluctuation au
seuil de 95 % (seuil le plus courant) de la fréquence de
«gaucher » dans un échantillon puis au hasard dans la
population, ayant pour taille 50 puis 4 000 puis 9 et
voyons si les fréquences observées sur les trois
échantillons donnés appartiennent ou non a l'intervalle
de fluctuation correspondant a la taille.

1. Pour un échantillon de taille 50, la fréquence de

. X
«gaucher » est donnée par F =§ ou X est le nombre

de gauchers. X suit la loi binomiale B (50; 0,12).

Un tableur donne:
P{X<=k)
0.0016T546
0,01309904

0,05126418
013453357

LA - D

10 096750203
1" 0.986475T2
12 0.99488452

Les plus petits entiers a et b tels que P(X < a) = 0,025
etP(X=<b)>0975sonta=2etb=11.
D'ou l'intervalle de fluctuation cherché :
I= [l; ﬂ} =[0,04;0,22].

50 50
Or sur I'échantillon particulier des 50 meilleurs joueurs
de tennis de table, la fréquence de gauchers est dite
comprise entre 25 % et 35 %.
Cette fréquence n‘appartient pas a | et on peut donc
rejeter, au risque 5 %, 'hypothese que la proportion de
gauchers dans le monde s'applique a cet échantillon.
Les écarts entre 12% et 25 % ou plus sont donc ici
significatifs.
2. Pour un échantillon de taille 4 000, sous la méme
hypothese et donc dans le méme modéle de probabilité
on obtient de méme:

k P(X<=k)

439 0.02334219
440 0.02623461
441 0.02941859
442 0.03291463
520 097462232
521 0.97730719

On a cette fois a=440 et b=521 d'ou lintervalle de

fluctuation cherché J = ﬂ; =2 ) [0,11;0,13].
4000 4000

Or, la fréquence observée sur l'‘échantillon des

4000 fleurettistes et épéistes est 46,7 %. La différence

est cette fois encore significative et le rejet de
I'hypothése au risque 5 % en découle.
3. Pour un échantillon de taille 9, on obtient cette fois

k P(X<=k)
0,31647838
0,70488367

0,9167411
0,98415028
0,99793852
0,99981874

[ o T SO P T LN RN |

On obtient a=0et b =3 d'ou l'intervalle
K= P; i} =[0;0,33].
9 9

Une nouvelle fois, la fréquence observée de 0,633 n'y
appartient pas et la décision sera identique aux
précédentes.

@ 1. X peut prendre les valeurs 2, 3,4 et 5.
e P(X=2) =P(AA) ou A est lissue «l'as sort»
PACI lors d’'un lancer du dé, que
= (g) = 36 I'on répéte 2 fois.
e P(X=3)=P(obtenir un as lors des 2 premiers lancers
et obtenir un as).
Or « obtenir un as exactement lors de 2 lancers du dé »

1\(5
a pour probabilité [?](J (gj selonlaloiB(2;1).

DouP(X = 3) = [?]@ @ x %.

e P(X=4) =P(obtenir un as lors des 3 premiers lancers
et obtenir un as)

S HEE

e P(X=5) =P(obtenir un as lors des 4 premiers lancers
et obtenir un as)

+ P(obtenir un seul as lors de 5 lancers)

+ P(obtenir aucun as lors de 5 lancers)

SHHEE
Ly
HOIB]

D'ou la loi de probabilité de X :

k 2 3 4 5
6750
pox—t | L | 1o | 75 [ erso
36 216 1296 7776




5
On peut vérifier que » kP(X=k)=1.
k=2

5
2. E(X)= Y kP(X =k)
k=2
= 4,8
En moyenne, a ce jour, le nombre de lancers effectués
est 4,8.

Faisons I'hypothése que la proportion « normale »

105 21
de garcons, soit P=——=— = 0,512 s’applique aussi
garg 105 41 ppliq
aux naissances enregistrées a Laval en 2004.

Quel est lintervalle de fluctuation a 95% de la
fréquence de naissances de gargons sur un échantillon
de taille 1 985 sous cette hypothése ?

Le nombre X de garcons sur cet échantillon suit la loi
B (1985;0,512).
Un intervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence des

a b
gargons est [1985 i 1985} ol a et b sont les plus petits

entiers tels que P(X < a) = 0,025
et P(X < b) > 0,975.
Un tableau donne:

A B
k plK<=k)

871 0,02209626
872 0,02457036
973 002727284
974 0,03021886
975 0,03342388

1058 0.97093245
1069 0,9T3TETT
1060 0.97640468
1061 097879842
1062 0.98038353

b b ol i L AR E S L R

a=973 etb=1060dou l'intervalle cherché :

-| 25, 1% =[0,490; 0,534].
1985 1985

Comme la fréquence de « garcons » observée a Laval en
. 976 TN

2004, soit f = 1985 = 0,492, appartient a |, on ne peut

rejeter, au risque 5%, I'hypothese que la situation

décrite a Laval est « normale ».

On peut donc décider, avec un risque de 5% de se
tromper, que l'écart entre f= 0,492 et p = 0,512 n'est pas
significatif (le hasard pouvant, a lui seul, expliquer cela).

Sous I'hypothese « 1 % des disques présentent un
défaut », I'observation un a un de 500 disques est un

schéma de Bernoulli ou le succés est «le disque pré-
sente un défaut », de probabilité 0,01.

e Un intervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence
des défauts calculée sur un échantillon de taille 500 est

a b . .
de laforme|——; —— | avecaet b les plus petits entiers

500" 500
tels que P(X < a) = 0,025
et P(X < b) > 0,975

ou X suit la loi B (500;0,01).
Un tableur donne:

A B clD
1 k plXe=k)

2 o 0,065 7048
2 1 0,03975474
4 2 0,12338577
5 3 0, 26361559
& | d 0,43961109
F "

g 7 0,86768013
9 | g8 0,93288984
10 9 0,96889789
11 10 0,98675643
12 11 0,99479196
13 12 0,93E05951
14 - -

Lintervalle de fluctuation a 95 % cherché est donc

1 10
lys =| ——; ——|=10,002; 0,02|.
% [500 soo} [ |

Or la fréquence observée des défauts sur I'échantillon

1
testéenf = 10 =0,002.
500

Comme felys, on peut décider, au risque 5 % de ne pas
rejeter |'affirmation du fabricant.

e On peut se demander si la conclusion serait la méme,
au risque 10 %.

Un intervalle de fluctuation a 90 % de la fréquence des
défauts sur un échantillon de taille 500 est donné par

c d . .
——;——| avec c et d plus petits entiers tels que
500 500

P(X=<c¢)=0,05etP(X=d)>0,95.
Le tableau précédent donnec=2etd=9,d'ou

log = {%; %} =[0,004;0,018|.
A ce niveau de risque, fely, et on peut décider de
rejeter I'affirmation du fabricant, avec un risque de se
tromper de 10 %.

Chapitre 9. Loi binomiale. Echantillonnage
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Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

ORF AT{_Z] et M(1;1).

2.a.aj 4 etﬁ: 0 .
-2 -2

b. Pour (CD) :—%, pas de coefficient directeur pour (EF).

C (CD):y=—%x+%et(EF):x=2.

d. M appartient a (CD).
1

e. BD= EE( J donc B, D et E sont alignés.
@ 1. a. Vrai b. Vrai c. Faux d. Faux

2. a. et(B); b. et (E); c. et(Q); d. et (A);
Activité 1. Droites paralléles - Points alignés

-3
1. rB[i] etAC| 5 |non colinéaires.
2

8
2. CD 715|ly——|=32y=—.
y (y 2) Y

Activité 2. Ensembles de points

A. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com.
B.1.a. E:2x+y+4=0

b.y=-2x-4

c. Coefficient directeur : - 2 et ordonnée a l'origine : - 4.

e. Faux

e.et(D).

1
2. a. E:4x+2=0x=- 5 E est une droite paralléle a I'axe des ordonnées.



1 1 1
3. E:-x+3y+—=0y=—x——
" Y=3"7%

Coefficient directeur : 3 et ordonnée a l'origine :—g.

3 2
4. E:—y-1=0y=—.

2’ Y73 ,
Coefficient directeur : 0 et ordonnée a l'origine g

Al Pour aller plus loin

Voir la démonstration de la propriété 9.

Activité 3. Opérations sur les vecteurs

2. AT = AJ+1,5AE e 4
3. N=ﬁ+2,5ﬁ
G
J
[ 2
D

Activité 4. Décomposer un vecteur
2. CE=CD+DE
CF=CB+BF

3.&:63’+%63

Ll
@

c?:@%@ )
4. 4CE = 3CB + 4CD = 3CE

5. CE et CF sont colinéaires et C, D, E sont alignés.

Activité 5. Un probléme ouvert
2. OM = OA + OB équivauta:

OAMB est un parallélogramme.

3. ON= 6E+6ﬁéquivauté :
OENF est un parallélogramme.

d4

Chapitre 10. Vecteurs et droites du plan
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TP1. Deux méthodes pour un alignement

2. a. A, BetCnesont pas alignés donc AB et AC ne sont pas colinéaires.

b. D(E;Oj; E©0;2); F(l,lj
3 2 2

C. ﬁ(—E;ZJ et ﬁ:(—l,l)
3 6 2

-3 X 1 2% (—%) = 0doncD, E et F sont alignés.

2
3. a. 6E=6K+AE=—§K§+2KE et b‘F’:mx@m:_%m%A‘c:

3DE = 12DF donc D, E et F sont alignés. A

D

B
4. Avec la relation vectorielle DE = —%?B +2AC on peut retrouver les coordonnées de DE dans le repére (A;ﬁ, R).

De méme pour DF.

TP2. Démontrer : « il existe un unique... »
1. a. P € (AB)donc AP et AB sont colinéaires donc il existe un réel x tel que AP = xAB. De méme pour Q.
b. APMQ est un parallélogramme car ses c6tés sont paralléles deux a deux.

¢. AM = xAB + yAC

2. a. AM = xAB+ yAC = x’AB + y’AC donc (x — x")AB = (y’ — y)AC.

Y-y

b. Six#x’,x—x"#0 et AB= AC donc A, B et C sont alignés ce qui est en contradiction avec les données.
Onen déduitquex:x’et(y’—y)ﬁz 0.0rAC = adoncy—y:Oety':y.

Le couple (x; y) est donc unique.

TP3. Points alignés ?

1. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com.
Il semble que les trois points soient alignés poura=0 ou a=0,33.

2. Onse place dans le repére (A; AB, R).
P(@;0); QO;1-a); R(-a;1+a) donc PQ(a;1-a) et PR(-2a;1+a).

S . . . 1
P, Q et R sont alignés si et seulement si a(1 - 3a) = 0 si et seulementsia=0oua= 3

TP4. Une droite et un plan dans I'espace

1. O est le milieu de [BD] donc O € (SBD).
J est le milieu de [SO] donc J € (SBD).
K est un point de [SD] donc K € (SBD).

2. a. [SO] est perpendiculaire a [BD] et passe par son milieu donc le triangle SDB est
isocele en O.

b. B(1;0); S(0;1); D(-1;0); J(o;%); K( 1;3}

c. BJ (—1 ; 5) et ﬁ(—g ; 5) sont colinéaires donc B, J et K sont alignés.

D

3. a. Une droite peut étre incluse dans le plan, strictement paralléle au plan ou sécante au plan.

K € (BJ) donc K € (BJC) et K €(SD) donc K appartient a l'intersection de (SD) et (BJC) donc (SD) n'est pas strictement
paralléle a (BJC). D'autre part, D n‘appartient pas a (BJC) car les points D, B, C, J ne sont pas coplanaires donc (SD) n'est
pas incluse dans (BJC). On en déduit que (SD) est sécante a (BJC) en K.



TP5. A labanque
A. 1. a. 10x+ 20y =80 soitx + 2y =8.
b. Points de d a coordonnées entieres: (0;4),(2;3);(4;2);(6;1),(8;0).

c. Ledistributeur peut délivrer 80 € avec:

aucun billet de 10 € et 4 billets de 20 € ; 2 billets de 10 € et 3 billets de 20 € ; 4 billets de 10 € et 2 billets de 20 € ; 6 billets
de 10 € et 1 billet de 20 € ; 8 billets de 10 € et aucun billet de 20 €.

2. a. Sileclientretire lasomme maximale, x et y vérifient 10x + 20y =300 soit x+ 2y - 30 =0 qui est bien une équation
cartésienne de droite.

b. Le point d'ordonnée nulle de cette droite a pour coordonnées (30; 0). Le vecteur U[_12] est le vecteur directeur
d'ordonnée 1 de cette droite.

(30-2;0+1) soit (28;1);

(28-2;1+1) soit (26;2);

(26-2;2+1) soit (24;3);

(24-2;3+1) soit (22;4)

sont des coordonnées de points de d.

De méme, (20;5), (18;6), (16;7), (14;8),(12;9), (10;10),(8; 11), (6;12), (4; 13), (2 ; 14), (0;15) sont des coordonnées
de points de d.

c. On en déduit 16 facons différentes pour distribuer la somme de 300 € avec des billets de 10 € et de 20 €.

o

. Dgg et Dygq Ont le méme vecteur directeur d (_12] donc ces deux droites sont paralléles.

3. 10 et 20 sont des multiples de 10 mais pas 125 donc le distributeur ne peut pas délivrer 125 €.

4, a. Soit s la somme retirée par le client.
s=10x+ 20y = 10(x + 2y) avec x + 2y entier naturel puisque x et y le sont, donc s est un multiple de 10 (compris entre
10 et 300 car, de plus, la somme délivrée ne peut dépasser 300 €).

c. Parlecture graphique, les couples d'entiers qui permettent d'obtenir une somme de 100 € sont :
(10;0),(8;1),(6;2),(4:3),(2:4),(0;5).

Et ceux qui permettent d'obtenir une somme de 200 € :
(20;0),(18;1),(16;2),(14;3),(12;4),(10;5),(8;6),(6;7),(4;8),(2;9),(0; 10).

B. 1. Lalgorithme 1 fait prendre a x toutes les valeurs entiéres inférieures a 0
Pour chaque valeur de x, il fait prendre a y toutes les valeurs entieres inférieures a >0

Il teste pour chaque couple (x; y) si 10x + 20y = s. Si oui, il affiche le couple solution et, au final, le nombre de couples
solutions.

L'algorithme 2 teste d’abord si — est bien entier, c’'est-a-dire si s est bien un multiple de 10.

Si oui, il donne une premiere solution (E;O] puis il enléve 2 a x et ajoute 1 a y tant que y reste inférieur ou égal a %

(cf. méthode vue graphiquement dans le A 2. b.).

2. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com.
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Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE

(1] .75+ 56 = 5

(2 [ a.AD +BC = 2AD = 2BC

(3 [ a.DC + D = DB

@ Les coefficients directeurs sont respectivement :

b.OA+0C=0
b. AB + CO = DO

b.BC+O0B+O0A=0

« Y ; 0; n'existe pas ».

(5 [x-3y=0
(s/4(3)

(7[A-5;00 B0;2)

(8[AG;-1)  B®;-5)

@ Réponse c.

10[a. \3;-3 b. Pas de racines

c.O;«/E

. . 1
@ fest strictement croissante sur ]— E;+ °°|:.

d. -3

@ a. ABCD est un parallélogramme donc
AB = DC et AD = BC.
D C

A B %
| est le milieu de [BC] donc Bl=IC= %ﬁ

A’ est le symétrique de A par rapport a B donc B est le

milieu de [AA”] d'ou AB =BA’ = %m

b.AB =DC et AB=BA’ donc DC =BA’.
Par suite DCA’B est un parallélogramme et donc le
milieu | de [BC] est aussi le milieu de [A'D].

E D
(13/a.

DC EC

b. EF = EA+EC donc EAFC est un parallélogramme
donc les diagonales [EF] et [AC] ont le méme milieu B.

AG = AE + EG = DC donc AGCD estun parallélogramme,
donc ses diagonales [GD] et [AC] ont le méme milieu B.

1“ E:—ﬁ:%ic

AK = 2AB
3

A K B

Or ABCD est un parallélogramme donc AB = DC.

Par suite AK = LC et donc AKCL est un parallélogramme.

(15]2. 2x(-9)- (-6)x3=-18+18=0

donc U etV sont colinéaires.
3x6-(-9)x(—§)=18-15=3;
3 # 0doncV etw ne sont pas colinéaires.
1 4 4
IR LRI )
5 6 5 15 15

donc u etV sont colinéaires.

8 3 4. 5 6 - _
———X==—-2%#0,donc v et W ne sont pas

5 4 5 2 5

colinéaires.

17 a.ﬁ[g} A‘E[251];9x5—21 x2=3;3# 0donc

A, B et C ne sont pas alignés.

[z
b. AD| 2
3

27
9x3-2x% 7:27—27:0doncA, B, D sont alignés.

18/ a. ﬁ( 3] GH[124J;10><(—4)+3><12=—4.
-4 # 0 donc (EF) et (GH) ne sont pas paralleles.

b. GL x+8
-4

(EF) et (GL) sont paralleles si et seulement si

16
10><(—4)—(—3)><(x+8)=0sietseulementsix=?.



VARIABLES : X, ¥, X, y’

ENTREES : Saisir x, y, x”, y’

TRAITEMENT ET SORTIES : Si xy” - yx” = 0 alors

Afficher « les vecteurs sont colinéaires »

Sinon afficher « les vecteurs ne sont pas colinéaires »

@ 1. Dans le repére (A, B, D) :

G(g;Oj, E(1;-1),F(0;2).

1
EG| 3|, ﬁz[_;j ; EF = 3EG, doncG, E etF sontalignés.
1

2. He (DC)donc H(xy; 1);

—(— —(xy—1
H e (EF) donc EF[ 31] et EH[XH2 ] sont colinéaires

c'est-a-dire - 1x 2 -3(xy - 1) = 0 soit x, =3
g
DH| 3 |douDH = EAB.

0 E

@ 1. Voir ci-contre.

2. Dans le repére (A, B, Q)
Xg=—

Ye—1=1

BC = CE soit

E(-1;2);
A

AF = iA—C donc F(O;i);
2 2

AG = AB +BG = AB + 2AB = 3AB
donc G(3;0).

1 G
EF| 1], ﬁ[ 4 J
- - -2
2
EG = 4EF donc E, F, G sont alignés.

@ 2. Dans le repere (A, B, C) du plan (ABC) :
1

21 = 3| =—(-1
B(1;0),K|—;—1,C(0;1). BK , BC ;
(1;0) (3 3) ;1. B [J

3
BC = 3BK donc B, K, C sont alignés.

— . 1= . -
2. AB( 22} u= EAB et v=—u sont trois vec-

teurs directeurs de la droite (AB).

1
; U et AB ne sont pas coli-

(25 2. Ha(_%j i

néaires donc B ¢ d.

_2
3

1

5 N
1. a. dapouréquationy = ;x +2doncu| 5 |est

un vecteur directeur de d. 7

7&(;] est aussi un vecteur directeur de d et A(0 ; 2) est

un point de d.
Yl

~ Y

1
2. De méme, d a pour vecteur directeur 4| 2 |ou
3u 32J et passe par le point A(- 1; 2). 3

27 /1. b. d:y=-2x+4.

1
2. V| 4 | est un autre vecteur directeur de d, donc d a

3

4

une équation réduite de la forme:y = EX +b.
4 1

A(-1;3)e ddonc—3:§x1+bsoitb:—?3.

Dans chaque cas, le coefficient directeur est :
4 2 2
a.-2=-3 b2 -2 -2 4 2-38
1 -2 5 1
4
29 a. 2x(-2-3x1+7=0doncA(-2;1) e d.
5

b.2><1—3><7+7:l;l;tOdoncBed.
3 2 6 6
13
2><3—3><?+7:0d0ncCed.
2 15
C 2X|——|-3ye+7=0y=—.
(7) YE YE 7

1 16
d. 2xF—><g+7=0<:>xF=——.

1. Le programme teste si le point M(Xy; ym)
appartient ou non a la droite d’équation ax + by + ¢ = 0.

Chapitre 10. Vecteurs et droites du plan
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2. Voir exercice 29.

31 a. d:A(-1;-1); U}[g}

b. dy: Ay(-1;0); i (‘32}

~ (o
c d3:A3(_f;0); u{J.
5

d. d,:A,1;-3); G (‘25

(32]dy:(2)2x+3y-5=0 dy:(4)2x+3y+3=0
d3:(Mx-2y+1=0 ds:(3)2x-y-1=0

@ U et r sont des vecteurs directeurs de la droite
d'équation:x+5y-7=0.

34/ 1.d:x+2y-1=0 2.d:2x-3y-7=0
3.d:5x-4y+16=0 4.d:x+2=0

@ a. TB[zj donc 6(‘:’] est un vecteur directeur de d.

d:x-3y+11=0.

b. E[_ZJ donc J[_12J est un vecteur directeur de d.
d:x+2y-5=0.

c E[_ ;8] donc U(;J est un vecteur directeur de d.
d:y=5soity-5=0.

d. KB(_%] donc G[_;] est un vecteur directeur de d.
d:3x+4y=0.

@ a. Soit A la droite passant par A et paralléle a d.

ﬁ(;] est un vecteur directeur de d donc est aussi un

vecteur directeur de la droite A.

Voir exercice résolu 5 page 265 du manuel.
A:2x—y—-7=0.

b. Avec la méme méthode:
A:3x—-4y-12=0.

@a.d:Zx—y—1 =0

b. x+2y-4=0

c. x-5=0
d. y+2=0

@ 1. Equation réduite de (AB) :

Xp # Xg, donc (AB) est sécante a |'axe des ordonnées et
admet une équation de la forme y = mx + p avec
Yo—Ya _8-4_2

m= =—;
Xg—Xp 3+3 3

A(-3;4)€ ddonc4=§><(— 3)+ psoitp=6.

(AB) a pour équation réduite : y = %x +6.
Equation réduite de (CD) :

1 1
=——x —— (méme méthode).
y 2 2 ( )

Equation réduite de (BD) :
Xg =Xp =3 donc (DB) est paralléle a 'axe des ordonnées
et a pour équation x = 3.

2. Equations cartésiennes des droites précédentes en
utilisant les vecteurs colinéaires :

. 3 .
M(x;y)e (AB)®AM(;t4] et AB(j]sontcolinéaires.

S4(x+3)-6(y-4)=0
& 2x-3y+18=0.
De méme (CD):x+2y+1=0 et (BD):x-3=0.

3. y=§x+6<:>3y=2x+18<:)2x—3y+18=0;

1 1
y:_Ex—E@Zy:—xJ SXx+2y+1=0;

x=3x-3=0.

@ Cet algorithme calcule les coefficients g, b, c d'une
équation cartésienne de la droite passant par A(x, ; ¥a)

X
et de vecteur directeur u
Yu

VARIABLES : X, ¥a, Xg: Y, G, b, c nombres.
ENTREES : Saisir X, Ya, Xg Y

TRAITEMENT : a prend la valeur yg -y,
b prend la valeur - xg + x,,
c prend la valeur — a x x, + by,

SORTIE: Afficher «léquation est ax +by +c = 0»
avec«a=»a,«b=»,b,«c=»,c.

c. Non

=1
41| a. Oui,u . b. Non

d.ouii| 3| e ouig| 2| t ouidll|
4 3 0

42[ 1. a. CD et AB sont colinéaires donc les droites
(CD) et (AB) sont paralléles et ABCD est un trapeze.

| xn+5 .
b. CD| ° 7| et 2AB[ 8 J
Yo -4

- — Xp+5=8
CD=2AB & dou D(3;-4).
Yyop=-4

2. a.d:6x+y-14=0.
6x2+2-14=0 dou B(2;2)e d.
6x3-4-14=0 dou D33;-4)e d.



—(x+2 —(—-3
b. M(x; AC) & AM t AC t
(x; y) € (AQ) (y 4] e [_ 4] son

colinéaires & - 4(x+2) +3(y-4)=0
& 4x-3y+20=0.

C. U[_;] vecteur directeur de d et - ?C[i] vecteur

directeur de (AC) ne sont pas colinéaires (puisque - 1 x4
- 6 X 3 #0). Comme d= (BD), on en déduit que les
droites (BD) et (AC) sont sécantes.

d. Les coordonnées de leur point d'intersection E
6x+y—-14=0

d'ol E(1;8).
4x—-3y+20=0

vérifient le systéme : {

3. a. K(0;3)etL(-1;-2).

b. R(;] et E(fOJ ; LE = 2LK donc L, K et E sont

alignés (et de plus K est le milieu de [LE]).
4. N Pour aller plus loin
a. (AD) : 8x +5y - 4=0; BO) : 2x - 7y +10=0;

3
3
10

5.
2
=l 3 —[(1] 2
b. LF et LK ; =X5-—=0 doncF e (LK).
10 5)"3 3

3

CommeE € (LK), on abienE, F, L et Kalignés.

1. a. 4, [_69] vecteur directeur de d; et U, (_46]

vecteur directeur de d, sont colinéaires (-9 x4 +6 X 6
=0),donc d, et d, sont paralléles.

b. U, et U{q vecteur directeur de d; ne sont pas
5

colinéaires (- 9x5-6x1#0),donc d, et d; ne sont pas
paralléles.

-3
C Uyl 2

5

V4 =x/§64 de coordonnées [_23] en est un autre.

est un vecteur directeur de d, donc

U, = 3V, ; U, et v, sont colinéaires et donc d, et d, sont

paralléles.
2. a. A(0;-2)e d;;4x0+6x(-2)-5#0doncA¢ d,
et par suite, d; et d, ne sont pas confondues.

b. i><0+x/§><(—2)+2\/§=0doncAe d,.

3

d, etd, sont paralléles et ont un point commun A donc
d, et d, sont confondues.

(a4 1. A(1;1),B(3;%).

1

144
2. k|13, 3 it K(z ;3).
2 2 3

3. (AB):x+3y-4=0.

4, G[_13] vecteur directeur de (AB) n'est colinéaire ni a

a[;} nia EJ[SJ donc (AB) coupe les axes du repere.

Soit P le point d'intersection de (AB) avec I'axe (Ol) :
P(4 ; 0) et Q le point d'intersection de (AB) avec l'axe

4
(0)y: Q(O;f). 4
° +0 0F3
5. Lemilieude[PQ]apourcoordonnées : T; 3

2

2
soit (2 gj qui sont les coordonnées de K milieu de

[AB]. Donc [AB] et [PQ] ont le méme milieu.

d:x+my+3=0.
a. ‘7[—1m] est un vecteur directeur de d donc W[_ ;m]

en est un autre.

Pourm=- % u[;J est un vecteur directeur de d.

b. A(-2;3)e d<:>—2+3m+3:0<:>m:—1.

c. U[lJ est un vecteur directeurde d’: 3x-y =0.

destparallélead’ & \7[_{”) et U(;J sont colinéaires

<-3m-1 =0<:>m=—l
d. dparallelea(Ol) (:)\7(_{”] et 6][:)} sont colinéaires.

Or-mx0-1x1=-1;-1%0doncv et Ol ne sont
jamais colinéaires.

Il n'existe pas de valeur de m telle que d soit parallele a
I'axe des abscisses.

e. dparallélea(0)) \7[_ 1’"] et a[?] sont colinéaires
& m=0.

f. 0+mx0+3=3;3#0doncO(0;0)¢ d.

Il n'existe pas de valeur de m telle que d passe par
I'origine du repére.
g.J0;Hed=0+mx1+3=0m=-3.

Soit C’ le milieu de [AB], B” le milieu de [AC] et A’
le milieu de [BC].

C’(3;-3), B’(O;—l), A’(1;—Z).
2 2

(CC"):2x+5y+9=0.
(BB”):11x+8y+4=0.
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Les coordonnées du point d'intersection G de (CC”) et
2x+5y+9=0

de (BB’) vérifient le systéme .
11x+8y+4=0

4 7
On trouve aprés résolution G(E; - gj

AG

-1
etA—A' 7

i AG = %ﬂ; doncGe (AA")

wWIiIN wliN

et donc les trois médianes (CC”), (BB”) et (AA”) sont

4 7
concourantes en G —; = |
3" 3

1. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com.

Il semble que les droites (EF), (GH) et (AC) soient soit
paralléles, soit concourantes.

2. a. Dans le repere (A, B, D), M(x; y), H(x; 0), E(O ; y),
Fix; 1), G(15 ).

Remarque: comme M est a lintérieur du parallélo-
gramme ABCD,onal0=s=x<Tlet Osy=<1.

b.F| X | GA[* 7|
-y -y

(EF) et (GH) sont paralleles si et seulement si EF et GH
sont colinéaires si et seulement si—-xy—(1-y) (x-1)=0
si et seulementsix+y-1=0.

c. Lensemble des points M(x; y) tels que (EF) et (GH)
soient paralleles est donc I'ensemble des points M tels
quex+y-T1=0avec0<x=<1et 0=<y=1clesta-
dire le segment [DB].

3. Quand (EF) et (GH) sont paralléles,onax+y-1=0

soitx=1-y.Ona alorsEF| ¥
X

et donc (AC) est paralléle a (EF) (et a (GH)).

(48] a. £F +EG = EH b. 2N + NS = NG
C. E+m=a+@:& d_ﬁ\]_;'_ﬁfzp_é
e. -BA+BM=BE+BM=BN f. NM+NH=NG

.Comme AC[ ] EF = xAC

(49(1. AP=3AB+2AD  CS=AB+2AD
GT = — AB + 2AD PE = — AB — 2AD
2.AT>=EG|—2W\ E:%@—zm
a:_%cm_zm FE:-%?HHW

@a. Dans(A; AB, TD):H_:ZEdoncL(O;Z);
AP = 3AB + 2AD donc P(3;2);
AH = 3AB + AD donc H(3; 1);

CU = — AB + 2AD donc @[_21];

EP = AB+2AD doncg’[;}
ﬁ:BK@—ﬁdoncb‘F{ 31}
b. Dans (D ; DG, DL):L(0;1);

ﬁ:ﬁ+@=%ﬁ+ﬁdoncp(§;1j;

DH= fDG donc H(3 0),

1
E:ﬁ+ﬁ:—%§6+2ﬁdonc@ To;

1
E_P':ﬁ:+ﬁ>:%D_G'+2ﬁdoncE_F" 3 |;
2

BFZBFHFFF:%BE—EEdoncBF 2 |

c. Dans(M; ML, MC):L(1;0);
MP = —2ML donc P(- 2; 0);
MH = MP + PH = —2ML + MC donc H(- 2; 1) ;

w:a+m:m_zmdonca{1
P = £F + 7P = — WL - 2WC doncﬁ’(_;];
OF — D+ F = —3WL + MiC doncﬁ[—f}

51 a. 0(0;0);C(0;2);D(0;5);E(4;1);F(-3;2);
G(2;-2).

S ERE D

52/1. KD = JBC+1BA et EK =166+ BC.
2. Comme E est le symétrique de A par rapport a B, on

aEB=BA d’ouﬁ=ﬁ+%ﬁ=@ et donc K est le
milieu de [DE].

. 1o — 1—
@|J=|A+AB+BJ=—§AB+AB+§BC

=2AB+-BC

3 3
R:L‘I3+55+EK=%K5+56—%56
R:lm%ﬁ:

Or ABCD est un parallelogramme donc AB=DC et
BC = AD, d'ou IJ =LK et donc IJKL est un parallélo-
gramme.



2. TR+ TS = TK+KR + TK +KS

Or K est le milieu de [RS] donc KR +KS = 0,

d'ou TR+ TS = 2TK.

3. HL =HT + TS + SL = 3TR + TS + 2TS = 3TR + 3T5S.
4. HL = 3(TR + TS) = 3(2TK) = 6TK

d'ou (HL) est paralléle a (TK).

(55 1. MN = MA + AN = > AB - 2AC et
4 2
m:mma@p:_%ﬁamm%@mq
— 1— 1—
NP =——AB+—AC
4 2

b. On en déduit MN=—3NP donc MN et NP sont
colinéaires donc M, N et P sont alignés.

1. a. K(O;—EJ ; L(i;oj.
2 4
AM = AB + BM
=AT;+%®&+H:)
=§@ +lTC donc M(é,l)
6 6 6
et KM

b. KL et i><E—E><E=OdoncK,M
4 3 2 6

Niw AW @
wlu on|n

et L sont alignés.
2. a.RE:KZ\J[:%KEH%KE.
b. KM = KA + AB + BM
~3AcnB+ e
2 6
= 2AB+ 2AC
6 3
4— — — 6— — _—
C. gKLzAB+2AC et EKM:AB+2AC
4— 6—— —_
donc gKL = EKM donc KL et KM sont colinéaires

doncK, L, M sont alignés.

(57/1. a. D(O;%);E(%;O);F(J :2).

-1
et DF 3 | et l><§—1><1:0
- 3 2 2

wl—
-

b. DE

2
donc DE et DF sont colinéaires et D, E et F alignés.

2. DE = DA+ AE = L AB— L ACet
3 2
ﬁ:ﬁ+x§+éﬁ:_%xa+x§+2(§z\+xa)

DF = —ﬁ3+§TC donc DF = — 3DE donc D, E et F sont
alignés.

3. a. Dans ACI, D est le milieu de [AC], E est un point de
(Cl) et (ED) est paralléle a (IC) donc E est le milieu de [Al].

b. E milieu de [All doncEl = AE = %AB et Al=2AE= %AB.

On en déduit que Bl = BA - Al= %AB = El. Comme de

plus B, I, E sont alignés, | est le milieu de [BE].

c. Dans BFE, C est le milieu de [BF] et | est le milieu de
[EB] donc (Cl) et (EF) sont paralléles. Comme (Cl) et (ED)
sont aussi paralléles, (EF) et (ED) sont paralleles et donc
E, F et D sont alignés.

1" méthode : dans le repére (A, B, C), T(0 ; - %) ;

donc

1
U(l;o);v(i;l)doncﬂj 4 et TV
4 4'4 1

o|lw Mlw

8
TV = 37U donc T, U,V sont alignés.

2¢ méthode : on décompose TU et TV en fonction de AB
et AC.

TU=TA+AU=AC+-AB
8 4
etﬁ:mrc@:gru%@ms)

TV = ETC + %ﬁ On conclut de méme.

59 | 1" méthode: dans le repére (A, B, Q), T(%;O) ;

U(O;E);V(l;l) donc TU et TV
2)"\2"2 3 1
2 2

donc TU = 3TV doncT, U,V sont alignés.
2¢ méthode : on décompose TU et TV en fonction de AB
et AC.

ﬁ:ﬁw?u@:%ﬁ:—%?a

Nlw
ENYIE

etﬁzﬁ+?B+W=—%ﬁ+%(a+ﬁ)

Chapitre 10. Vecteurs et droites du plan /199



200

1

V=-— ZTC + %ﬁ On conclut de méme.

1. Exprimonsmetﬁ\l en fonction de AB et AD.
DI = DA + AW = 2 A8 - AD
BT\]:EE+EN:K§—§K5 doncaf\ﬁ:%ﬁ\]donc D,M

et N sont alignés. s
2. On montre de méme que DM = >DN.
3. a. Voir sur le site www.didiermathx.com.

b. On montre de méme que DM = aDN donc D, M et N
sont toujours alignés.

1. 2. 3. Voir sur le site www.didiermathx.com.
Il semble que (BM) et (DN) soient paralléles.
4, Dans (A, B, D), B(1;0), M(0;a),D(0;1); N(l ;oj
P G
BM( Jet DN| g |doncBM = —-aDN
a 1

donc (BM) et (DN) sont paralleles.
5. Il semble que (CP) soit aussi paralléle a (DM) et (CN).
P est le symétrique de A par rapport au milieu E de
[MN]. E(%a ; (—‘) et AP = 2AE donc P(% ;).
_[1-a
CP| g

a-1

donc @:(1—a)ﬁ\l donc (CP) est aussi

paralléle a (DN).
Remarque : sia =1, les 3 droites sont confondues.

1. Ces six points sont dans le plan (AJD).
2.b.iG=-1AD+2A
2 3

R:E+W:%E+2(FA+KJ)=—§FD+2KJ

c. IK = 3IG donc K etIG sont colinéaires.

3. Kestdoncun point de (IG). Comme K est un point de
(BCD), K est un point commun a (IG) et (BCD). Comme
(IG) n'est pas incluse dans (BCD), (IG) est sécante a
(BCD) enK.

1. Exprimons ID et IE en fonction de AB et AD :

ID = 1A+ AD =~ AB + AD

E=—1AB+2Aj=—AB+LAB+.BD
2 3 2 3 3
-~ 28+ 1ap
_ 6 3
3IE = ID donc |, E et D sont alignés.
2. Exprimons DK et DF en fonction de DC et DB :
ﬁz%ﬁé+%8_lj etﬁzgﬁﬁ+%5§ donc 4DK = 3DF

donc D, F et K sont alignés.

3. a. Les droites (IE) et (FK) ne sont pas confondues et
ont un point commun, D, donc elles sont donc sécantes.

b. Par suite elles sont coplanaires et donc |, E, F, K (et D)
aussi.

@ 1. a. P, : «Si le point M(xy, ; y\) appartient a la
droite d alors 2xy, — 3y, +7 = 0».

Pyt «Si 2xy =3y +7 =0 alors le point M(xy;yu)
appartient a la droite d ».

b. P, est la réciproque de P, et P, est la réciproque de
P,.

2. P, :pour que 2x, — 3y, + 7 = 0 il suffit que le point
M(xy ; Ym) appartient a la droite d.

Pour que le point M(xy,; y\,) appartienne a la droite d, il
faut que 2xy, —3yy +7=0.

P, :onintervertit les propositions.

3. P;:2xy —3ym +7 = 0 est une condition nécessaire
pour que le point M(xy,; ¥\y) appartienne a la droite d.
Le point M(xy;;¥y) appartient a la droite d est une
condition suffisante pour que 2xy, — 3y, +7 = 0.

P, :onintervertit les propositions.

1. Si le point M(xy;yy) nappartient pas a la
droite d alors 2xy, — 3y, +7 # 0.

Cette contraposée est vraie.

2. Si2xy, —3yy +7 # 0 alorsle point M(xy;; yy)
n‘appartient pas a la droite d.

Cette contraposée est vraie.

3. 2xp —3ypa+7=2X3-3X(-N+7=16

16 # 0doncA ¢ d.

On a utilisé la contraposée de la proposition du 2.

@Cette méthode donne une équation cartésienne
de d mais il faudrait modifier la seconde phrase pour
avoir une démonstration exacte d'un point de vue
logique.

Il faut écrire: \7[_ b] est un vecteur directeur de la
a

droite d'équation ax + by + ¢ = 0 donc on peut choisir
b=3eta=5.
Les « donc » suivants sont des « équivaut a ».

@ Cas n° 1: soit on décompose PR et PD en fonction
de AB et BC en utilisant la relation de Chasles. Soit on
détermine les coordonnées de P, Q et R dans un repére
du plan, par exemple (A, B, D).

Cas n°2: mémes méthodes.



Travail personnel

Pour les exercices a : voir corrigés en fin du

manuel.

APPROFONDISSEMENT

@ 1. Voir sur le site www.didiermathx.com.

2. |l semble que toutes les droites d,, passent par le
point I(1; 5). En effet, pour tout réel m,
2m-=T1)x1-mx5+3m+1=0.

3. a. d,passe parA(-1;4)
o2m-NXx(=1)-mx4+3m+1=0

&-3m+2=0

2
e m==

b. Hm[ m Jest un vecteur directeur de d,,,.
2m-—

d,, a pour vecteur directeur U[ 21] & U etdy, sont

2
colinéaires 22m-1)+m=0m= 5

(89 1. b. Dans (A; AB, AD), |(l;0);L(0;§).

2
BQ = 2BD avec B(1;0) et D(0; 1) donc Q(- 1; 2).

w
|

ﬁ - 5 ,W_
2 —_

Donc|, L et Q sont alignés.

2. Dans (C;@,ﬁ), J(%;O), K(O;%), Q(-1;2).

A

JQl 3|, K

2 —
2

donc Q, J et Ksont alignés.

21
3 et—ixl+l><2=0
3 2 3

3. Le point Q appartient a (IL) et a (JK) et ces deux
droites nétant pas confondues, elles sont sécantes et
donc|, L, J et K sont coplanaires.

a. A, B et D ne sont pas alignés donc AB et AD ne
sont pas colinéaires et (A ; AB, AD) est un repere.

b. A(0;0);B(1 ;O);CD(O;1);I(%;O).
. a.
c. C(a,1)etJ(2,1j.

d. BO):x+(1-a)y—-1=0.
a # 1car ABCD n'est pas un parallélogramme et

M(O;L).
1-a

donc M, | et J sont alignés.
f. BD):x+y—-1=0 et (AQ):x—ay=0.

K(—2 ; (a > 0 car ABCD est un trapeze).
a+1 a+1
a-1 :
a_
= 2a+1| =
g. K (a ),IJ 2 et
1
1
a+1
a-1 1 a-—

1
X 1— X = 0doncl,JetKsontalignés.
2a+1) a+1 2

91| 1. U[_ b] est un vecteurs directeur de d et
a

ﬁ’[_ t/’ ]est un vecteurs directeur de d”.
a

d et d’ sont paralléles si et seulement si U et U’ sont
colinéaires si et seulement si ab’—a’b=0 si et
seulement si (a, b) et (a’, b”) sont proportionnels.

2. a. Algorithme:

VARIABLES : g, b, a’, b’

ENTREE : Saisira, b, a’, b’

TRAITEMENT et SORTIE :

Siab’-a’b=0 Alors

Afficher « Les droites sont paralléles »

Sinon Afficher « Les droites ne sont pas paralléles »
FinSi

b. et c. Voir sur le site www.didiermathx.com.

3. a. Dans le cas ou d et d” sont paralléles, (a, b) et
(a’, b”) sont proportionnels et il existe un réel k tel que
a’=kaetb’=kb(oua=ka’etb=kb").

Soit A(xp;ya) un pointde d.

Aed @a'xy+b'y,+c’=0

o kaxp +kby, +c'=0k(-c)+c'=0&c =k
< (a,b,0)et(a’,b’, c’) sont proportionnels.

b. Algorithme:

’

VARIABLES : a, b, ¢, a’, b’, ¢
ENTREE : Saisir:a, b, c,a’, b’, ¢
TRAITEMENT et SORTIE :
Siab’-a’b=0 Alors
Siac’-a’c=0 Alors

’

Afficher « Les droites sont confondues »
Sinon Afficher « Les droites sont strictement
paralléles »
FinSi
Sinon Afficher « Les droites ne sont pas paralleles »
FinSi

92 j 1. Voir sur le site www.didiermathx.com.
a. GA+GB+GC=0

Chapitre 10. Vecteurs et droites du plan /201
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& AG = GB+ GC

& AG=GA +AB+GA’+A’C

= AG = 2(GA+ AR) > AG = A,

b. AetA’étantfixés, il existe un unique point G tel que

AG = %A—A’ donc il existe un unique point G tel que

GA+GB+GC=0.

3. Il semble que C, C’ et G soient alignés.

4, a. On montre de méme que CG= EE(? donc C, C’
et G sont alignés. 3

b. Méme méthode.

c. (AA’), (BB”) et (CC”) sont les médianes du triangle
ABC. On a montré qu'elles sont concourantes en un
point G appelé centre de gravité du triangle.

1. a. Voir le site www.didiermathx.com.
b. AH= A0+ OH= 0B+ 0C

= OA’+AB+OA’ + A’C = 20A’
c. Oestle centre du cercle circonscrita ABC et A’ est le
milieu de [BC] donc (OA’) est la médiatrice de [BC]
donc (OA”) L (BC).Or AH et OA’ sont colinéaires donc
(AH) // (OA”) et donc (AH) L (BQ).
d. De méme BH = 20B’ et CH = 20C’ donc (BH) L (AC)
et (CH) L (AB).
e. (AH), (BH) et (CH) sont donc les trois hauteurs du
triangle ABC et elles se coupent en un point (appelé
orthocentre de ABC).
2. OH=0A+ 0B+ 0OC

=0G+ GA + 0G + GB + OG + GC = 30G
Les points O, G et H sont alignés. (La droite (OG) est
appelée droite d’Euler.)

@ 1. Figure sur le site. Il semble que |, J et M soient
alignés.

2. a. A(0;0);B(1;0);D(0;1).
(BD):x+y—-1=0donc M(m;1-m).

b. W:mdoncK(Zm— 1;1-2m).
I(0;1-2m)etJ2m-1;0).

¢. 0]2™ =1 et iM| ™| donc I, J et M sont alignés.
2m-1 m

95 [ Le manége

1. a. A linstant t ou Jean attrape le pompon en A,
celui-ci a effectué x tours et comme chaque tour du
pompondure 17s,ona:t=17x.

3 .
Pour aller de H en A, Jean met 3 X 24 s soit 9 secondes
(en effet, Jean met 24 s pour faire un tour et la longueur

3
de l'arc de cercle de H a A est égale a 3 de la longueur
d’un tour).

Donc pour Jean,ona t=24y +9.

On obtient donc 17x = 24y + 9 soit 17x - 24y = 9.

b. 17x < 10x 60 < x < 600/17 soit x < 35 car x entier.
24y +9 =< 10x60 < y =< 591/24 soit y < 24 car y entier.
d. Algorithme permettant de trouver toutes les valeurs
de x et y répondant au probléeme :

VARIABLES : X, ¥, nbsol
INITIALISATION : X prend la valeur 1 ; nbsol prend la valeur 0.
TRAITEMENT :
Tant que x < 35, y prend la valeur 1
Tant que y < 24,
Si 17x - 24y =9 alors
Afficher « nb de tours du pompon »,
X, «nb de tours de Jean », y
nbsol prend la valeur nbsol+1
Fin du si

y prend la valeur y + 1
Fin du tant que
X prend la valeur x + 1

Fin du tant que
SORTIE : Afficher « nb de couples solutions, nb sol.

Programmes écrits avec différents langages : voir site
en ligne.

e. Conclusion : seuls les couples (9; 6) et (33; 23) sont
solutions de I'équation (E) avec x et y entiers naturels,
x<35ety=<24.

1¢" cas: le pompon a effectué 9 tours lorsque Jean
I'attrape et Jean en a effectué 6 apres étre passé une
premiére fois en A.

17x9=153 (ou24x6+9=153)

153 +60=2,55 et 0,55x60=33 dou 153s=2min33s.
2,55=<10

Jean peut attraper le pompon au bout de 2 min et 33 s.
22 cas: le pompon a effectué 33 tours lorsque Jean
I'attrape et Jean en a effectué 23 aprés étre passé une
premiére fois en A.

17 %33 =561 (ou24x23+9=561).

561 +60=9,35 et 0,35x60=21 dou 561s=9min21s.
935=<10

Jean peut aussi attraper le pompon au bout de 9 min et
21s.

96 | 1" méthode: dans le repere (A;A—B,A—D), on a

3 1
K(%;O) etL(0;3) doncKL| ~ 2 |etCK| 2 |doncKL et
3 -1
CK sont colinéaires et C, K, L sont alignés.

zeméthodeaﬁsm:%@_met



CL=CB+BA+AL=—AB+2AD
donc CL = — 2CK donc C,K,Lsont alignés.

1 méthode : dans le repere (A;FB, A—D), ona:
A’(2;0);B’(1;2);C’(-1;1)etD’(0;-1).

DoncAB| ' et D] !
2 2

donc A’B’C’D’ est un parallélogramme.

2¢ méthode : A’B’ = A’B+ BB’ = — AB + 2BC
etD’C’ = D’D +DC’ =2AD + CD = — AB + 2BC
donc A’B’C’D’ est un parallélogramme.

Dans un repére, on pose: A(a;l) et B(b;%j
a
aveca#0,b#0,a+#b. Le milieu de [AB] a pour coor-

) (a +b a+ b)
données ; .
2ab

On détermine une équation cartésienne de (AB).
_|b-a
AB| 1 1 |donc:

b a

(AB):G—lj(x—a)—(b—a)(y—lj
a a

(AB):x +aby —b—-a=0.
a+b

0.

Onen déduit:P(O; )etQ(a+b;O) donc le milieu

a+b.a+b)

de [PQ] a pour coordonnées ;
[PQap ( 2 ' 2ab

1. Solution en géométrie non repérée

M est sur la diagonale (IJ) du carré OIAJ car M est
équidistant des cotés [AJ] et [OJ]. Les droites (IM) et (1))
sont donc confondues.

/
Les droites (1J) et (OP) sont sécantes car P n'est pas dans
le méme demi-plan de frontiére (IJ) que O. Désignons
parT leur point d'intersection.
Par la symétrie S orthogonale d'axe (1J), O a pour image
A et P apourimage Q, donc I'image de la droite (OP) par
S est la droite (AQ). Limage de T par S est donc située
sur la droite (AQ), or T étant situé sur l'axe (1J) de S est
invariant par S, donc T est aussi sur (AQ). Les droites
(OP), (AQ) et (IM) sont donc concourantes en T.

Solution en géométrie repérée

Considérons le repére (O; |, J). Dans ce repére, O(0; 0),
I(1;0),J(0;1),A(T; 1), M(a; b);
P(a;1)etQ(0;b).0<a<1et0<b<1,carPetQsont
distincts des sommets.
(OP) iy =x; (M) 1y =

(AQ):y=(1-b)x+b.
Les droites (OP) et (AQ) sont sécantes au point T de

b
X - H
a-1 a-—1

. ( b b j
coordonnées ; .
1—a+ab 1—a+ab

1-a+ab=1-b(1-a)et0<b(1-a)<1
car0<1-a<letO<b<ldonc1-a+ab=0.

En reportant les coordonnées de T dans I'équation de la
droite (IM) :
b o ab b b ( ab )

a-1 1—a+ab_a—1:a—11—a+ab_
_ b ( a-1 )_ b
“a-1M1-a+ab) 1—a+ab

la droite (IM).

Les droites (IM), (OP) et (AQ) sont donc concourantes
enT.

, donc T est situé sur

2. Dans la solution donnée en 1. en géométrie repérée,
nous utilisons uniquement que: (O; |, J) est un repére
du plan et que OIAJ et PMQJ sont des parallélogrammes,
donc le résultat reste vrai.

100/ Voir la figure sur le site.
Il semble que A” parcourt une hyperbole.
d n'est pas paralléle aux axes du repére donc il existe un

réel non nul m tel que le vecteur de coordonnées
soit un vecteur directeur de d.

De plus, d passe par A(1;2) donc:

d:1(y —2)—m(x —1) = 0 soit
d:mx—-y-m+2=0.

On en déduit P(0;2 - m) et Q(L_z ; o). Le milieu M
m

m—2.2—mj
2m 2

de [PQ] a pour coordonnées ( —

A’ estle symétrique de A parrapporta M doncMA” = AM

2 2
d'ol A’(——;— m|doncy, =
m Xpr
I'hyperbole d'équation = —.
X

donc A" appartient a

Soit x le nombre de femmes et y le nombre
d’hommes. x et y sont des entiers naturels tels que
13x+19y =1000.

« Des hommes et des femmes, moins nombreuses » donc
x =2ety>xdoly =3 (puisque y est entier).

1000 — 13x

L'égalité 13x +19y = 1000 donne y = 9

Chapitre 10. Vecteurs et droites du plan



Comme x = 2, etyentier,ona:y <51

Mais x < y, x entier et y < 51, donc x < 50.

Algorithme permettant de trouver les valeurs de x et y
répondant a la question :

VARIABLES : X, ¥, nbsol
INITIALISATION : x prend la valeur 2, nbsol prend la valeur 0.
TRAITEMENT :
Tant que x < 50, y prend la valeur x + 1
Tant que y < 51,
Si 13x+ 19y =1 000, alors
Afficher « nb de femmes », x, « nb d’hommes », y
nbsol prend la valeur nbsol + 1
Fin du si
yprend lavaleury + 1
Fin du tant que
x prend la valeur x +1

Fin du tant que
SORTIE : Afficher « nombre de couples solutions », nbsol

204

Programmes écrits avec différents langages : voir sur le
site en ligne.

Ontrouvex=17ety=41.Unseul couple solution (17 ;41).
Ily avait 17 femmes et 41 hommes ce soir-la a I'auberge.

102/ 1. a. A(O;2),G[;J. b. A(0;2),UGJ.

c. A(—4;O),G(OJ.
3 1
. =1
2. A(—2,5),u(_ 4].

d:(y—S)—(—4)(x+2)=0.

d:4x+y+3=0.

103( a. NB=3CN et NA = NB+ BA = 3CN + 2BM.
b.a:m+m:m+%m:§m+§m

2N = 2(CB+BM) = SeN+ 2BM
5 5 5 5



Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

b. Pointimage sur le cercle 6 de m, %, %,gg :I',J, B, C, A (dans l'ordre).

ﬁﬁﬁﬁﬁ T 5t 7w n

c. Longueur respective des arcs IA’, IF, B'F, EB’, CF, orientés dans le sens négatif : FOrEETY n,?.
d. Pointimage sur le cercle 6 de —E, —E, —E, _S_n’ _3n :J, A, B’,F, J(dans l'ordre).
2 6 4 6 2
@ Réels qui appartiennent
4
al'intervalle [rt ;27] :_n’3_n’5_1t ;
3 2 3

< 3t w 2n m 2|
alintervalle]—-n;nl: —,——,—,—, —;
4 2 3 6 3
4m 31 3 2t 5
alintervalle [0 ;2 : ?n,—n,—n,ﬂ,—n,—n-

1 1 2
@ a. Longueur ¢ du c6té d’un carré de diagonale de longueur 1: c2+c2=1 soit 2= Sic= N %
2
1 3 3
Hauteur h d’un triangle équilatéral de coté 1: (5) +h? =12 soit h2= 2 ih= %

N . T , . . T , .
b. Dans le repére orthonormé (O ; 1, J) du plan, cos 2 est I'abscisse de B ; sin 2 est 'ordonnée de B.

; . ‘ . . b LT
De plus [OB] est la diagonale d’un carré et OB = 1. Comme les coordonnées de B sont positives, cos 2 et sin " sont

2 2
égaux a la longueur du c6té d'un carré de diagonale 1. D'ou cos% = % etsin % = %

N . T , . . T , .
c. Dans le repéere orthonormé (O 1, J), cos E est I'abscisse de C; sin E est 'ordonnée de C.

De plus, comme OIC est équilatéral et que les coordonnées de C sont positives, on a:

cosg =% Ol =% etsin g = ? (hauteur d'un triangle équilatéral de coté 1).

R . b , . LT , .
Dans le repere orthonormé (O |, J), cos . est I'abscisse de A ; sin c est 'ordonnée de A.

- . PR . R b 3 .1
En utilisant le triangle équilatéral OAJ, on obtient de méme cos 5 = % etsin—= 5

@ Les bonnes réponses sont a. et b.

Chapitre 11. Trigonométrie /205



Activité 1. Sur le cercle trigonométrique

A 2. Avec les notations de la figure ci-dessous :

a. Les points respectivement associés aux réels 0, , 2w, — 1, 3w, — 5t sont |, K, I, K, K, K.
3 5t 7
b. Les points respectivement associés aux reelsg ;—g 7“ 7“ sontJ, L, L J L.
Mn 7mt 15
¢. Les points respectivement associés aux réels r E, E,—E,—, —, n ontB,C,A CEF,J
436" 3 4" 6
7 7 15
B. 1. a. Deux réels positifs d'image M, : % et §+2n=—, d'image M, : Tn et 7n+2n—Tn;
5 5 13 ] 3 3 11
dimage M5 : 2T ot 2L yon —n; d’|mageM4:—net 2 op=-"
4 4 4 4 4 4
7 1 3
b. Deux réels négatifs dimages M; : AL, —%—2 =—-——; dimageM, et ——; dimage M, _Tn
11 1
et ——n; dimage M, : L et —ﬂ.
4 4
c. Unréelde]-n; n] dimage M : g; dimage M, : —%; dimage M;: ——; dimageM,: —
. - - 7 - 5
d. Unréel de[0 ;2m] d'image M; : g; dimage M, : Tn; dimage M5 : Tn; dimageM,: —
PYALp ML LV, L1, S P SV PN L, S S SO L AL SR PN
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
dsm_ dém m__, . mo Bn_ An m_ o oow
4 4 4 4 4 4
on 17m 25% VA 151 231
donc M, est le point image de tous les réels —, —, —, ——, ———, ———,
4 4 4 4 4 4
Activité 2. Une nouvelle unité de mesure des angles
1. Voir figure ci-contre. J c
2. Leslongueurs respectives des arcs ﬂ ﬂ', IAA ﬁS IC sont B
T nnT . A
264’3
10J=90; 10'=180; I0A=30; 0B =45; 10C = 60°. , ,
r o) I

Ces longueurs d’arcs et mesures des angles au centre
sont proportionnelles.

.10) = > radlans or=n radians ;

IOA— radians ; IOB— radians ; IOC— radians.
6 4 3
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Activité 3. Angles associés
1. a. Voir premiére figure ci-contre.
b. My(=x;-y); My(x;=y); M3(=x;y).

¢. Lepointimage duréel -test M,, celuide t + mest M,
etceluide w —t est M.

d. D'ou cos(-— t) = cos(t) ; sin(—t) = —sin(t)
cos(t + m) = —cos(t); sin(t + m) = —sin(t)
cos(m—t) = —cos(t) ; sin( —t) = sin(t) . L

2. a. Voir seconde figure ci-contre.

b. Conjectures: M, (y;x); cos(g - t) =sin(t) ;

. (m _
sm(z - tj = cos(t). X

Activité 4. Comparer cos (2t) et cos t

1.

. n n n n .
6 4 3 2

cost ﬁ ﬁ 1 0 -1
2 2 2
1 1

cos (2t — 0 —— -1 1

(2t) 5 >

Pour les valeurs de t du tableau, on remarque que cost # cos(2t).
2. a. Voir fichier sur le site www.didiermathx.com.

b. Les points M (cos t; cos (2t)) semblent appartenir a la parabole déquation y = 2x% - 1.
Conjecture : cos (2t) = 2cos? t - 1.

c. Larelation est bien vraie pour les valeurs de cos t et de cos (2t) du tableau du 1.

T T n n
t — — - - L
6 4 3 2
2cos?t-1 1 0 1 -1 1
2 2
Travaux pratiques J "
TP1. Equations trigonométriques i
A. Equation cosx=a
I
1. a. Voir figure ci-contre. ols 1
L 1
b. (Ol W) :g (2m) @ W) = —§(2n). Donc les }
solutions dans ]- it ; ] de I'équation cos x = % o

T L
sont—et-—.
3 3
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n
X=—+kx2n
1 3
¢. Les solutions dans R de I'équation cos x = 5 sont les réels x tels que ou (ke Z).

x:—E+k><21t
3

V2
2. a. De méme, on place sur le cercle trigonométrique les points N et N” d'abscisse 5

— 3 — 3 2 3 3
(6I, ON) = Tn (2m) (6I ON’) = _Tn (2m). Donc les solutions dans ]- & ; ] de I'équation cos x = —g sont TTC et _Tn et

3n
X=—+kx2m
4
les solutions dans R les réels x tels que ou (keZ).
3n
X=——+kx2m
4

3 3 5
b. Les solutions dans [0 ; 2rt[ sont donc Tn et— Tn +2n= Tn

3. a. - 1 =<cosx = 1doncles équations cos x = 1,5 et cos x = — 3 n'ont pas de solutions.

b.-1<ags1.

4. a. Voir figure ci-contre.

b. Les solutions dans R de I'équation cos x = 0,25 sont
x=0+kx2n

les réels x tels que ou (k € 2).
X=—0+kx2m

/3

—-4

0,5

c. Dans [0; 2], les solutions sont 0 et -6 + 2.
0 =13181et-0 + 21 = 4,9651.

N\

B. Equationsinx=a b
1. a. Voirfigure ci-contre.

: P - P
b. Les solutions dans ]- m; m] de léquation sinx = — R

2 o 6

51

T T .
sont — et — = - — et les solutions dans R sont les T
6 6 6 o
T
X=*+k><2TC - 0,57
6
réels x tels que ou (k € 2).
- ;
X=m——+kx2n
6
2. a. Voir figure ci-contre. i
. ” . . 3
Les solutions dans ]- & ; ©t] de I'équation sin x = —g
T 2n T
sont-—et——.
3 3
DansR, ce sont les réels x tels que
_\3
=2
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x:—E+k><2n
3
ou (k € Z).

2
x:—?n+k><27c

b. -— + 2t = Bl et _2n +2n = ﬂ Les solutions dans [0 ; 2x[ sont 5—ﬂ:et ﬂ
3 3 3 3 3 3

X=0+kx2m
3. a. Les solutions dansR de I'équation sin x = 0,3 sont les réels x tels que : ou (k € 2).

X=T—o+kx2n

b. Solutionsdans]- ;] :aetm— ox avec = 0,3047 et T — ox = 2,8369.

x=o'+kx2n
4. DansR:sinx=-0,2 & ou (ke2z)
xX=m—o' +kx2%

T
ol o’ est la solution de cette équation qui appartient a l'intervalle }E E}

Dans ]-m; ml, les solutions sont o’ ett— o’ —2maveca’ = —0,2014 etwt— o' — 2w = — o’ — T = — 2,9402.

Al Pour aller plus loin

1 1 1
1. On pose X = 2x. Léquation sin 2x = 3 s'écrit sin X = EX D'apres B.1, les solutions de I'équation sin X = 3 sont les réels X

X=E+k><21t 2x=E+k><21t x=£+kxn
6 1 6 12
tels que: ou (ke Z). D'ou sin 2x:5<:> ou (k e Z) soit ou (keZ).
X:n—E+k><21r 2X=1‘C—E+k><21'c x=5—n+k><1t
6 6 12
1 17
Les solutions dans [0 ; 2r[ sont : 1 L £+ 5—+ncest -a- dlrel S—H ﬂ —n
12" 12"12 12 12"12" 12 " 12

1 1 1
2. Posons X =x—%. L'équation cos(x - %) = 5 s'écritcos X = > D'aprés A. 1. les solutions dans R de I'¢quation cos X = By

X= kil + kX2
3
sont les réels X tels que ou (keZ).

X=—E+k><2n
3

X—E=E+k><2n x=7—n+k><2n
- 1 4 3 12
Dol cos (X—Z):E@ ou (k € Z) soit ou (k € Z).
x-Z=-Likxon X=-2tkx2m
4 3 12
7
Les solutions dans ]- 7t ; ] sont : —net—l
12 12

TP2. Charge d’une batterie
u(t) = 124/2 sint.

1. u(t)—E>O<:>12x/fsint—12>0<:>sint> <:>sint>72.

T
V2

2
La charge n'a lieu que si u(t) - E > 0 c'est-a-dire si sint > —.
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2. a. Lesimages des solutions de l'inéquation sint > ER sont les points de I'arc PP’ parcouru dans le sens direct avec P

3
image de% et P’image de Tn

’_\P
3n
4
T

I

1 o K |N§‘_‘

b. Donc la charge s'effectue lorsquet € }g%[

TP3. Lancer du javelot

2

L X 1 X . X
A. 1. Commev,# 0etcosa#0(carae [O ; ~[), onat=———etdoncy =——g————+(vysino)————+h,.
2 Vocosa 27 vgcosc o vocosa

g 2, sina
2v3 cos? o cosa

G appartient bien a la courbe d'équation: y = X+ hg.

2. On reconnait I'équation d’une parabole.

B. 1. a. Lorsque l'objet retombe a terre les coordonnées de G sont x = OP (avec OP > 0, distance) et y = 0 donc OP est

g 5, Sina
X2+

2vicos?a cosa

la solution positive de I'équation : — x+hy=0.

2 .
1% . . . B 1 sinax
On pose a =-2. 'équation précédente s'écrit: — 3 X2+
g 2acosa coso

b. 1" méthode:

} 2h, I 2h
ae[O;g[donc cosa>0etsinaz> 0. De plus, y/sin2o.+ =2 > 0 donc sinoc+ 4/sinZ0+ —2 > 0.
a a

| 2h ]
Commea>0,0nabien: a(cosa)(sina+ sino+ —2 |> 0.
a
e . . .52k . i .
On vérifie ensuite que a(cos )| sina+ 4[sin“a+ — | est solution de I'équation du a. et on conclut.
a

2¢ méthode:

L'équation du a. est une équation du second degré. On calcule le discriminant D :
L\2
in 1
A:(—S oc) —4><(—7J><ho
coso, 2acos?a

L2

2h 1 2h,

A:(smaj L S (sin2or+ o)
cosar)  acos?a cos?a\ a

A > 0 donc I'équation a deux solutions.

_sino JA
OP est la solution positive d'oti OP = %
(- 2reoa)
o

2acos?

i 2h
OP = a(cos? ) [— e \/g(sinzoﬁ O)J
cosa \ cos2o a




OP = a(cosa)[sina+ 1/sin205+ Zhoj
a

2. Onsuppose h, = 0.

2
a. Dans ce cas, OP = a(cosoc)(sinoc+ \/sinzoc). Or sina > 0 donc OP = 2a cos asina = a sin (2¢) soit OP = v—osin(sz).
g

Pour v, fixée, comme g est une constante, OP est maximale lorsque sin(2a) est maximal c'est-a-dire lorsque sin(2a) = 1

soit pour 2a = 90° c'est-a-dire a = 45°.

C. Onsuppose que hy =2 m.

1. a. Fichier sur tableur : voir sur le site www.didiermathx.com.

b. =A5*PI1()/180

d. Avec la valeur de hy placée en cellule B1, la formule a entrer en C est :

=((C$4)72)/9,81*COS($B5)*(SIN($B5)+RACINE((SIN($B5))A2+(2%9,81*$BS 1/((C$4)A2))))

2. a. Voir fichier tableur sur le site www.didiermathx.com.

Pour hy =2 m, I'angle (a 1° prés) permettant d'obtenir une portée maximale pour v, =25 m.s ' est 44°.

Cet angle est aussi de 44° pour chacune des vitesses initiales du tableau.

b. Pourv, =27 m.s7!, on obtient une portée de méme ordre de grandeur que celle du lancer de Barbora Spotakova.

c. Voir deuxiéme fichier tableur sur le site www.didiermathx.com.

Pourv, =26,4 ms~'eta=38%,0naOP=714m.

Pourv, = 26,3 m.s"eta=39° onaaussiOP=71,4m.

d. Pourv, = 26,4 ms~'eta=39°,0naOP=719m (71,9 >7142).

Exercices

SANS CRAYON, NI CALCULATRICE
(1[3x-2y=0
742-2)
2’4
(3 [ Aveclaxe (Oy): A (0;-5)

Avec l'axe (Ox) : A < 0 donc pas de point d'intersection
avec (Ox).

(4/F(2)=-36

@ Méme taille moyenne que 3 filles de Tm 63 et
4 garcons de 1 m 70. Or la moyenne de 0 avec un effec-
tif de 3 et 7 avec un effectif de 4 est 4 donc, par transfor-
mation affine, la moyenne cherchée est 1 m 63 + 0 m 04
soit 1 m 67.

57 . i
@? est la seule mesure qui n'est pas principale.

(7 [18°;54;60; 240.
Q T 2n Stom
9'9 "18"12°

@cost:O«:}t=§+k><naveckeZ.

cost =1<t=kx2maveck € Z.

sint:—1<:>t:—§+k><21t aveck e Z.

(R,A—E) = %(ZR) ; (@,ﬁ) = —%(Zn) ;
(cD.F)- %“(zn) ;85,88 =L em.

1| cos(@a—m)=~-cosa; sinZn+a)=-sina;
(311: ) .
cos| — —a|=—sina.
2

ENTRAINEMENT

(12]a. K LA C b. L,C',B.

13| a. D,EF. b. K,D’, E.

n 3t 2. 51
a. —;—;——. b. —.
4" 4’ 3 6
15] a. Let—E; Ketm; Let—E
2 2
b. CetE; BetE; letO.
3 4
C. Fets—n; B'et—E; A’et—E.
6 4

6
d. D’et—z—n; Let—E; Ketm.
3 2

Chapitre 11. Trigonométrie
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(16/a. Z;-2%,2% b, 0;21;24n
2 22
o F._5m l9m 3m. _5% 1
"3 37 3 Y4’ 4 47
b. IJ c. AC
KD b. K c. CB
(18] a. [“5“]

0|,

6

c. +T; —Sl}u[o Tc]et[ 7671

T T T 5m

d.|-=;=]et|0; 2
-5sleos oS

e '_n-_zl} [Zl-n}et[zlﬂ]
N AN S P 3'3])

P '_n._E] [@.n]et[f’j.ﬂ]
N I e P 6 6

(19[a. 36

f. 135

b. 72
g. 210

c. 75 d. 54
h. 300

e. 150

20 11,25; 45; 67,5; 112,5; 202,5; 337,5.

a.— b 2n c.m—n d Bl e on
12 3 9 3 18
f. on g. o h. 29m
12 6 180
T
22| 1. a. 2mR b. nR,ER

2. a. Unradian est la mesure d'un angle qui intercepte
un arc de longueur 1 sur un cercle de rayon 1.

b. Un angle de 27 intercepte un arc de 2nR donc on
obtient le tableau de proportionnalité suivant :

Angle au centre 2n a
Longueur de I'arc 27R L
d'ou L=0R.

c. Poura=m,onal= mRet poura:E,ngR.

Dans un cercle de rayon R, la longueur d'un arc d’angle
au centre 1 radian estR.

@% <1< g donc M est sur I'arc BC.

a.E b. _r c.E d.E e. I f. ——
2 2 2 4 3
3 2
(25[a. - %;- T, 3%, p, _20.T.T
3 4 3 6 2
c. T;0;0 d —z—n;s—n;ﬁ.
3 6 4
a. r b _r C _r d. —21
3 3 3 3

2. (ﬁﬁ) = —(R,ﬁ)(ZTE) donc (ﬁﬁ) = %(Zn).

De méme, (TCHB) = —%(Zn).

(KBK@) = (KISKE) + (RK@)(ZR) donc

(AD, AB) = g(zn).

3. (ﬁﬁ) = (ﬁﬁ) + (FBFE)(ZT:) donc

(E,KE) =0(2m) : donc A, D et E sont alignés.

1. DFA est isocele de sommet A et

FAD="—"_" joncDFA =" et(ﬁ,ﬁ-\) = f;—n(21t).
2 3 6 12 12

2. BFE est isocéle de sommet B et EBF = g donc

<= Tt = L
BFE=~ et (FB,FE) = 2@m

3. (F5,FE) = . FA) + (FA.75) + (.7

% +§+ Ton (2m) donc D, E et F sont alignés.
30| a. —EetE; b—Eet—S—n; c.—3—net3—n.
6 6 6 6 4 4
31| Dans}-m;n: a.—EetE; bfet3—n
3 3 4 4
27 T
c. ——et-—.
3 3
Dans[0;27 : a. Eets—n, b, X ta—n ﬂets—n.
3 3 4 4 3

b. t=—2?n+k><21tout=2?n+k><2naveckel.

@a. t=—g+k><21tout=%+k><2n aveck e /.
b.t=n+kx2mwaveck € Z.

TR . 5
c. Cette équation n‘a pas de solution car—T <-1

o

.tzz?n+k><2nout:§+k><2n aveck e 7.

e. t=—g+k><2nout=—5?n+k><2naveckez.

f. t=kxmaveckeZ .



— ; 2_ -
Dans]—n;n] : a.[ gg] b. EZ?TC[ a. On pose X = sint etonrésout2X? —3X +1=0.

A=TdoncX;=1etX, =%.

37 37
C. +m;— U 7 ST 1
- 4 i 5 T o 25in2t—3sint+1:04:)sint:1ousint=5.
Dans[0;2n: a. [O;f}u[—;Zn{ b. },—[ T T 5T
1B 57 3 3 33 Dans |- 7t ; 7], les solutions sont — ; — et —.
¢ PX. ) 26 6
el b. On pose X = cost eton résout2X2 — 33X +3 = 0.
@Dans]—n;n] : A:3doncX1=£etX2=x/§.
a 1 - 5TE:|U|: n_n}u[mt.n} 2
. [ T T - — 3
- 6 6 4 4 2C052t—3\/§COSt+3=0<=>COSt=£OUCOSTZ\/E.
ol e ool 2
177 2 2’ "6 6’ Dans]—Tl',;TC],|ESSO|Uti0nSSOHt—gEtE.
T
4

oansiorzt: 0] T G2 (@] 1. o Ponen

b. [E;g—n} c. [O;E[UP;M[. b. sin2a= 0,36 et sina> 0 donc sina = 0,6.
2 2 6 6
c. o=0,64
1.33sin25 i
1. siniy = 22 gonc i, = 34°, 2. a. PointN.
1 1 b. sin2a= 0,36 et sina< 0donc sinae= - 0,6.
2. Sii, =90°,sini; = —— donc i, = 49°. C o~—064
1,33 * ’
Si‘iy >, alors sin i; >sin j; [car ijeti, sont des angles 41 a. cosa—— J08a b. coso— J0.84
compris entre 0° et 90° (voir le cercle trigonométrique)].
n n
Donc —L sin i; > —L sin i, soit sin i, > sin 90° ou encore _E[T) _
gy S sin 2 (42 1. E(O)—E(E)—E(n)—o

ini, >1 i im ible. Il n’ lus réfraction.
sini, ce qui est impossible y a plus réfractio 2. E(f) = - cOs t - OS t +2€05 t = 0

T n
@ 1.3t= 3 +kx2mou 3t = 3 +k X 2m avec En utilisant les formules des angles associés

keZ.
€ (propriété 7), on trouve :

L 2n b 2n
2.t=—§+k><?0ut=g+kx?aveckez. a. - cost b. 2sint c. —cost

b i
== —= . . (8
a. cos(t+4) cosZt@t+4 2t +kx 27 sm( ;):—a; sm(%t):—a

out+E:—2t+k><21t avec keZ<:>t=£+k><21‘t 57 T T
4 4 cos——csz—7 =a
out:—%+kx2?naveckel. % 10— 245
- 1.5| 2= = t 0<— <= donc
b. cost = sin2t < cost = cos(— — 2t) 16
2 1 10 - 245
T e sin— = ———.
St=—-2t+kx2mout=——+2t+kx2mavecke Z 5 4
2 2
T 2T T T \/§+1 . T 10—2\/§
ot==+kx=—out==+kx2maveck eZ. 2. cos(——) = et sin—-—=———"-"
6 3 2 5 4 5 4
c cos(Zt—E)zcos(t+£)<:>2t—£=t+5+k><2n cosﬂ:—\/g-l_] et Sinﬂtzﬂ.
4 6 4 6 5 4 4 !
0u2t—E:—t—E+k><2naveckeZ 3n T T . T 10 — 25
4 6 C0s— = Cos| ——— |=sin—= ———
2 5 4
<:>t—5n+k><2n0ut— Tc+k><2naveckeZ J5
== =— = : +1
12 36 3 et sinﬁ:sin(ﬁ—ﬁ):cosﬁz >+
10 2 5 4

. b4
d. cost = sint < cost = cos(z— )

(46 b. cos-‘ﬂt:cos(ﬂﬂ)zm
12 4 6 4
@t:E+k><7taveckeZ. etsins—nzsin(ﬂ+ﬁ)=M.
4 12 4 6 4

@t:g—t+k><2nout:—§+t+kx2naveckez
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coslin 5t w . ST \/g + ﬁ
=cos| —+—|=—sin— _
12 12 12 4
11 5 J6-2 J_
etsin— = cos—
12 4

% 7
1. cos (2t) = 2cos?t - 1 :Z(J —-1=—-=
3 9

1 8
2. cos?t+sin2t=1doncsin?t=1-cos?t= 1—5:5.
Orte[o;ﬁ:ldoncsint>0etsint=\/§:&.
2 9 3
sin (2t) = 25|ntcost—2x§ %:%

a. cos2a = cos% = Q

2
1+ cos T
2 2+
b. cos?—== 4 _ or cos —=>0
8 2 4
T +42
donccos— = .
8 2
T
1-cos — 5
sin2 = = = or sin=>0
8 2 4
o -2
doncsin— = .
8 2

En utilisant les formules d’addition et en simpli-
fiant, on trouve :

! ( ch ' ( n) in? 3
sinft+—|sinft ——|—=sin“t = ——.
3 3 4
.1 cos( j /1+COSX carﬁe[o;g}
2 2 2

2. VARIABLES : ¢, X, n nombres.

ENTREES : Saisir n

TRAITEMENT : x prend la valeur &, ¢ prend la valeur - 1
Pouri=1an

1+ ¢

X
X prend la vaIeurE, ¢ prend la valeur

FinPour
SORTIE : Afficher « cos », x, « =»,c

@ ( n) V2 N/
1. cos|t —— |=—cost + —sint
4 2 2

et sin(t - E) = Qsint - Qcost.
4 2 2

. b4
2. a. cost + sint = ﬁ@cos(t _Zj =1

<:>t=%+k><2naveckel.
b. cost—sintzx/z(:)sin(t—g):J

<:)t=—§+k><2naveckel.

[52]1.

cosocosfB —sinosin = — ——in—i
J_ NN T RN
or cosacosf — sinasinf = cos(a+ ) donc
1 T
cos(a+f)=—=.oetB sont dans[O; 7]
(a+p) N n
donco+f € [0 ; E] donca+f = us
2 4
@1. a. Oui b. Non c. Non d. Oui
NE]

2. cos2t = 2cost—1=

3.a. 2te[0;n[

b. 2t=Eetdonct=£.
6 12

4. a. 2t €]—-m; 0]

b. 2t=—Eetdonct=—£.
6 12
1. t=kx2m ett=§+k><21taveckeZ.
2 2
2. x/Ecos(t—E)=x/§ £cost+£sint =cost +sint.
4 2 2
3. cost+sint:1<:>\/5cos(t—gj:1@

1
cos(t—Ejz—@t=k><2nett=£+k><21tavec
4) 2 2

keZ.

@ 1. Dans OAA’, h = dsin(g— 9) = dcos 6
etdans O'AA’, h = d’sin(g - 9') =d’cos 6’
Dans OAA’, OA’ = d cos (g - 9) = dsin 6

etOA’=a+0O'A"=a+ d’cos(g - 6’) =a+d’sinb’.

cos6
cos’’

2.d' =

3.dsinf=a+dsin@’=a+d cosO, sing’
coso

donc dsinf cos®’ — dcos 6sin6’ = acosf’

doncdsin(f —0”) = acosf’ doncd = ﬂ.
sin(@ — 0")
On en déduit h = M_
sin(@ — 6”)
56 | 1. Vraie

2. «Sisinx = %alors: 3TTE+k><21t (keZ).»
La réciproque de la proposition P est fausse.

- NG 3
«Sisinx # -5 alors x # 7 + k x 21 pour toute valeur

dekdansZ.»
La contraposée de la proposition P est exacte.



@ 1. Pour que cos x = ?, il suffit que x = g

2. Pour que (KM KE) =0 (2m), il faut que les points A,
M, B soient alignés.

3. Pour quessinx > 0, il suffit que x [0; wt].

4, Pour que (KE K(E) = g (2m), il faut que le triangle
ABC soit rectangle en A.

Alicia trouve une solution de I'équation.

Bastien obtient une valeur en degré de l'angle de
cosinus 0,5.

Caroline trouve les deux points du cercle
trigonométrique qui sont les images des solutions.

1
cosx:f@x:5+kx2noux:—E+k><2n
2 3 3

aveck e Z.

3

7
doncp:3Tn—6><2n:

Avec x:y—n, a:%, E(@=6 et a<E(a+0,5
K
3

Avecx:%,a:%,E(a):.%etasE(a)+0,5

41 5
doncp=?n—3><2n=?n.

4 17
Avec x:—%, a:?, E(a=-4 et a>E(@+0,5

doncp:—MTn+3><2n:—%.

Cet algorithme semble calculer la mesure principale
d'un angle. E(a) est un entier donc x, x —E(a) X 2r et

x —[E(@)+ 1] x 21t sont des mesures du méme angle
orienté.
Sia<E(a)+0,5 commeE(a)<a,E(@<a<E(@+0,5

donc0=<a—-E(a)=<0,5donc0 =< ZL —E(a)=<0,5
b

doncO=x-E(@)x2n<=mdoncO<p=<m.

Sia>E(@+0,5 commea<E(+1,
E(@)+0,5<a<E@+1donc0,5<a—-E(a)<1

donc—0,5<L—E(a)—1<0
271

donc-nt<x—E@+Nx2n<0donc-n< p<O.

Travail personnel

Pour les exercices a : voir corrigés en fin de

manuel.

APPROFONDISSEMENT

1. Dans OLM, d” = 6 370,854 — 6 3702 soit
d =104,311km.

6 370
6 370,854

I'arc NL est 6370 x cos™" _ 6370
6370,854

Dans OLM, cos MOL = donc la longueur de

J ~ 104,301 km soit

environ 10 m d'écart avec d.
2. Lalongueurdelarc LB est210- 104,301 soit 105,699

a1l mpres.
105,699

Donc la mesure en radian de LOB est 0 Soit M’ le

point le plus bas sur la paroi du Monte Cinto visible du

point M. Dans OLM’, OM’ = OL\ =~ 6370,877 km

cosOLB
donc on peut voir les points situés entre 877 m et
2710m sur les parois du Monte Cinto a partir du
sommet du Mont Chauve.

90 | A. Voir le site www.didiermathx.com : il semble que
E soit la demi droite ]IC).
B. 1. En construisant un représentant de AB dorigine |,

ona (EE) = _2?11: (2m).

2. Me E@(Wl,ﬁ)z—%“ 2n)
= (iW1€) + (C,A8) = -2 2m)
«:)(W\,E)—%T%—%n (2m) & (IM,IC) = 0 (2m) = IM et

IC sont colinéaires et de méme sens < M ]JIQ).

a. E est la demi-droite ]BA).

b. E est la demi-droite IBA”) ou A” est le symétrique de
A par rapport a B.

c. Eestladroite (AB) privée du segment [AB].

d. E est le cercle de diamétre [AB] privé de A et B.

92 | 1. sin3t = —4sin3 t + 3sint

cos 3t = 4cos3t - 3cos t.

93 1.
CMN est isocele quelque soit la position de M car
CMZ2=CN2=a? + (a-x)2
De plus MN2 = 2x2, on en déduit que CMN est équilatéral
si et seulement si a2 + (a - x)? = 2x%.

Clest-a-dire x2 +2ax - 2a?’= 0. A=12a% donc
x=-a-av3<0oux=—a+a3 e[0;al

1" méthode : on pose AB=a et AM = x.

Donc CMN est équilatéral si et seulementx = a(\/3 -1

2¢ méthode : posons AB = a et MN = b et désignons par
I le milieu de [MN].
MCN triangle équilatéral équivaut a:
(AC) médiatrice de [MN] (car AM = AN et CM = CN) et
AC:CI+IA:b—3+9.

2 2
Comme AC = a+/2 nous obtenons :

Chapitre 11. Trigonométrie

215



216

av2 = 2(1 + \/E) c'est-a-dire b = 1207\/5 d'ou

+3
b . L
AM = E\/E (car AIM triangle rectangle isocéle en )
2a 20(\/5—1)
soit AM = = =a(\3-1)
1+4/3 2 ( )
BM:a—AM:a—a(ﬁ—n:a(z—ﬁ).
2. Dans ce cas, BCM = rr_r et dans BCM,
4 6 12
@n® _BM_a-a3-v_,_ =
12 BC a
cosn CB a 1 ot
12° M V2aW3-1) 263 -

Cos(sjj_s n _BM_a-aR3 -)_ 2-43
12 12 M Va3 -1 23 -1

1. D'aprés la calculatrice, a = 1,26 a 0,01 pres.
T
2.a.te [7;7]
32
-1-+5

b. cos2a=2cos?a—-1= Tet

2
cos4a =2cos?2a —1= 2)([—1;\/5) -1

5 -1
4

= Cosa

C. cosda=cosa=4a=a+kx2n

0u4a:—a+k><21taveckeZ(:)a:kxz?n

J5 -1 1
S
4 2

ou4a=k><2?naveckeZ.Or

2
donca e [E;E} On en déduit que a = —n.
32 5

b L
1. x = 2 est une solution évidente.
1 1
2. cosx +sinx =2 & ——cosx + ——sinx = 1
V2 V2
T L T
& COS—COSX + sin—sin x =1 <:>cos(x—— =1
4 4 4
b T T
De plus x e[ } donc x — — e[ } donc la seule
2 4 4’4

. T . L
solution est x — — = 0 soit x = —.

3. Léquation est équivalente a X +Y = V2. De plus

cos? x +sin? x = 1 pour tout x, donc X2 + Y2 =1.
. . . 2 .
On obtient donc l'équation X2 + (\/2 - X) =1 soit

2
— 242X +1= 0 clest-a-dire (Xﬁ - 1) =0.

—_

1 1
On en déduitque X = — etY = —— soitcosx = — et
a 2 2 2

. T
puisque x € [0 ; E}

. 1 . T
SINX = —=puisque X = —
72 P 4

4. (cosx +sinx)? = cos? x + 2cos xsinx + sin? x
=1+ sin(2x).

Puisque x € [0 ; g], cos x> 0 etsinx>0donc

cos x +sin x> 0.0n adonc: (E) & (cosx + sinx)? = 2

& sinx) =1. Orxel: 2}donche[O .

On en déduit: sin(x) = 1< 2x = g & X =§

5. Les trois démarches permettent de résoudre

. . L . L
I'¢quation sur [0 ; 5} mais seule la troisieme ne permet

pas de la résoudre sur R.

@1 sin 8t _ 2sin4t cos4t _ 4sin2tcos 2tcos 4t
* 8sint 8sin t 8sin t
8sint cos t cos 2t cos 4t
= - = COst cos 2t cos 4t.
8sint

Sinsl sin(n + E)
7 7

T 2n
2. COS—COS—COS— = P
7 7 7 85in7

8sinE
7

. T
—5|n7 1

85inE 8
7

@ a. Dans ABD rectangle en B, AB =sin b, BD = cos b.
Dans ACD rectangle en C, AC = sin a, DC = cos a.

b. CDB = a - b, CBO est I'angle au centre interceptant le
méme arc que l'angle inscrit CDB donc COB = 2(a-0b).
Soit | le milieu du segment [BC]. BOC est isocele en O
donc (Ol) est bissectrice de BDO et OIC rectangle en O.
On déduit que COl=a—-betIC=0C sin(a - b) donc
BC =20Csin(a - b) =sin(a - b).

c. ABxCD+BCxAD = ACXxBD

donc sinbcosa + sin(a — b) = sinacosb

donc sin(a - b) =sinacos b —sin bcos a.

98 | 1. Le pentagone ABCDE est régulier donc
— 2 — 4
(0A,08) = ?’t (2m), (OA,0C) = ?“ Qn),

(OA,OD) = 6?“ Q) et (6K,6E) ~ 8% o,

2. A(1,0), B(cosz—n;sinz—nj C(cosﬂ smﬂ)
5 5 5 5

6w . 6T 8t . 8n
D| cos—;sin—|, E| cos—;sin—
5 5 5 5

2n 4T 61 8n
14+ cos— + cos— + cos— + COS—
Y 5 5 5 5

27 an 67 8n
sm? +sin— + sin—+ cos?



27 8n
COS— + COS—

3. 0B+OE| ° > |donc
. LT . I
SiIn— + sin—
5 5

2 2
. cos—n + cos(2m — —n)
OB + OE donc
L2 T
sin— + sin(Qn — —)
5 5

21
OB + OE 2cos ? donc OB + OE est colinéaire & OA.
0
2cos— an
De méme, OC + 0D 5 (donc OC + OD est
0

colinéaire a OA. Or, V = OA + OB + OC + OD + OE donc
V est colinéaire a OA.
4. a. V est colinéaire 3 OA et 3 OB. Or OA et OB ne sont

pas colinéaires car (ﬁ, FB) = Z?TC (2m), donc V=0.
b. La premiéere coordonnée de V est nulle donc

2n 47 6n 8r
1+ cos— + cos— + cos— + cos— = 0 donc
5 5 5 5

27 4T 4T 27
T+ cos? + cos? + cos(2m — ?) +cos (2w — ?) =0

2n 4
donc1+ 2cos? + 2cos?n 0.

4 2
5. a. cos—~ = 2c0s22F _q
5 5

2n

21
donc1+2cos— + 4cosz? -2=0

2
donc 4c052?7t + 2cos?n —-1=0.

b. A =20 donc les solutions de 4x2 + 2x - 1 = 0 sont

—1++5 —1-5
=—etx,=——

2n T
X1 = = .Or—¢€[0; -
! 4 2 4 Y
donc cosz?n €[0; 1] donc cosz?n = #

A. Voir sur le site www.didiermathx.com.
B. cos AMB = cos(m - B/M\H)
= cos AMH cos BMH + sin AMH sin BMH
MH MH AH BH
AM BM BM T AM AM “BM BM
_ x2 +(16,20 + 5,60) x 16,20
© Ix2+21,82Vx2 + 16,22
2. Lafonction a introduire dans la calculatrice est
x2 + (16,20 + 5,60) X 16,20
Jx2 +21,82x2 +16,22
3. En choisissant comme fenétre, par exemple
0<x=<100 et 0<y =10, on obtient un angle

cosm\B—

cos~(

maximum égal a 8,47° a 0,01° prés pour une distance
HM égale a 18,79 m a 0,01 m prés.

C. 1. Oestle centre du cercle circonscrit a ABM donc O est
sur la médiatrice de [AB]. (Ol) et (MH) sont perpendiculaires
a (AB) et donc a (HI). On en déduit que OIHM est un trapeze
rectangle de bases Ol et MH et donc OM =1H. De plus, OA et
OM sont deux rayons du cercle donc OA = OM et OA=H.

2. AMB = %KO\B car l'angle inscrit AMB intercepte le
_— 11—
méme arc que l'angle au centre AOB et AOI = fAOB

cardansle trlangle AOB isocele de sommet O, (OI) estla

bissectrice de AOB. On en déduit que AMB = AOI.

Al A
Dans AOI rectangle en |, sin AOI = _ A8
AB OA 20A

donc sin AMB = ——.
20A

3. AMB est maximum quand sin AMB est maximum.
A
Or AB est constant donc ﬁ est maximum quand OA

est minimum. On a montré que OA = IH donc OA est
minimum quand OA =IH=HB + Bl = 16,20 + 2,80 = 19.

On a alors sin AMB = 3:60 ce qui donne AMB = 8,47 &

0,01° prés. De plus, OM = OA = IH donc dans ce cas,

OIHM est un rectangle et
HM = Ol = JOA2 — AR = /192 — 2,82 = /353,16 soit

18,79 ma 0,01 m pres.

PRENDRE DES INITIATIVES

Evreux : latitude 49°03 N et longitude 1°08 E.
Montauban : latitude 44°02 N et longitude 1°20 E.
Rayon de la terre : 6 371 km.

On peut donc considérer qu’Evreux et Montauban sont
sur le méme méridien et que l'écart de latitude est 5°

. 5m s .
soit — = — radians.
180 36

Longueur de I'arc de cercle (en passant par surface) :

6 371% - ~ 555,975 km.
36

Longueur du trajet souterrain en ligne droite :
2% 6371xsin2,5° = 555,798 km.

Il'y a moins d'un kilométre d'écart.

Egalité sur les périmétres (en prenant l'angle en
radians) : 2b + ba = 4a.

PR . ob?
Egalité sur les aires o= az.

2+ ab
De la premiére égalité, on déduit a = % et en

remplacant dans la deuxiéme, on obtient
ob? (2 + o)?b?
2 6

a2 -0)? =0soita=2.En reprenant I'équation sur les

et donc 8a = (2 + 0)? ce qui équivaut

périmetres, on obtient b = a.
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Enfin, on vérifie qu'avec x=2 et b= a le secteur
angulaire et le carré ont le méme périmétre et la méme
aire.

102| cos(a+ b+ ¢) = cos(a+ b)cos ¢ — sin(a + b)sinc
= cosacosb cos ¢ —sina sinbcosc
—sinacosbsinc—cosasinb sinc

_8X5X2-TX1X2-TXx5x1-8x1x1

- V654265

__ 65 _ 1
652 2

Ora+b+c>0donca+b+c=§.

1" méthode :

Par construction,H=AB =AB’=BF + h.
Dans OBF triangle rectangle en F,

BF H-h
tano=—= .
OF OF
Dans OFB’ rectangle en F, tan 8 = F8 = H+ h,
H-h H+h OF  OF
D'ou OF = =

tanoe  tanf’

Par suite (H—h)tanf3 = (H+ h)tan«
soit (H — h)M =H+ h)M ou encore
cos B cos o
(H—=h)sinB cos = (H + h)cos B sin
D'ou
Hsinf3 cosa— H cosf since= hsinf3 coso+ hcosf sina,
soit Hsin( — &) = h sin( + a).
Or B # a puisque h # 0,donc H = hw
sin(B — o)

2¢ méthode :
sin(or+ B) _ sinoccosf + sinf3 coso
sin(B — ) sinf cosa — sinazcosf
BF OF BF_OF
— X +—X—
BO B'O OB OB
B'F OF BF OF
X ———X
OB” OB BO BO
_ OF(BF +BF)
~ OFB’F-BP
= 2H = H douH=nh
2h h

sin(a + )
sin(8 — o)
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@ Dans APF, AF = 2cos 45° et APF = 45°.
Dans PIQ, IPQ = 120° — 45° = 75°,1Q = 3sin 75°
et PQI = 90° — 75° = 15°

Dans RCQ, CRQ = 90° — 15° = 75°

donc QC = 3cos 75° et QCR = 15°.

Dans HRM, HRM = 60° — 15° = 45°

donc HM = 5cos 45°.

On en déduit

AM = 2c0s 45° + 3sin 75° + 3cos 75° + 5cos 45°

soit AM = 8,62 m.

A M

ENGLISH CORNER

105/ a. &, T 2T b. 150°:140°; 120 . 150,
3'12° 12 r

106/ a. AB:%:L@
COSsS—

b. L'aire et I'angle au centre sont proportionnels donc

AB2
T =2ncm?

I'aire du badge est

c. Lalongueur de I'arc BC est g X AB = %n donc le

périmetre du badge est

2023)+ ?n = %(6 +1)cm.



Pour reprendre contact

Les réponses exactes sont :

@ AB2 + AC2=52 + 13 = 65 = BC2 donc ABC rectangle en A.

@ 1. a. -6+ 3-3=-6donc A n‘appartient pas a cette droite.

b. 4-12+9=1donc A nappartient pas a cette droite.

20’ il ed) ed)

3.a.4-3+¢c=0 © c=-1 b. -2-6+c=0 © c=8

2 2 2
B3 a. 2(x+§) -75  b. (y+42-14 ¢ -(t—EJ 2 A 4(z+l) +5

2 4 2
@1.a.0 b. -1 c.ﬁ d.ﬁ e.ﬁ f.—£ g. -1 h —ﬁ
2 2 2 2 2

2. a. FL=FGsin (43°)=2,05a 0,01 cm pres.
b. Aire (FGH) = FL x 2 = 6 sin(43°) = 4,09 3 0,01 cm? prés.

(5) a AC-AB+AD  b.DB=AB-AD  «c.BO-BC+.BA d.DE=_AB-BC

Activité 1. Défaut d’orthogonalité
1. OA2+0B2=25+2=27 et AB?=16+9=25.
OAZ? + OBZ # AB2 donc OAB n'est pas un triangle rectangle en O.

2. a. (OMN rectangle en 0) < OM?2 + ONZ = MN?
D'ou (OMN rectangle en 0) < OM?2+ ON2-MN2=0.

b. OM2+ON2 - MN2 = (x2 + y2) + (X2 +y'2) — [(x" = )2 + (y" = y)?] = 20" +yy")
c. Dot (OMN rectangleenO) < xx"+yy’=0

Activité 2. Norme d’un vecteur

1. |[u|=AB=5 et |v|=AD=3.

2. En mesurant sur la figure, on obtient AC=7,5cm a 0,1 cm prés, donc i + v[[=7,5a0,1 prés.
Comme [ld]| + V]| =8, |ld + V|| < [l + IV].

Chapitre 12. Produit scalaire
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3. Cette relation reste vraie pour tous vecteurs t et v du plan, lorsquon prend 3 points A, B et C du plan on a AC < AB
+ BC, 'égalité n'ayant lieu que lorsque B est situé sur le segment [AC].

Activité 3. Orthogonalité et configuration

1. (AB) L dcardesttangenteenBaT et [AB] est un diamétre deI"; (AC) L (BC) car C est situé sur I" de diametre [AB]
avecC=AetC=B; (0J) L (AC) car (0J)// (BC), (OJ) étant la droite passant par les milieux O et J des cotés [AB] et [AC]
du triangle ABC.

2.a. A b. B c. C d. C e ) f. )

Activité 4. Observation sur un logiciel
A. Signe du produit scalaire

2. Conjecture: si on de5|gne par a d la perpendiculaire en A a la droite (AB), lorsque C est dans le méme demi-plan
ouvert que B par rapport a d, AB.AC >0 lorsque C n'est pas dans le méme demi-plan ouvert que B par rapport a d.
AB-AC <0, lorsque Cestsurd, AB-AC =0.

SiA=BouA=C, AB-AC =0.

B. Vers une nouvelle expression

2. Conjecture : C étant situé sur la droite (AB) :

si C est situé sur la demi-droite [AB) : AB-AC = AB x AC,

si C n'est pas situé sur la demi droite [AB) : AB-AC = — AB x AC.

3. 2. AC = 2A8

b. Conjecture : les points C tels que AB-AC = 24 est la droite perpendiculaire a (AB) en C".

c. Conjecture: I'ensemble des points C tels que AB-AC = —12 est la droite perpendiculaire a (AB) passant par le point
C” tel que AC” = —%ﬁ%.

4. Bilan

a. AB-AC = 42 et AB-AD =—6.

b. Pour A # B, si on désigne par C’ le projeté orthogonal de C sur la droite (AB), AB-AC = AB-AC’

Activité 5. Combien d’'informations pour un triangle ?

1. Sion ne communique que les longueurs de deux cotés, on peut avoir €

un triangle bien différent selon : .
e les longueurs des trois cotés ;

¢ les longueurs de deux cotés et la mesure de I'angle compris entre ces  AB=4etAC=5 A

deux coOtés ;
e lalongueur d'un c6té et les mesures des deux angles adjacents a ce coté.
Remarque : celarevienta considérer les 3 cas d'isométrie des triangles et pour chaque casily aau minimum trois informations.

TP1.Un ensemble de points dans un repére
1. Observation
c. Conjecture : E est la réunion des deux diagonales, privée des sommets du carré.
2. Démonstration
—(x —(1=x
DM( ] et HK[ }
y-1 y
b. DM-HK =x(1-x)+y(y-1)=y2-x2 -y +x

Soit DM-HK = (y - x) (y + x— 1)
DM-HK=0 & (y-x) (y+x-1)=0



¢ Yy-X)(y+x-1)=0 < y=xou y=-x+1

y =xest une équation de la droite (AC).

y=-x+ 1 estune équation de la droite (BD). Comme M est a l'intérieur du carré, il en résulte que E est la réunion des
deux diagonales du carré, privée des sommets du carré.

TP2. Un probléme d’orthogonalité
1. Conjecture : A est la diagonale [AC] du carré privée des points A et C.
2. Considérons le repére orthonormé du plan (A; ﬁ?», E). Dans ce repere, M(x; y) avecO0<x<1et0O<y<1;H(x;0);

K(1;y)etO (%;%) (HOK rectangleen O0) < OH-OK=0

OH-OK=0 & (x—l)(l)+(—l)(y—lj=0
o 2'\2 2 2

Clest-a-dire y = x.

La droite d'équation y = x est la droite (AC). A est donc lI'ensemble des points de la droite (AC) a l'intérieur du carré,

c'est-a-dire la diagonale [AC] privée de A et C.

Autre démonstration. Analyse

SiHOK est rectangle en O alors [HK] hypoténuse des triangles rectangles HOK, et HBK est le diamétre du cercle passant

par O, M (car le milieu de [HK] est le centre du rectangle MHBK), H, B, K. Il en résulte que le milieu | de [HK] est tel que

10 =B, donc | est sur la médiatrice d de [OB], d est paralléle a (AC), car (AC) L (OB). d coupe [AB] en son milieu P et [BC]

en son milieu Q (d droite des milieux dans le triangle ABO paralléle a (OA) et droite des milieux dans le triangle OBC

parallele a (OQ)).

Le point M est tel que | est le milieu de [BM], donc la droite (Pl) passant par les milieux P et | des cotés [BM] et [BA] du

triangle ABM est paralléle a (AM). Or la seule droite passant par A et paralléle a la droite (Pl) qui est la droite d, est la

droite (AC). Donc M est situé sur la droite (AC) a l'intérieur du carré, donc sur la diagonale [AC] privée de A et C.

Synthése

Si M est un point de la diagonale [AC] a l'intérieur du carré, alors le milieu | de [BM] est le centre du rectangle MHBK et
la droite (Pl) qui passent par les milieux P et | des cotés [BA] et [BM] est paralléle a (AM), donc a (AQC). Or la seule droite
passant par P et paralléle a (AC) est la droite (PQ) médiatrice de [OBI. Il en résulte 10 = IB et comme | est aussi le centre
du rectangle MHBK IB = IH = IK. Nous obtenons alors IO = IH =K, O est donc situé sur le cercle de diamétre [HK], distinct
de Het K (car O est a l'intérieur du carré et H et K sont sur les cotés du carré) donc HOK est un triangle rectangle en O.

Al Pour aller plus loin

En se placant dans le repére orthonormé (A; AB, ﬁ), HOK est un triangle rectangle en O si et seulement si les
2 2

coordonnées (x ; y) dans ce repére sont telles que y = x. Alors OH2 = (x - %j + % = % + (y - %) =0K2

Donc OH = OK et le triangle HOK rectangle en O est aussi isocéle.

Remarque

2 2
1 1 1 1
Si HOK est isocéle en O, il n'est pas nécessairement rectangle en O. En effet OH2 = OK? < (x - E) + 2 =— +( - fj

1)2 12
Clest-a-dire :(x - 7j = ( _ ,j
2 2

Clest-a-direy=x ou y=-x+1.

Donc M est sur la diagonale [AC] ou sur la diagonale [BD], a I'intérieur du carré.

Or, d'aprés 2., HOK est rectangle en O si et seulement si M est sur la diagonale [AC] privée de A

et C. Il en résulte que si M est sur [BD] et distinct de O, a l'intérieur du carré, HOK est isocele en

O, mais n'est pas rectangle en O. A

Chapitre 12. Produit scalaire
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TP3. Choisir une expression du produit scalaire

EC - AG = (EB + BC) (AB + BG)

(EB+BC)(AB + BG) =EB - AB + BC - BG

EB-AB+BC-BG = - EB x AB + BC X BG — EB X AB + BC x BG = - EB X AB + ABX EB =0
DoncEC - AG =0 et (EC) est donc la hauteur issue de E dans le triangle AEG.

Al Pour aller plus loin

Une démonstration en géométrie repérée

En prenant (A; AB, A—D) comme repére orthonormé du plan.

Dans ce repére B(1;0),C(1;1),E(a;0)aveca>1etG(1;a- 1).E-E =(T-a)x1+1x(a-1)=0.

Donc les droites (EC) et (AG) sont perpendiculaires et (EC) est la hauteur issue de E dans le triangle AEG.

Une autre démonstration en géométrie non repérée.

(AC) // (BF) car BAC = EBF = 45°.

(BF) L (EG) donc (AC) L (EG). (AC) est alors la hauteur issue de A dans le triangle AEG, comme (GC) est la hauteur issue
de G. C étant le point d'intersection de ces deux hauteurs, il est I'orthocentre du triangle AEG.

Il en résulte que (EC) est la troisieme hauteur du triangle AEG.

TP4. Infographie : tracer un cercle
1. a. Graphique 1:E1; graphique 2: SE1.
1
b. E1 (Kt 15yp) i SET (6 + 15y, = 1) M1 (X, + 1 ;yp—E).
c. d=0M12-12
Sid < 0alors OM1 < r, le point M1 est donc a l'intérieur du cercle, on choisit E1.
Sid > 0alors OM1 > r; le point M1 est donc a I'extérieur du cercle, on choisit SE1.

2.a. b.
% d y 47\
0 20,00
1 -18,75 20,00
2 -15,75 20,00
3 -10,75 20,00
4 -3,75 20,00
5 5,25 19,00
6 -21,75 19,00
7 -8,75 19,00
8 6,25 18,00
9 -12,75 18,00
10 6,25 17,00
11 -6,75 17,00
12 16,25 16,00
13 9,25 15,00
14 6,25 14,00




TP5. Calculs de distances et d’angles en chimie

1. a. A

ACD étant un triangle équilatéral de coté a, la médiane (AJ)
est aussi la hauteur issue de A.

2
Donc AJ2 = AC2— JC2 = 3"7.

b. Dans le triangle équilatéral BCD de c6té g, la médiane
(BJ) est aussi la hauteur issue de B.

2
DoncB)2=39".
4

C J D
2. J
AJB est un triangle isocele en J car d'apreés 1. a. et 1. b.
JAZ=JBZ; comme | est le milieu de [AB], la médiane (JI) est
a? a* a?
aussi hauteur donc JIZ:JAZ—AI2:3——T:7. O
, . . , 12 a?
O étant le milieu de [IJ], on obtient OI° = e = s
3. O étant sur la médiatrice (1J) de [AB], A B
2 42 2
0B2=0A2= 0P + A= 4 9~ 39"
8 4 8

Il en résulte OB=0A = #.

En appliquant la formule d’Al-Kashi dans le triangle AOB, AB2 = OA2 + OB2 — 20A x OB x cos(AOB).
Comme OA = OB, AB2 = 20A2 - 20A2 cos(AOB)

D'ou cos(KO\B) =- %

Comme 0 < (AOB) < 180° AOB = 109° a 1° preés.

TP6. Une équation a la maniére de Descartes

1. (E):z2=az + b?

2
, 0,19
2 4

2.(F):22=8z+36
72=82+36 < 22-8z-36=0
Le discriminant est égal a 208.
++/2
Cette équation admet deux solutions dans R :w =4+213 et 4-213.

Descartes donne la solution positive 4 + 2V13.
,ﬁ+b2 _a++va?+4b? 8++208
4 2 2

On peut remarquer que a2 + 4b? est égal au discriminant 208. Et que :g +

3. a. Voir figure ci-contre.

b. MO:MN+NO=MN+LN=MN+% o

2 42
MN2=LM2=+LN2=b2+G) =%+b2

2
DoncMO=g+,/i+b2.
2 4

¢. MO - MP = (MN + NO)-(MN + NP) P
N milieu de [OP] doncNO = - NP.
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D'ou MO - MP = (MN - NP)- (MN + NP). Soit MO - MP = MN2 — NP2. NP = NL.
Donc MN2 - NP2 = MN2 - LN2 = LM2 = b2, Soit MO - MP = b2,

MO - PO = MO x PO car MO et PO sont colinéaires et de méme sens.
Po=2xPN=2xLN:M%:a.Donc%-%:axMQ

MO?2 =MO-MO =MO-(MP +PO). D'oti MO2 = MO - MP + MO - PO = b2 + aMO
Il en résulte que MO est solution de l'équation z2 = az + b2.

TP7. Géopositionnement
A. La trilatération
1. a. Voir figure ci-contre.

b. Sion aque deuxdistances PA et PB par exemple et que A,
P et B ne sont pas alignés, le cercle de centre A et de rayon B,
AP et le cercle de centre B et de rayon BP se coupent en un

second point P’ et donc P n'est pas déterminé de maniére P
unique.

Il faut donc prendre une troisieme distance CP.Si A, Bet C ne .

sont pas alignés et si les trois cercles de centre A et de rayon

AP, de centre B et de rayon BP et de centre C et de rayon CP KN
ont un point commun P, celui-ci est unique (c'est le cas de la
figureen a.).

2. Cercle €, de centre A etderayon AP=5:

(x+3)2+y2=25.

Cercle 65 de centre B et de rayon BP =10

(x-8)2+ (y-10)2 =100

Cercle 6 de centre Cet derayon CP =15

(x=12)2 + (y + 5)2 = 225.

On commence par déterminer les coordonnées des 2 points d'intersection des cercles €, et €5, a I'aide des équations
de ces deux cercles. Le point P commun aux trois cercles est commun a €, et €5, c’est donc un des deux points
d'intersection de €, et ¢5. Donc le point P commun aux trois cercles est parmi les deux points d'intersection de €, et

6y celui dont les coordonnées vérifient €quation de 6

3. a. Le résultat obtenu avec le logiciel Xcas donne les coordonnées (280/221; 576/221) et (0; 4) des deux points
d’intersection du cercle de centre A(3; 0) et de rayon 5 avec le cercle de centre B(8; 10) et de rayon 10

b. (0-12)2+ (4 + 5)2 = 144 + 81 = 225, donc le point de coordonnées (0 ; 4) appartient au cercle de centre C et de
rayon 15. Comme il est aussi situé sur les cercles de centre A et de rayon 5 et de centre B et de rayon 10, il en résulte que

le point P commun aux trois cercles est le point de coordonnées (0 ; 4).

B. La triangulation
1. ANB = 180° - (75° + 60°) = 45°

sin60°  sin75°  sin45°
En appliquant la formule des sinus dans le triangle ABN : ! == =2 .

AN BN 2,8

x5
Donc AN = 3N60°%2.8 _, ) /e 34
sin 45°

N:sm75 x2,8 _

- ~3,8
sin45°
2.

Soit H le projeté orthogonal de N sur la droite (AB), la distance du point N a la droite
(AB) est égale a NH.

% =sin75°doncNH=1,4 x /6 X sin 75° = 3,3.




Exercices

SANS CRAYON, SANS CALCULATRICE
(1 [ Fe0=622-6x

(2]-7

(37a;7)

4 | g est décroissante sur [0; + oo car x — Jx est
croissante sur [0 ; + oo[.

5 | gestcroissante sur]1;+ e[ car:
1

1 L
et x—>—1 est décroissante sur]1; + oo[.

1-x x—1 X —
5 3
a.E b.ﬁ C.E d.—n e.—’r
2 4 6 6 4

P
(277
—cos(57ﬂ) ou 1—sin2(57ﬂ).

BE
cos(2t) = 2c0s2(t) - 1
(/-7

(12] 270

(13 Non, mais a(—za] en est un.

14| 6 X6 x cos(60°) =18
15[ 4% 6 x cos(30°) = 1243

ENTRAINEMENT

(16[a. -8 b. 0

1710 et -2.

(18[1. a. G-(-3V) = (- 4)x3+5x(-12)=-72
~3X(@-V)=-3x(4+20)=-72

b. (20~ 3V)-W = (-5) X3+ (-2)x2=-19
2XU-W-3XV-W=2x(-2)-3x5=-19
2.W2=13  (@-V)2=(-3)2+(=1)2=10

(19 a. (20 +7)- (30 +4V) =6 X G2+ 11 -7 + 4 x 72
=12+4+77+12=101
b. 2U-V)-(U-4V)=2XU2-9XU-V +4xV2=4-63+12
=-47

Voir corrigé en fin de manuel.

21| a. -3x-4=0 x:—g

b. 22— 6x-2=0 & x=-0F

@ 1. BA-BC = - 4 + 4 = 0 donc ABC est un triangle
rectangle en B.

2. KB( 42J et FC[ 42J donc AB= FC, il en résulte

que ABCD est un parallélogramme et d’aprés a. il a un
angle droit. ABCD est donc un rectangle.

1 1

—(—-3) =—=(— 4\ | — .
(23/AB| 3| @@| | AC|2| et DB|32 |

6 -2
4 4

AC = DB et AB-CD = 0, ACBD est donc un parallélo-
gramme dont les diagonales sont perpendiculaires,
c'est donc un losange (ce nest pas un carré car il aurait
fallu que les diagonales soient aussi de méme longueur or
AB? =45 et CD?=20).

24 1. Pourdﬁ(_ 6} pourd’ﬁ'(_ 1].
2 -3

2. lU-i’'=6-6=0doncd Ld".

25 | 1. Ladroite d; a pour vecteur directeur E[_ b] et
’ a

. —(-b
la droite d, le vecteurn,|
a

2. d, et d, sont perpendiculaires si et seulement si
ny-n, =0 soit bb” + aa’ = 0.
3. Algorithme

VARIABLES : a, b, a’, b’ nombres
ENTREES : saisir a ; saisir b ; saisir a’; saisir b’.
TRAITEMENT et SORTIES :
Siaa’+ bb" =0 lors
Afficher « Droites perpendiculaires »
Sinon
Afficher « Droites non perpendiculaires »
FinSi

1

26| 1.u ;Jvecteurdirecteurdedetﬁ’ 1 | vecteur
directeur de d”. 2
u-u’=1-1=0doncdLd’.
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2, H( 1] et ﬁ'[ 1,] sont des vecteurs directeurs res-
m m

pectifs.d Ld” < U-4’=0 < mm’=-1

1 1 1 5
3.a.a=— b. y-2=—(x-1),soity=—x+—.
3 y 3( ) y 3 3

@ 1. a. (Al) et (AJ) sont perpendiculaires
et Al=AJ=1donc (A;l,J)est un repéere orthonormé.
b. A(0;0);B(4;0);C(0;4);R(0;2);5(2;0);T(1;2).

. ﬁ-@ ot ﬁ[—z“jﬁ.ﬁ=_4+4=o.

Donc (AT) est la hauteur issue de A dans le triangle ARB.

1.a. D C

b. Oui

]+

A t B
o) I

2. Prenons O en A, alors dans le repére (O; 1, J)
a. A(0;0);B(6;0),C(3;h)etD(0;h)avech>0.

b x&@ et 3‘6[‘:}

AC-BD=0 < h2=18
Avec h > 0 nous obtenons h = 3/2.

(29 a. 75

30 | Voir corrigé en fin de manuel.

b. AC et AK.

31/ a. x-y-3=0 b. 2x-3y+18=0

@1. ﬁ[_;j est un vecteur normal a la hauteur

issue de A, donc une équation de cette hauteur est:
-x+3y-6=0.

RG] est un vecteur normal a la hauteur issue de B,

donc une équation de cette hauteur est : 3x+ 2y - 14 =0.
2. a. Les coordonnées (x; y) de H sont solutions du

X —Xx+3y=6 . [-3x+9y=18
systéme C'est-a-dire
3x+2y =14 3x+2y =14
30
ce quirevient a 1 d’oUH(E;E}
_32 11
Y 11

b.cr| '] A 4|
12 -1

CH-AB=-124+12_

11 N
donc (CH) est la hauteur issue de C. On en déduit que
les 3 hauteurs du triangle ABC sont concourantes en H.

33| 1. | milieu de [AB] ; I[ii) et Kﬁ[ ! ] est un
2 2 -5

vecteur normal a la médiatrice de [AB] doncx-5y-2=0
est une équation cartésienne de la médiatrice de [AB].

A 5 . . -
2. Deméme :4x—y—5 =0estuneéquation cartésienne

de la médiatrice de [AC].

3. Le centre du cercle circonscrit au triangle ABC est le
point d'intersection des deux médiatrices. Ses
coordonnées (x; ¥) sont solutions du systéme

X—5y=2 X:E
5 c'est-a-dire 38
4X—y=£ X—5y=2
21
soit 38 .
_-Nn
Ty

Le centre du cercle circonscrit au triangle ABC est donc
[21 11
Q—;—-—
38 38

Un point M appartient a la droite passant par
A(xa; yp) et de vecteur normal ri(x, ; y,,) si et seulement

si AM-n = 0 soit (x — x,) X, + (¥ = ¥n) ¥, = 0 ce qui sécrit

encore X, X +y,¥ = XpX, = Ya¥, = 0.

VARIABLES : xn, yn, XA, yA, ¢, nombres
ENTREES : Saisir xn ; saisir yn ; saisir XA ; saisir yA
TRAITEMENT : ¢ prend la valeur — x,x,, - YV,

SORTIE : Afficher « une équation est: », xn, «x + », yn,
«y+»cC

@ Voir corrigé en fin de manuel.

1.
A
P
H_
7 Q
B ' " ' [¢




2.La hauteur issue de C a pour vecteur normal TB[_ iJ

donc une équation cartésienne de cette hauteur est:
3x + 4y - 6 = 0. Les coordonnées de H sont telles que

3x0+4 x% —-6=0,donc H est sur la hauteur issue de

C,comme H a pour abscisse 0, H est aussi sur la hauteur
3 .

(AO), donc H(0 ;5) est l'orthocentre du triangle ABC.

3. La perpendiculaire A a (AB) passant par O a pour
vecteur normal AB et comme elle passe par O, une
équation cartésienne de A est: 3x + 4y = 0. Le point P
étant situé sur d a pour abscisse - 3. Comme il est aussi
situé sur A, son ordonnée y est telle que :

. 9 ., . 9

-9+4y=0 soit yzz d'ou P(_3'Z)'
De méme, une équation cartésienne de la perpen-
diculaire A" a (AC) passant par O est :
2x -4y =0, le point Q étant situé sur d” a pour abscisse 2,
comme il est aussi situé sur A” son ordonnée y = 1, donc
Q@2; M.

(3] (5 s 3 B
4.PH 3|PQ| 5 ,3><(—Z)—(—Z)><5:OdoncPH

4 4

etPQ sont colinéaires et les points P, H et Q sont alignés.

38

B D

1. (DU)_L (DV)etDU =DV =1donc(D;U,V)estunrepere
orthonormé.

2. DA2= 25 - 9= 16 donc AD = 4, donc A(0 ; 4),
B(-3;0)etC(3;0)danslerepére (D;U,V).

TC[ 34) est un vecteur normal a (DH) droite passant

par l'origine, donc (DH) : 3x -4y = 0.

3. AC 34 est un vecteur directeur de (AQ).

Donc (AC): - 4x -3y + 12 =0.Les coordonnées (x; y) de

. R 3x—4y =0
H sont solutions du systéme
- 4x-3y+12=0

= 48

9x—-12y =0 Y3
c'est-a-dire { Y soit 25.
16x +12y = 48 _36

48 36 24 18 25
DoncH —;—|etKl —;—|.
2525 25 25

24 123
AK| 2| et BH| 2> |

- 82 36

25 25

AK-BH=0,96x 4,92 -3,28 X 1,44 =0.
Donc (AK) et (BH) sont orthogonales.

(371, (x-22+(y+42=4

2. T+(y+4)2=4 o y=—4+-/3 ou y=-4-3.
Les deux points de € d'abscisse 3 ont donc pour
coordonnées (3;-4++/3) et (3;-4-+3).

Voir corrigé en fin de manuel.

39| 1. M(x;y) estsitué sur le cercle de diameétre [AB] si
et seulement siMA-MB = 0 c'est-a-dire

(10-X)(4-x)+ (7-y) (- 1-y) =0, soit
x2+y%2-14x-6y+33=0.
2. Latangente T a ‘€ au point B est perpendiculaire en

—(—6
Ba (AB).Donc AB( g estun vecteurnormalaT,douT:

-6x-8y+16=0 soit 3x+4y-8=0.

1. Soit M(x; y) un point du plan.

)

y—3 -5

Me (AB) < (m et AB colinéaires) soit :
x=2)(-5)-(y-3)(-3)=0clest-a-dire:
-5x+3y-1=0.

Une équation du cercle de centre A et de rayon 4 :
(x-2)2+(y-3)2=16 0uencore x2+y2-4x-6y-3=0.
2. Les coordonnées (x; y) des points d'intersection de
la droite (AB) et du cercle sont solutions du systeme:

{—Sx+3y=—1
x2+y?—4x-6y—-3=0
_5x -1
3
c'est-a-dire sy 1\ .
xh(x—_) —4x—6( X )—3:0
3 3
_5x-—1
Soit Y 3 ce quirevienta:

17x2-68x—4=0

68 + /4896 6/34
X = 34 = 2 + 17 = 4,06

Nen

=3410""~6,43
Y 17

6-/34
17

x=2- ~-0,06

ou

Nen

=3-10~""~-0,43
Y 17
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41 | Voir corrigé en fin de manuel.

2

4
, 3 3
C’est donc le cercle de centre Q(0; 5 et de rayon >

b. ?+y?-4x+8=0 & (x-2)2+y?+4=0, or pour
tout réel x et pour tout réel y(x — 2)2 + y?> +4 >0,
I'ensemble des points M(x ; y) du plan tel que

x2+y? - 4x+ 8 =0 est donc vide.

@ a. Une droite (passant par les points de coordon-

nées (1,5;0) et (1;1)).

b. La parabole déquation y = x2 + 3x — 4 (sommet de

coordonnées (- 1,5; - 6,25).

c. La parabole d'équation y= - —x2 +l (sommet de
1 2 4

coordonnées (0; Z))'

d. x2+y2-6y-4=0 < x2+(y-3)2=13,cestdoncle

cercle de centre Q(0; 3) et de rayon Vi3,

2 2 2
(a4 1. CA2+CBZ=(2—§) +(o-3) +(_3_E)

2 2
( 9)2 1 81 121 49
+H1-2) ==+ —+—+—=

= 63.
4 4 4 4

Donc CG ; g] appartiental.

2.MA2+MB2=63 & (x-2)2+y?>+ (x+3)2+(y-1)>=63
4

cest-a-direx? +y? +x-y = >
1) 12
ce quirevienta (x + E) + (y - E) =25,
11
T" est donc le cercle de centre Q(_E ; E) et de rayon 5.

Remarque: en utilisant le théoreme de la médiane
AB? -
MA2 + MB2= 63 < 2MI2 + —— = 63, avec | milieu de

11
[AB] et ABZ= 26. Ce qui revient a IM= 5 et I(—E;Ej,
donc|=Q eton retrouve le cercleI".

1. € est le cercle de centre Q(6; 3) et de rayon 25,
€’ est le cercle de centre O et de rayon V5.

2. a. (2-6)2+(5-3)2=16+4=20doncE(2;5)est sur@.
124+ (= 2)2=5donc F(1;-2) est sur<¢’.

b. On peut conjecturer que les deux cercles sont tangents

extérieurement.

3. a. (x-6)2+(y-3)2=20 & x2+y*-12x-6y+25=0

M(x; y) appartient aux deux cercles si et seulement si
x2+y2—-12x—6y+25=0

{x2 +y2=5

D'oli:5-12x-6y +25=0 c'est-a-dire 2x+y-5=0.

b. y=-2x+5 d'ou x2+(-2x+5)2=5 soit (x-2)2=0.

Il en résulte que siles 2 cercles ont un point commun, ce

point est unique et a nécessairement pour abscisse 2 et

pour ordonnée —-2x2+5=1.

Vérifions que ce point T de coordonnées (2; 1) est sur

©:(2-6)2+(1-3)2=16+4=20,doncT est sur €.

Les deux cercles n‘ayant en commun que ce point T

sontdonc tangentsenT.

c. Ladroite d d'équation 2x+y-5=0passe parT(2; 1)

ZJ, ﬁ[zj !TT(_ 4J donc
1 1 -2

et a pour vecteur normal ri

OT =7 et QT =- 27, ladroited:2x +y-5=0est donc
perpendiculaire en T au rayon [OT] du cercle €’ et au
rayon [QT] du cercle 6. La droite d est donc tangente
commune enT(2; 1) aux deux cercles.

1. Algorithme

VARIABLES : X, ¥, kK, nombres

TRAITEMENT : Pour k de 1 a 1 000 Faire

xprend la valeuralea() // alea() indique
le tirage d'un nombre pseudo aléatoire
entreOet 1.

y prend la valeur alea()

Siy > Alors
Afficher le point de coordonnées
x:y)

FinSi

FinPour

Programmes disponibles sur le site www.didiermathx.com.
2. On obtient la partie du carré ABCD ou A(0;0), B(1;0),
C(1;1)etD(0; 1) située a l'extérieur du quart de centre
de centre O et de rayon 1.

(47 [R8] =i 57+ 72 =72

AB;KB#KC = AB + AB + BC =2AB + BC. Soit E tel
queA?:Zﬁ%etFtel queﬁ:ﬁ,alorsﬁ:ﬁ%+A—C
ABet BC étant orthogonaux, AEF est donc un triangle
rectangle en E

D C F




| AB + AC| = |AF| = VAE2 + EF? =+/4AB2 +BC?
AB— AC = AB + CA =B donc [[AB - AC| =[[CB] = BC.

(49 [ ldI=5 ; |- 3dl = 3/x[dl=35 ; IW]=5;

U+ \7[_31] donc [|i + V|| =+/10.

—2 — —
50 AB =AB2=9 ; AB-AH= ABxAH=45;
AL-AB=-ALxAB=-6; AK-AL=-AKxAL=-12.

51| Voir corrigé en fin de manuel.

@ 1. a. La hauteur issue de A dans le triangle ABS
rectangle en A semble étre (AK) (les deux autres hau-
teurs dans ABS sont (SA) et (BA)), la hauteur issue de A
dans le triangle ACR rectangle en A semble étre (AL) (les
deux autres hauteurs sont (CA) et (RA)).

b. AC + AR =AK +KC +AR+Rﬁ,comme K est le milieu
de [CRIKC+ CR =0, il en résulte AC + AR = 2AK, d'ou

AK = JAC + AR,
2 2
¢. BS=-AB+AS
d. AK BS =(%R +%ﬁ)-(—?3+?5)

=V AC.AB- XAR-AB+ < AC-AS
2 2 2
+%xﬁ-?§,comme?€Lﬁ3etﬁlE,

nous obtenons AK -BS :—% xﬁ-ﬁ?ﬁ% x AC-AS.

S étant situé sur la demi-droite JAC) et R sur la demi-
droite JAB) AR-AB = AR x AB et AC-AS = AC x AS, d'ou
AK -BS =—%><AR><AB+%><AC><AS.

Or AC = AB et AR = AS donc AK -BS = 0.

Donc (AK) est la hauteur issue de A dans le triangle ABS.

z.AI:%KEH%Ké et CR=—AC + AR.
AL-CR=— - xAB-AC + 1 x AB-AR - - x AS-AC
2 2 2
+ 1 AS-AR
2
= AB-AR-L xAS.AC.
2 2
1 1
=E><AB><AR—E><AS><AC=O

Donc (AL) est la hauteur issue de A dans le triangle ACR.

3. Considérons le repére orthonormé (A; B, C), alors
AO; (1)) ,B(1; 1c)),aqo , 1), R(a; 0) avec a >0 et S(0; a),
KCi5) et L)

AK -BS = —% + % =0donc (AK) est la hauteur issue de A
dans le triangle ABS.

CR-AL = % - g =0, donc (AL) est la hauteur issue de A

dans le triangle ACR.

53/1.0-v=-ab+ba=0; [iull=[V]=va®+b?
2, HS(:] donc le vecteur \7(_43J est orthogonal et de
méme norme que AB.

Le point C(xc; yc) tel que BC ="V etle point D(xp ; yp) tel
que AD = v sont tels que ABCD soit un carré.

) Xc—Xg=X; =-3
On obtient d'ou C(0;5)
Yc—Ys=Y; =4
Xp— Xp =Xz =—13
Demémel 0 ATV dou D(-4;2).
Yo—Ya=Y; =4

3. En suivant la méme démarche que dans la ques-

tion 2, en notant [a les coordonnées de Kﬁ, on obtient

[=b] .
v puis

Xc—Xg=X;=-b Xc=Xg—b
d'ou
Yc—Yg=Yy=a Yc=Yygta

Xp—Xp=X;=—b _|xXp=xp-b
et d'ou .
Yo—Ya=VY; =4 Yo=Yata

D'ou l'algorithme suivant :

VARIABLES : XA, YA, xB, yB, a, b, xC, yC, xD, yD nombres
ENTREES : Saisir XA, yA, xB, yB
TRAITEMENT : a prend la valeur xB - xA
b prend la valeur yB - yA
xC prend la valeur xB - b
yC prend la valeur yB + a
xD prend la valeur xA - b
yD prend la valeur yA + a
SORTIES : Afficher « Coordonnées de C: », xC, «; »,
yGC,»)»
Afficher « Coordonnéesde D: ( »,
xD, «;», yD, ») »

4. Programmes sur le site www.didiermathx.com.

54 1. C

A
En appliquant le théoreme de Pythagore dans les
4 triangles rectangles en K:

AB2 + CD? = (KAZ + KB2) + (KC2 + KD?)
BC2 + DA2 = (KB2 + KC2) + (KA2 + KD2)
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D'ou AB2 + CD? = BC? + DA2,

2. a. BC2- AB2=(BC -BA)-(BC +BA) = AC-(BC +BA)

b. DA% - CD?= (DA - DC):(DA + DC) = CA-(DA + DC)

=-AC-(DA +DC)

Donc BC2 + DA2 - AB2 - CD2 = (BC2 - AB2) + (DA2- CD?)

- AC.(BC +84) - AC (DA +DC)<AC (BC -OC _
+BA -DA)=AC-(BD +BD)=2xAC-BD

¢. SiABZ+CD?=BC?+DA? alors

BC2+ DA2 - AB2— CD? = 0 donc d'aprés 2. b. 2 x AC.BD =0.

soit AC-BD = 0 et nous en déduisons (AQ) perpendi-

culaire a (BD). La réciproque est donc vraie.

3. Un quadrilatére ABCD a ses diagonales (AC) et (BD)
perpendiculaires si et seulement si AB2 + CD? = BC2 + DA2

(55 AB-AC =%(AB2+AC2— BC2)=%(25 +34-9)=25

Toia2 o2 s =
(56 1. Sqal? +1v1P -1 - 717
P R
=S (P + V7 = @ = ¥)?)
1 i o - - = —
= —(ldl* +[IvI* - (62 - 26 -V +v2))

1 - . . oL L
= —(ldlP + VI — (lal? - 24 - v + IVIP))

2
=d-v
2. EnposantAB=1i et AC=Vv
1 Ti—=2 =22 |1—= =2
E(AB2+AC2—BC2)=E(HABH +|AC]|” - |AC- AB|")

T =2 =2 = =2
=5(HUH +IVIF = lla = vI%)

i -V (en appliquant le résultat de 1.) et ii - v = AB-AC.

3. FE&~?C=%(25+49—16)=29
C—A~C73:%(49+16—25):20
B‘Z\~§E=%<25+16—49)=—4

57 (1. [0+ VP -[d—VIP=(U+V)2-(U-V)?

=(U2+20-V+V2)—(U2 =20 -V+V2)=4i-V
2. D @

A B
AB+AD = AC et AB—AD = DB

— =12 == =2
AC=BD < AC?=BD? « |AB+AD| —|AB—AD| =o.

En appliquant 1, cela équivaut a 4 x AB-AD = 0 Clest-a-
dire que les cotés [AB] et [AD] du parallélogramme sont
perpendiculaires. Donc si le parallélogramme ABCD est
un rectangle, alors ses diagonales [AC] et [BD] sont de
méme longueur.

58( 1. G-V =0 (ki)=kx(i-t)=kx(@)? =Kl
2. |V]|=|lkd] =|k| x |

3. G-V =Kl = |l x k]

Si k>0, k||l = |k x gl = V]

Doncd v =|u| x|V

Sik <0, kx|ldl = (- |k} x [d].

Donc - v = - |df x||v].

59 | Désignons par |, J et K les milieux respectifs A

des cotés [BC], [CA] et [AB].
2
ABZ + ACZ=2A12 + £ soit

80 =2AI2 +12,5.
1
D'ou A2 = % et

Al = ﬂ =~5,81.
2
De méme:
2
BAZ+BC2=2BJ? + % d'ou BJ= ¥ = 6,36.
A 2 2 2 AB?
De méme, CA% + CB* = 2CK* + -5
3V2

D'ou CK=TQ’-2,12

Soit | le milieu de [AB]. "

En appliquant le théoréme
de la médiane: pour tout
point M du plan 5
MAZ +MB2= 2MP +—,

donc MA2 + MB2 = 20 équi-

vaut & MI2= 6 c'est-a-dire a

IM= /6. Lensemble des

points M tels que MAZ + MB2 = 20 est donc le cercle de
centre |, milieu de [AB], et de rayon J6.

61 fVoir corrigé en fin de manuel.

62/ 1. b c

Le centre O du rec-
tangle est le milieu
de chacune des deux
diagonales [AC] et
[BD]. En appliquant
le théoreme de la médiane, pour tout point M :

2
MA2 + MC2 = 2MO? + —Ag

A B

2
MB2 + MD?2 = 2MO? + —Bg

ABCD étant un rectangle, les diagonales [AC] et [BD]
sont de méme longueur, donc MA2 + MC2 = MB2 + MD2
2. De 1. 0n tire MD? = MA2 + MC2 - MB2=612.

D'oll MD = 617 = 24,74.



7
1. Si ABC est un triangle
isocéle en A, (AA”) est un
axe de symétrie du
triangle ABC et [CC’] est
Iimage de [BB’] par la
symétrie d'axe (AA").
Donc BB’ =CC".

2. a. Si les médianes
[BB’] et [CC’] du triangle ABC sont de méme longueur
alors le triangle ABC est isocele en A.

2
b. BB’2=%(BA2+BC2——A§ )

B A C

2
cc2=Ycaz ez A8,
2 2

2 2
BB'=CC" & BA2+BC2—%=CA2+BC2—£

= %AB2 =%AC2 < AB=AC

Donc ABC est un triangle isocéle en A.

3. ABCestun triangle isocéle en A si et seulement si les
médianes issues de B et C sont de méme longueur.

(64 1. MA-MB = (Mi+ IA)-(Mi + B)
—M|2+Nl| (|A+|B)+ IA IB
Comme | est le milieu de [AB] IB= —IA, donc
N 2
MA-MB=M|2—|A2=M|2—%

2. Del.etde AB=2ontireMA-MB=5 < MI2-1=5
& Mi=+/6

3. T" est le cercle de centre | et de rayon 6.

65[a. AB-AC=32 b. AB-AD=32 «c AB-AE=8
d. AB-AF=-8 e AB-AG=-16 f. AB-AH=0

66 | CD, EF et GH ont pour projection orthogonale RP
sur (AB) donc

AB-CD =AB-EF =AB-GH=AB-RP = - AB x PR.
67 | a. >0 b. >0 c. <0 d. <0

(68 AH-CH=0 ; xé.z\ﬁ:AHz% . BC.CH=-45

69(a. AB-AD=0  b. AB-AC = AB =25

c. AC-BD=0

d.ﬁ-ﬁ:&-ﬁ:-ﬁzz_%

. AB-BE=-ABxBE=-125

[

@~®'=Ec.ﬁ=—ec2=—§

=

K A C
AB - AC = (AK +KB)-AC = AK - AC + KB - AC
Comme KB et AC sont orthogonaux, KB-AC = 0 donc
AB-AC=AK-AC.

71/ CB-CA=CB-CK et CB-CA=CH.CA.
Donc CB- CK = CH- CA.
Comme les angles du trlangle sont aigus, K est sur [BC]
et H sur [AC], donc CB et CK sont colinéaires de méme
sens, de méme pour CA et CH.
Donc CB- CK = CKx CB et CH- CA = CH x CA.
Il en résulte CH x CA = CK x CB.

72 | 1. Figure ci-contre.

2. On conjecture que le
produit AM x AN est
constant.

3. [AB] est un diametre
deT" donc pourNsurT et
N distinct de B, ABN est un
triangle rectangle en N.

Remarque: la tangente en A a T est paralléle a (CH),
comme d et (CH) sont sécantes, d ne peut pas étre
tangente en AaT’, donc N est toujours distinct de A.

4. SiN est distinct de B, ABN est rectangle en N alors le
projeté orthogonal de B sur (AM) est N, d'ou

AM-AN =AM - AB.

SiN =B alors AM - AN = AM - AB.

H est le projeté orthogonal de M sur (AB) donc
AM-AB= AH-AB et AH-AB= AC-AB car H est le
projeté orthogonal de C sur (AB).

Donc AM - AB = AC - AB.

5. ABC est un triangle rectangle en C donc C est le
projeté orthogonal de B sur (AC), d'ou
AC-AB=AC-AC = AC" = AC2.

Il en résulte que pour toute droite d

AM-AN =AM - AB = AC - AB = AC2

AM et AN sont deux vecteurs c_olinéaires dont le produit
scalaire est positif, donc AM - AN = AM x AN.

@ 1. APB est un triangle rectangle en P, donc P est le
projeté orthogonal de B sur la droite (AM) dou
AB-AM = AP-AM; de méme AQB est un triangle rec-
tangle en Qd'ouBQ-BM =BA-BM
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2. AP-AM +BQ -BM =AB-AM +BA -BM
=AB-AM—AB-BM
—AB- (AM — BM) = AB - AB
—AB’ = AB?

(f1.: : ;

AH et AB sont colinéaires ;comme AH-AB > 0,ilssontde
méme sens et AH-AB = AH X AB.

Donc AH = 2, et H est le milieu de [AB].
2. AB-AM=AB - (AH+HM) = AB- AH + AB - HM
Commem~ﬁ3=8,ﬁ~m=8 < AB-HM=0.

3. AB-HM = 0 si et seulement si M est sur la droite
passant par H et perpendiculaire a (AB).
L'ensemble des points M est donc la médiatrice de [AB].

(15a. 6 b.10 <0
a.? b. —15?

@ L'angle entre les deux aiguilles est de 120° (4 x 30°).

Si on désigne par d la distance entre les extrémités des
2 aiguilles, en appliquant la formule d’Al-Kashi
d?=102+72-140c0s(120°)=219,doncd =+219 =14,8.

ﬁ~ﬁ=BCX1=1,5
2

AB-BC=-BA-BC=-15
BC-CA=-CB-CA=-15

79[ a. 6=6V2 cos(ﬁf) donc BAC = 45°.
b. - 6 = 12 cos(BAC) donc BAC = 120°

Voir corrigé en fin de manuel.
A

OA-OE=-2 & 4cos(ﬁ)=—2
4 cos(AOE) = -2 < AOE = 120°
Les points E et F sont symétriques par rapport a (OA).
82/ 1. TB-ﬁzaxz?axcos(EAE)=§
AB-(AR—AP)=AB-AR— AB- APAB - (AR — AP)
e 2 2
AB-AR—-AB-AP=—-—=0

3 3
2. Comme AR — AP = ﬁ, il en résulte AB-PR = 0 donc
APR est un triangle rectangle en P.
3. En procédant de méme BC - (ﬁ - ﬁ) =0=BC-QP et
CA-(CQ-CR)=0=CA-RQ
Donc BQP est un triangle rectangle en Q et CRQ est un
triangle rectangle en R.

En appliquant le théoreme de Pythagore dans les
triangles APR, BQP et CRQ:

2 2 2
e
3) \3) 73
2
de méme PQ? = % — QR2, donc PR=RQ = QA.

Le triangle PQR est donc équilatéral.

b F c

A B
— e (= 1) (= 1
AE~AF=[AB+EAD)-(AD+EAB)

Comme Ké . ﬁ = 0 nous obtenons

N 2 2
AEAE=2DD L AR
2 2

2 2
AE2 =(a2 + (g) ]:52 = AP
— — 5g2
Donc a? = AE - AF = e cos(EAF).

4
Il en résulte cos (EAF) = 5 et EAF =36,9°a0,1° pres.

Voir corrigé en fin de manuel.

rc.ﬁ=<rs+m).(_m+%rs)
Comme KE . Kl—j = 0 nous obtenons

— — 1
AC-DK=-AD?+_AB?=-115.



AC -DK =AC><DK><cos(A~C,ﬁ)=5><1/§ cos(rc,ﬁ)
11,5

2,5V73°
Et (AC,DK) = - 122,6° 4 0,1° prés.

a. 24.0s(20°) = 22,5

b. D C

D'ou cos(ﬁ, ﬁ) =-

Soit K le projeté orthogonal de C sur (AB) alors
BK=AH=1et AB-AC=AB-AK=ABx AK=6x7=42.
. AD2=BA2+BD2-2BA-BD =52+ 2 xAB-AC

DouAB AC=224=22 _¢

d. AC2 =BA2 + BC2 - 2. BA. BC. cos(ABC )
2

donc AC2=52-48 cos(?ﬂ) =76.

BC2=AB2+AC2-2xAB-AC

Doncﬁ.ﬁ:m:48.

87 | Voir corrigé en fin de manuel.

; :

A K B

1. Soit K le projeté orthogonal de C sur (AB).
D C

A K B

AKCD est un rectangle d'ou AK = %Kﬁ

Il'en résulte :

AC-BD = (AK + KC)-(BA + AD) = h? - 2a2.

2, Les diagonales_(AClet (BD) sont perpendiculaires si
et seulementsi: AC-BD =0.

C'est-a-dire h? = 2a2, comme h> 0 et a> 0 cela revient a

h=aJ2.

Remarque: on peut aussi se placer dans un repére
- 1 — — 1—
orthonormé (A ; 1, J) avec AI:2—AB et AJ :EAD'
a

Alors A(0; 0),B(2a;0),C(a; h) et D(0; h).

- i

— 11—
Considérons le repére orthonormé (A ; 1, J) avec Al=—AB
— . a

etAl= lAD.
b
Dans ce repére A(0; 0), B(a; 0), C(a; b), D(0; b), E(% ; 0)
g2
DE-AC=2 —p2
2
D'ou (DE) et (AC) sont perpendiculaire si et seulement si
2

% — b2 =0 Clest-a-dire comme a>0etb>0:a=by2.
1. AB- AF =AB><AF><cos(§AF)

=AB x AC x cos(ﬁ +0)

=-bcsin 6

R-A?=AC><AE><cos(§+6)=—bcsin8
1T — — 1= =

2, E(AB+ AC) =E(AI+IB+ Al+10)

Comme | est le milieu de [BC], IB+IC =0.

Donc%(ﬁ + A—C) =Al

3. En appliquant le résultat du 2.

ﬂﬁ:%(rmrq(rp_radonc

mﬁ:%@éﬁ_xé.mxaﬁ_xaﬁ)

Comme AB-AE = 0 et AC - AF = 0 car BAE et CAF sont
des triangles rectangles en A.

Il reste Al - EF = 1(@ -AF-AC- KE), oren 1., nous avons
montré que:

AB- AF = - bc sin 6= AC-AE, donc Al - EF =0, et (Al) est
donc la hauteur issue de A dans le triangle AEF.

Voir corrigé en fin de manuel.

1. Désignons par C le point ou se trouve le ballon
(voir figure page suivante).
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A B D
AC?=AD? + DC? = 16,322 + 182 =590,3424
BC2=BD?+DC2=92+ 182 =405
En appliquant la formule d’Al-Kashi dans le triangle ABC
AB2 = CA2 + CB2 - 2CA x CB x cos(ACB)

— 47
soit cos(ACB )= 0.88

J590,3424x+/405

d'ots ACB = 15,63°.

(93 [ 24 =BA -BC = BA x BC x cos(ABC )

Donc cos(KBE) = % = ?
Donc ABC = 30°.

AC2=BA2 + BC2 - 2 x BA x BC x cos(ABC) = 16
D'ou AC =4 = AB, donc ABC est un triangle isocéle en A.

N

0,963

o E H

OE = 120, EN = 80 et OEN = 135°, désignons par H le
projeté orthogonal de N sur (OE), le trajet a augmenté
de ON - HN.

En appliquant la formule d’Al-Kashi dans le triangle
OEN:

ON2 =EOQ? + EF2 - 2EO x EN x cos(135°)
=20 800 + 9 6002

Donc ON =404/13+6+2 et 4013+ 612 = 185,409
Dans le triangle EHN rectangle en H

2

HN —
—— =sin(HEN) =sin(45°) = —.
EN (HEN) (45°) 5

V2

Donc HN = EN x - = 4042 = 56,5609.

Et 'augmentation du trajet a été de:
40413+ 642 - 402 = 128,84 km.

A

H C

AB=10 AC=38 BC=7

1. En appliquant la formule d’Al-Kashi dans le triangle
ABC:

BC2 = AB2 + AC2 - 2 AB x AC X c0s(BAC).

— 115 23 —
Soit cos(BAC) =—— = — et BAC=44°.
160 32
85 17

De méme cos(m) =— =_" et ABC = 52,6°;
140 28
cos(BCA) = % et BCA ~83,3°.
(Ou encore BCA = 180° - (44° + 52,6°)).
AH — —
2. a. AB = sin(ABC) d'ou AH=AB xsin(ABC)=7,9.
b. Laire S du triangle ABC est égale a:
BC Z AR 354in(ABC), donc S =27.8.

3. En appliquant le théoréme de la médiane dans le
triangle ABC avec | milieu de [AC] :

2
BA2 + BC2 = 2B + —Ag

D'ouBI>=58,5 et Bl=4/58,5 = 7,6.

(6]
A B
AB=60 AC=50 CE=30 BAC=80°
ACB =56° ABC =44° CEA=46° AOB=83°

Les mesures des angles données sur la figure ont été
arrondies au degré.

1. En appliquant la formule des sinus dans le triangle
ABC:
sin 80° _ sin56° _ 60sin 80° ~71
BC AB sin 56°
2. COE =83° donc BCE = 180° - (83° + 46°) = 51°.
En appliquant la formule d’Al-Kashi dans le triangle
BCE:
BE2=CB?+ CE2-2x CExCBx cos(BEE)
D'ou BE2 =3 288 et BE=57.

3. Aire (ABC) =% x AB x AC x sin (BAC) = 1 477

d'ou BC

Aire (CBE) =% x CB x CE x sin(BCE) ~ 828
L'aire du terrain est égale a:

aire (ABQ) + aire (CBE) = 2 305 m?

97 | AH est la diagonale du carré ADHE de c6té a donc
AH = a+/2, BDH est un triangle rectangle en D donc



BH2 = BD2 + DH2 = 3¢ et BH = a+/3. En appliquant la
formule d’Al-Kashi dans le triangle AHB,
AB2 = HA2 + HB2 - 2 x HA x HB x cos(AHB).

2 J—
Donc cos(AHB) =—= et AHB = 35,3°.

J6

En appliquant le théoreme de Pythagore dans le
triangle AEK rectangle en E et dans le triangle GHK rec-

tangleenH:
2
AR2 =297 kG2 et kKA=KG=TY2.
4 2
ACG est un triangle rectangle en C donc AG2 = 3a2.

En appliquant la formule d’Al-Kashi dans le triangle
AKG : AGZ = KAZ + KG2 - 2 x KA x KG x cos (AKG).

— 1 J—
Dol cos(AKG) = - z et (AKG)=101°.

99 | 1. Soit a la longueur d’une aréte d’'une cube, une
grande diagonale du cube a pour longueur a3 (voir
exercice 99).

S est le milieu de chacune des grandes diagonales du
av3

cubedonc$,Z2=5,7=5;7=5,7Z= N
Les diagonales des faces du cube ont pour longueur
a2 (voir exercice 99).
Donc, en appliquant la formule d’Al-Kashi dans le
triangle S,ZS,:
$,S2=752+2752-2xZS, xZS,c05(5,ZS,)
2 2 .
D'oui 2a? = 3% - 3% c0s(S,ZS,).

~ 1 ~
Et cos(5,2S,) =- 3 donc S,ZS,=109,5°.

2. Les triangles S,ZS;, S,ZS4 $4ZS3 $1ZS, sont des
triangles isoceles en Z dont les cotés sont de méme
longueur que dans le triangle S,ZS, isocéle en Z, donc
en appliquant la formule d’Al-Kashi dans ces triangles
on obtient:

$,75; =5,75, = 5,255 = 5,25, = $,Z5,

a. Un nombre entier est un multiple de 10 si et
seulement si en écriture décimale le chiffre des unités
est0.

b. Un parallélogramme est un losange si et seulement
si ses diagonales sont perpendiculaires.

c. Trois points A, B, C distincts sont alignés si et
seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

d. Un point M du plan est situé sur le segment [AB] si
est seulement si: il existe un réel k, 0 < k < 1 tel que
AM = KAB.

A
Considérons un triangle ABC rectangle en A et H le
projeté orthogonal de A sur (BC), alors CAZ=CB x CH.
Soit H’ le symétrique de H par rapport a Cet A" un point
sur la perpendiculaire a (BC) en H’ tel que A’H” = AH,
alorsCH’=CHetCA2=CH"2+ H’A’2=CH2+ HA2 = CA2,
Donc, dans le triangle BA'C,
CH’xCB=CHxCB=CA2=CA"2%

BA’C n'est pas un triangle rectangle en A’ car BA” > BH’ > BC,
donc A’ n'est pas sur le cercle de diamétre [BC] (dans un
cercle la longueur d'une corde est inférieure ou égale
au diametre du cercle).

Remarque : de méme si nous considérons le symétrique
A” de A par rapport a (BC), H’ est le projeté orthogonal
de A” sur (BC) et dans le triangle BA”C non rectangle en
A”CBxCH’=CA"2,

1. Si M appartient a I'ensemble ¢ alors OM = 4.
Si OM = 4 alors M appartient a I'ensemble 6.

2. GcTl et 6.

3. @cT etT'c6)  €=T.

103| Dans le triangle ABC si A= % c'est-a-dire si ABC

est un triangle rectangle en A, la formule d’Al-Kashi
a?=b2+ c2-2bccos A, devient a? =b? + c2 et on retrouve
la relation de Pythagore, qui est donc un cas particulier.

Demémesifi’:zE ou E:E.
2 2

D

G F E
1.GFD = (180 - 34)° = 146°

Et en appliquant la formule des sinus dans le triangle GFD :
sin(146°) _ sin(14°) dot GD = 54 x sin(146°)
GD GF sin(14°)

Dans le triangle GED rectangle en E,
_ 54xsin(146°)
T sin(14°)

La hauteur de la tour est donc de 42,7 m a 0,1 m pres.

=124,8.

X sin(20°) =~ 42,7.

Chapitre 12. Produit scalaire /235



236

2. Ll'angle dont la mesure semble inutile est I'angle EFD,
mais sa mesure permet de croiser les deux visées (GD)
et (FD) et donc de déterminer le sommet de la tour avec
plus de précision.

Travail personnel

Pour les exercices a : voir corrigés en fin de

manuel.

APPROFONDISSEMENT

1. (AB) est tangente aux deux cercles.

2 2
2. OA2= (_71) +(§J =1 donc OA=1, A est donc

sur le cercle €

OP2=1, doncP est sur .
-1
2
N

2

3. OA donc d étant paralléle a (OA) et a pour

-3
vecteur normal nL } et comme elle passe par P,
d\/§x+y+\/§=0.
-1 1
4, H—;0[;C :(x+1)2+y2=—,
(Fho)scsermer=g

5. Les coordonnées (x; y) de B et B’ sont solutions du

y= -BBx-3
systéme 3 c'est-a-dire
x2+y?+2x+==0
y=—3x-3
1
ax248x+ 220
4
3 5
X=—= X=—=
4 ou 4
IR PVE)
Y 4 Y 4
Comme B a une ordonnée positive B[_;\fj

6.1 [‘6] est un vecteur normal a d et a (OA) et
1

_3
AB 4 _ﬂﬁ_
34
4

DoncPB-AB=0 et OA-AB =0 donc (AB) est tangente
enBa%¢ etenAac6.

130/ Voir fichier XcasFr sur le site www.didiermathx.com

131| 1. d a pour vecteur directeur UGJ, donc M’ est le

symétrique de M par rapport a d si et seulement si

MM’ -G = 0 et le milieu de [MM’] appartient a d c'est-a-
x+x_y+y

dire 2 2
(X' =x)+(y'=y)=0

X' -y =y—-x

2, De1.ontire{, y, Y
X' +y' =x+y
o ‘{X’=y
ce quirevienta

’

y =x

3.

Al Pour aller plus loin

M”(x”,y"”) est le symétrique de M(x; y) par rapporta la
droite d”: y = 2x si et seulement si

MM” -t =0 ou ﬁ[;} est un vecteur directeur de d’ et

le milieu de [MM”] est sur d”.

(X" =x)+2(y"-y)=0

Clest-a-direyy + y” X+ x”
yry _ 2 )
2 2
.. [x”=-0,6x+0,8y
Cequirevientay
=0,8x+0,6y



A. Lelieu de H est une parabole. H est en A lorsque ABC
estun triangle rectangle en A et en Blorsque ABC est un
triangle rectangle en B. H ne peut pas étre en C car ABC
ne peut pas étre un triangle rectangle en C, C nétant
pas sur le cercle de diametre [AB], IC= 4> 2 ou | désigne
le milieu de [AB].

B. 1. a. x=a

b. BC[GZE’] est un vecteur normal a la hauteur issue

de A. Donc (a - 6)x + 4y + 12 — 2a = 0 est une équation
de la hauteur issue de A.

¢. Hapourabscisse a et en utilisant b. 'ordonnée y de H
2

est telle que a2 - 8a + 12+4y:Osoity:—%+Za—3.

2. a. Hestsitué sur la parabole d'équation
2
X
=-——+2x-3.
=75

b. Oui, car a décrit IR.

133] 1. D C
J

H_ ¢
A B

E F

2. A(-¢c;0),B(0;0),C(0;¢),D(-c;c),E(0;-1),F(1;-1),
G(1;0).

3.-(14+0xT+c=-1et -(1+c)x0+c=c donc
(FC) a pour équationy=-(1+c)x+c.

. . —|1+c¢ —(x-=1
4. Soit M(x; y) un point du plan, DG etGM .
1+c¢ y
M est situé sur la droite (DG) si et seulement si
(1+cy+c(x-1)=0 cest-a-dire: cx+(1+c)y-c=0.

5. Lescoordonnées (x;y) de H sont solutions du systeme
{y:—(1+c)x+c
x+(+c)y—c=0

o [y==(+0)x+c
Clest-a-dire
x+(+0)[-(+c)x+cl-c=0
2
X=——
Ce quirevienta 1+c+c
c
SRR
Commec>0,1+c+c?>1doncpourtoutc>0:
T+c+c2=0.
2
DoncH( , ¢ j
T+c+c2 1+ c+c?
2
. 2 .
BH| 1+C+¢ etCG[1J.
c -c
1+c+c?
. 2 2
DoncBH - CG = —° R

T+c+c2 1+c+c2
Les droites (BH) et (CG) sont donc orthogonales.

1.a.

b. 0,5cm

c. d:2x-y+1=0 donc 5(;] est un vecteur normal a
d’, comme M(1; 2) est sur d’ nous obtenons
d :x+2y-5=0.

d. H est le point d'intersection de d et d” donc ses
coordonnées (x; y) sont solutions du systeme :

{ZX—)’:—1 x=0,6
s
X+2y=5 =2,2
HM = \/(1—0,6)2 +(2,2-2)2 = /_0,2 :%

2. a. AM-7i = (AH+HM)-7/i = AH-7i + HM- /i = HM - 73
HM et /i étant colinéairesmﬁ‘:HMXHF)H.

c. A(1;-3)est surd.m[ OJ et 77[ 2 ]

2|
5

g VA1

J5

Al Pour aller plus loin

Soit A(o; B) un point de d alors aoc+ b= - c.
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n
Yo— B b
AM - 7i = ax, + by, — (act + bf) = ax, + by, + ¢

‘m'ﬁ‘ ~axo + by + |
| Ja? + b2

.

donc

o

(MP) est tangente a €.
2. a. Mest sur % si et seulement si OM? = 1 c'est-a-dire
a’+b2=1.

b. W[a;1j et come B(1; 0) est sur (BM) une équation
de la droite (BM) est bx+ (1 -a)y-b=0.

N a pour abscisse — 1 et est situé sur (BM) donc son
ordonnée y est telle que - b+ (1 -a) y - b= 0 donc

comme a =1 car M¢By:2—. D'ou N(—1; 26
1-a —-a
b
doncP milieu de[AN]apourcoordonnées(— 1; ——1)
_[=1=a) a-
etMP|  ab OM[Z}
a-—1
I 2
d. OM-MP = —q—a2 - 9%~
a-1

Commea?+b2=1

a(

N, _ 2
OM~MP=—a—a2—M donc

OM-MP = —a(1+a)+

a(l-a?) —a(l—a?)+a(1—a?)
- B 1-a

d'ot OM-MP = 0. (MP) est donc tangente en M au

cercle € de centre O.

3. a. Dansle triangle BAN, O est le milieu de [AB] et P le

milieu de [AN], donc d’apres le théoréme de la droite

des milieux : (OP) // (BM).

b. [AB] étant un diamétre du cercle € et M un point de

% distinct de A et B, donc AMB est un triangle rectangle

en M. Donc (BM) est perpendiculaire a (AM). Comme

(OP) est paralléle a (BM), (OP) est aussi perpendiculaire
a (AM).

A et M sont sur le cercle 6 de centre O donc OA = OM,
et O est donc situé sur la médiatrice de [AM]. La
médiatrice de [AM] est donc la perpendiculaire a (AM)
passant par O, c'est-a-dire la droite (OP).

c. Par la symétrie d'axe (OP) médiatrice de [AM], O a
pour image O, P a pour image et A a pour image M.
Limage de I'angle OAP est donc I'angle OMP.

Comme OAP est un angle droit, il en résulte que OMP
est aussi un angle droit, donc (OM) est perpendiculaire
a (MP). Il en résulte que (MP) est tangente en M au
cercle € de centre O.

@

[ L

Désignons par (a; b) les coordonnées de M.
Comme M est sur le cercle de centre O et de rayon 2,
a?+b2=4.
(OM):bx-ay=0 et (AH):2x-ay=0
pour b # 2 c'est-a-dire pour a = 0.

2a  2b )
2-b'2-b/
En utilisant un logiciel de géométrie, P semble décrire
une parabole de sommet de coordonnées (0; - 1) quia
I'axe de ordonnées pour axe de symétrie.

Nous obtenons P(

Une équation de cette parabole serait donc de la forme
y=ax’-1.
P est situé sur cette parabole si et seulement si

( 2a )2 2b
o -1=
2-b 2-b
2a 2
Clest-a-dire oc( ) =
2-b
2+b

2 _4-b2 a1
douo=—2=b_ 2b = =4
4ac

(2-b)?
On peut vérifier que P est donc situé sur la parabole

2+b pourb#-2cara=0
2-b

42 4a? 4

d'équationy = XT -1



Cette parabole passe par C(- 2;0) et D(2; 0). Pour M =C
Cest-a-dire poura=-2et b=0on obtient M=C=H=P
pour M =D cest-a-dire, poura=-2etb=0,M=D=H=P.
Lorsque M est en A, H= O les droites (OM) et (AH) sont
confondues avec la droite (OA) et ne sont donc pas sécantes
Pour tout point P situé sur la parabole et P distinct du
sommet S(0 ; — 1) de cette parabole, la droite (OP)
coupe % en un point M distinct du point B(0 ; 2) dont
l'ordonnée b est de méme signe que celle de P. Le
projeté orthogonal H de M sur I'axe des abscisses est tel
que le point d'intersection des droites (AH) et (OM) sera
un point de la parabole sur la droite (OM) dont
l'ordonnée est de méme signe que M, c’est-a-dire P.
Donc T privée de S est le lieu de P.

@ Voir sur le site www.didiermathx.com

A

B
1. Soit H le projeté orthogonal de A sur BC, ABC isocéle
en A, H est le milieu de [BC].
BC-BA =BH-BC=BHxBC=18
2. BC2 = AC2 + AB2 — 2 X AB- AC

DoncE~A—C:32_36:—2

5 2= AB - AC = AB x AC x cos(BAC)
=16 % cos(BAC)
dou cos(BAC) ? il en résulte BAC = 97,2°a0,1° pres
BC-BA =18 donc 24cos(ABC) =18
Il en résulte cos(m) = % et ABC = 41,4°a0,1° pres.

Comme ABC est isocéle en A BCA = 41,4°a 0,1° preés.

N

A. MA - MB est constant, il ne dépend que du point M et

ne dépend pas de la droite passant par M et qui coupe

le cercle en deux points A et B.

B. Démonstration

1. Pour M non situé sur le cercle et pour B distinct de A

et A’, A’BA est un triangle rectangle en B. Donc B est le

projeté orthogonal de A’ sur la droite (MA) et

MA -MA” = MA - MB.

MA -MA’ = (MO + OA)- (MO + OA")

Comme O est le milieu de [AA], OA’=—0A donc

MA -MA’ = (MO + OA) - (MO — OA) = MO? — r2

Donc MA - MB = MO? — r2

2. MO? - r2 ne dépend que de M et du cercle, donc ne

dépend pas de la droite d qui coupe le cercle.

3. Si M est a l'extérieur du cercle MO? - r2 >0 donc
pc(M)>0.

Si M est a l'intérieur du cercle MO? - r2 < 0 donc pC(M) <0.

SiMest surle cercle M=A ouM=B donc MA-MB =0

etMO2-r2=r2-r2=0

4,

A

Dansce cas A=B=T et MA-MB = MT- = MT2

Et comme MOT est un triangle rectangleen T

MT2 = MO? - OT2 = MO? - 12 = p(M).

Remarque: si B= A’ alors M, A, A" sont alignés et
MA-MB = MA -MA” = MO2 — 12 = p-(M)

140| 1. AICKestun parallélogrammecarKI = %HB =KC

De méme DLBJ est un parallélogramme. On en déduit
que (AK) et (IC) d'une part, (0J) et (BL) d’autre part sont
paralléles.

Donc PQRS est bien un parallélogramme.

2. IC-BL = (IB+BC)-(BA+ AL)

=IB-BA +BC-BA +IB-AL +BC-AL
Or (1) L (AL) et (BC) L (BA).
DoncIC-BL =IB-BA +0+0+BC-AL

_ ﬁﬁuﬁ.(lﬁj
2 2
e lao

2

Les droites (IC) et (BL) sont alors orthogonales.
Donc les droites (PQ) et (PS) sont orthogonales.

Chapitre 12. Produit scalaire



Le parallélogramme PQRS est donc un rectangle.
3. a. BA-BL =BA-(BA + AL)

=BA-BA +BA-AL
Comme (BA) et (AL) sont orthogonales, BA-AL = 0.
DoncBA-BL = HﬁHz =a?

2. CF-CB = (CA + AF)- (CA + AB)
CA-AB=0 et AF-CA=0 donc
(CA+AF)-(CA+AB)=CA-CA + AF-AB

2
3. Donc CA2- AF x AB=0d'u AB:%.

Al Pour aller plus loin

tan(KF?) = % et tan(A/CE) = ﬁ

AC
Comme AFC = ACB nous obtenons AC = AB
AF  AC

ﬁ:lﬁ, doncﬁ~ﬁ:1ﬁ-ﬁ:1a2.
2 2 2

b. P est le projeté orthogonal de | sur (BC), S est le

projeté orthogonal de A sur (BC), donc PS estle
2

projeté orthogonal de IA sur (B; ﬁ:). donc AC2 = AF x AB, d'ou AB = AC
' AF °

On en déduit d'aprés le théoreme 2 que

BL-IA =BL-PS donc IA-BL = PS-BL.

Comme PS et BL sont colinéaires de méme sens,
PS-BL = PS x BL d'ou IA-BL = PS X BL.

Pour prendre des initiatives
@ Un minimum
A

c. Letriangle BAL est un triangle rectangle en A.

1
CommeBA=aetAL = Ea, on obtient

1
BL=,|a’+—a? = Ea.
4 2
S P
On en déduit que PS = WBL_2_  _ ﬁa

BL V5 5
—da
2
4, CB-Cl=CB-(CB+Bl)= CB-CB = a2

M H

En appliquant le théoreme de la médiane au triangle

AMB avec | milieu de [AB] et la médiane [MI], nous

2
obtenons : MAZ + MB2 = 2MI2 + %

JB-Ci=1CB-Ci=1a2
2 2
Puis, JB-Cl = QP Cl car QP est le projeté orthogonal

deEsur(C;a).

A . Comme les points A, B, | et la droite d sont fixes, MAZ MB?
OnadoncJB-Cl= QP x Cl car QP et Cl sont colinéaires

est minimale si et seulement MI? est minimal, c’est-a-

de méme sens. dire lorsque IM est minimal.

C = J5 btient op = JB-Ci B J5 Or la distance IM est minimale si et seulement si M est le
omme Ll =—~d, on obtient que ¥ = a ?a. projeté orthogonal de | sur la droite d, c'est-a-dire
5. On obtient que QP = PS ; donc PQRS est un carré. lorsque M est en H.

152| Un cavalier

2
L'aire de PQRS est [\/Sgaj :05—2 et vaut donc un
cinquieme de l'aire de ABCD.
Remarque:

Les 4 triangles QCD, PBC, SBA, RAD ont méme aire.

Cette aire est la méme que celle du carré PQRS. On peut

donc ainsi «diviser» l'aire du carré ABCD en 5 parts A
éqgales.

c

Désignons par A, B et Cles coins du patio, avec AB, BC et
CA cotés respectifs des chambres d’aires 90 m2, 30 m?2
et 20 m2 de la chambre d’aire 90 m2.

F A B

1. BCF étant un triangle rectangle en C, CF-CB=0

240



Il en résulte AB =310, BC=+/30 et CA=24/5.
C

A

L'aire S du patio est égale a %AB x CH avec

J— 1 J—
CH=ACxsin(BAC)d'ou S = EAB x AC x sin(BAC).
En appliquant la formule d’Al-Kashi dans le triangle ABC
nous obtenons :

BC2= AB2 + AC2 - 2AB x AC cos (BAC).

D'ou cos(m) = %,

Puis sin2(BAC) = %
Soit sin(EA\C) = %

Nous obtenons donc : S = 542 m2.
Remarque:

On peut aussi utiliser la formule de Héron (vue dans
R . J20++/30++/90
l'exercice 144) avecici:p=———m——.

2
Sz=[@+@+@}(@+@—@}

2 2
:(\/5+\/%—\/%)[\/5+\/%—@J
2 2
:[(\/ﬁ +/90)2 — 20)(2+/2700 — 100)]
16
= 50
D'ou S = 5v2.

= D |
4

B

Désignons par A, B, C et D les sommets du rectangle
avec PA =160, PB =630, PD = 560

et par O le milieu des diagonales [AC] et [BD].
La distance que I'on cherche a calculer est PC.

En appliquant le théoréme de la médiane en O dans les
triangles BPD et APC, nous obtenons :

2
PA2 4+ PC2 = 2PO2 + %

2
PB2 + PD2=2PO? + —Bg

Dans un rectangle les diagonales sont de méme
longueur, donc : PA2 + PC2 = PB2 + PD?

Remarque : ce résultat est obtenu pour tout rectangle
ABCD et pour tout point P a l'intérieur du rectangle
ABCD.

Nous en déduisons : PC2 = PB2 + PD2 - PAZ,

Donc PC = /6302 + 5602 — 1602 = 30/761.

Et 304/761 = 827,592 0,01 prés.

Au cm pres, le puits de pétrole se trouve donc a
827,59 m du quatrieme coin.

M
K
|
S

A H B
Solution 1
HK = AK - AH
2A1=AB + AC

[Al] orthogonal a [HK] si et seulement si :

2AI-HK =0, c'est-a-dire :

AB-AK — AB-AH+AC-AK - AC-AH = 0.

Soit AC-AK — AB-AH =0,

Et AM-BC = (AH + AK)-(AC - AB).

AM-BC=0 < AC-AK - AB-AH=0

Conclusion:

[Al] L [HK] < AC-AK - AB-AH=0

EtAC-AK —-AB-AH=0 < AM-BC=0

Il en résulte que [Al] et [HK] sont orthogonaux si et
seulement si M est le pied de la hauteur issue de A dans
le triangle ABC rectangle en A.

Solution 2

En se rapportant au repére orthonormé

N -1 — -1 —
A;i,j)aveci =—AB et j=—AC,A(0;0),B(a;0
( J)) AB J=3C (0;0),B(a;0)

aveca>0;C(0; b)avecb >0, I(g;g) et M(x; y) avec
bx + ay = ab car M est sur (BC).

2AIHK =0 & —ax+by=0

Les coordonnées (x; y) de M sont donc solutions du
bx +ay = ab

systeme :
Y {— ax+by=0
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c’est—a—direx:i et yzﬁ.

a? + b? a? + b?
Et on peut remarquer que AM-BC = 0, M est donc le
pied de la hauteur issue de A dans le triangle ABC

rectangle en A.

(155( M

P

Soit B le point diamétralement opposé a O sur le cercle
C, alors (AB) est la médiatrice du segment [MP],

—— 0 )
MAB = By et AMB est un triangle rectangle en M.

BM?2 = AB2 - AM2 = (2R)? — (1,5R)? = LR?

4
D'ou BM:R?
, (9) BM 7 (9) AM 15R 3
Donc:sin|—|=——=— et cos|—|=——= ==
2) AB 4 2 AB 2R 4
sin(6) = Zsin(g) cos(gj = ﬁ
2 2 8

6 1
et cos(0)= 2COSZ(E) -1= 3 (remarque : cela conduita

0=82,8°a0,1° prés).

ENGLISH CORNER

A

C
En appliquant le théoréme d’Al-Kashi
AC2 = BA? + BC2 - 2BA x BC x cos(ABC)
Donc AC2=2,12 + 3,72 - 15,54 cos(136°).
Soit AC= 5,411 au métre pres.

157 a. AC2= MA2 + MC2 - 2MA x MC x cos(6°)
soit 36 = MAZ + 16 — 8MA x cos(6°)

c'est-a-dire 20 = MA2 - 8MA X cos(6°).

b. De méme : AB2 = MA2 + MB2 - 2MA x MBcos(180 — 6°)
Soit 33 = MAZ + 8MA cos(6°).

c. Enadditionnant les expressions obtenues en a. et b.
nous obtenons : 53 = 2MA2 puis AM = /26,5 = 5,15.

158| Soit ABC un triangle rectangle en A et | le centre
de son cercle inscritavec IB=+/5 et IC=+/10.

A

B
I/C\B_H/B‘E: A;:B 4 ASC _ ACB;—ABC —a5°

Donc BIC = 135°,

Il en résulte BC2 = 1B2 + 1C2 - 2 x IB x IC cos (BIC).
Soit BC2= 15 - 10+/2 cos(135°) = 25

Donc BC =5.

; ‘

A D
Désignons par a le c6té du carré. Avec Al-Kashi :
12 = AP2 = g? + BP? - 2aBP cos(ABP)
=a?+4-4a cos(ABP)
9 =PC2= a”+ BP2 - 2aBP cos(PBC)
=a?+4-4asin(ABP)
D'ou : (a2 + 3)2 = 16a2cos2(ABP)
et (a® - 5)2 = 16a2sin2(ABP).
Il en résulte : (@2 + 3)2 + (a? - 5)2 = 1642
Soita*-10a%+17 =0.
a?=5+2y2 ou a?2=5-22
Commea=0 a:\/5+2\/5 ou a:\/5—2\/5.
Comme a+/2 la longueur de la diagonale du carré est
supérieure a CP donca 3,5 - 22 ne convient pas.

Conclusion: le carré a pour coté V54242 et par
Al-Kashi on en déduit

a? = PA? + PB2 - 2PA x PB x cos (APB),
s0it 5 + 2+/2 = 5 - 4cos(APB)

| —
d’ol cos(APB) = — soit APB = 135°.

N
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