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AVERTISSEMENT.

Oxa déja pluficurs Traités de Méchanique, mais
le plan de celui-ci eft entiérement neuf. Je me fuis
propofé de réduire la théorie de cette Science, &
Fart de réfoudre les problémes qui sy rapportent, 3
des formules générales, dont le fimple développement
‘donne toutes les équations néceflaires pour la folution
de chaque probléme. Jefpere que la maniere dont
jai tiché de remplir cet objet, ne laiffera rien &

defirer.

Cet Ouvrage aura dailleurs une autre utilicé ; ik
réunira & préfentera fous un méme point de vue,
les différens Principes trouvés jufqu’ici pour faciliter
la folution des queftions de Méchanique, en mon-~
trera la liaifon & la dépendance mutuelle , & mettra

3 portée de juger de leur juftefle & de leur étendue,

Je le divife en deux Parties; la Statique ou la

Théorie de I'Equilibre, &laDynamique ou la Théorie
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du Mouvement; & chacune de ces Parties traitera
{éparément des Corps folides & des fluides.

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage.
Les méthodes que j'y expofe ne demandent ni conf
tructions , ni raifonnemens géométriques ou mécha-
niques, mais feulement des opérations algébriques,
affujetties 3 une marche réguliere & uniforme. Ceux
qui aiment ['Analyfe, verront avec plaific la Mécha-
nique en devenir une nouvelle branche, & me fauron

gré den avoir étendu ainfi le domaine,
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Mnssnv Rs pE LAPLACE, CousiN, L8 GENDRE & moi, ayant
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ce 27 Février 1788,
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LOUIS, PAR LA GRACE DE Dizv, Ror bE France 2T pE NAVARRE; A nos amés
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ordinaires de notre F¥6tel , Grand-Confeil, Prévét de Paris, Baillifs, Sénéchaux, leurs
Lieutenans Civils, & autres nos Jufticiers qufil appartiendra, Sarur, Nes bien-amés Leg
MemerEs pE LUAcapfEMie RovaLe pEs Serenees de notre bonne Ville deParisy
Nous ont fait expofer qu'ils auroient befojn de nos Letires de Privilege pour I'im-
preflion de leurs Ouvrages : A cEs causes, voulant favorablement traiter les Expo-
fans , Nous leur avors permis & permettons par ces Préfentes, de faire imprimer 4
par tel Imprimeur qu'ils voudront ehoifir, toutes les Recherches oa Obfervations jour-
malieras , ou Relations anruelles de tout ce qui aura é&é fait dans les Affemblées de ladite:
Académie Royale des Sciences, les Ouvrages, Mémoires-on Traités de chacun: des:
Particuliers qui la compofent, & généralement tout ce que ladite Académic voudra faire
paroitre,, aprés avoir fait examiner lefdits Ouvrages, & jugé qu'ils front dignes de I'im-
preflion, en tels volumes, forme, marge, caralteres, conjointement 5 ou féparément,.
& autant de fois que bon leur femblera, & de les faire vendre & débiter par-tout notee
Royaume , pendant le tems. de vingt années confécutives , 3 compter du jour de la date
des Préfentes; fans toutefois qu’a Poccafion des Ouvrages ci-deflus fpécifiés, il en puifle
&tce imprimé d’autres qui ne foient pas de ladite Académie : Faifons défenfes i toutes
Yortes de perfonnes , de quelque qualité & condition qu’elles foient , d’en introduire d'im.-
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preflion étrangere dans aucun lieu de notre obéiffance ; comme auffi 3 tous Libraires
& Imprimeurs d'imprimer , ou faire imprimer, vendre, faire vendre & débiter leditsOu-
wrages, en tout ou en partie, & d’en faire aucunes traduions ou extraits , fous quelque
prétexte que ce puille éwre , fans la permiffion exprefle & par écrit defdits Expofants ,
ou de ceux qui auront droit d’eux; i peine de confilcation des exemplaires contrefaits ,
de trois mille livees d’amende contre chacun des contrevenants, dont un tiers 3 Nous,
un tiers 3 'Hétel-Dieu de Paris, & Vautre tiers auxdits Expofants, ou 3 celui qui
aura droit d’eux , & de tous dépens, dommages & intéréts; i la charge que ces Pré-
fentes (eront enregiftrées tout au long fur le Regiftre deda Communauté des Libraices
& Imprimeurs de Paris, dans trois mois de la date d'icelles; que I'impreffion defdits
Quvrages (era faite dans notre Royaume & nod ailleurs, en bon papier & beaux carac-
teres, conformément aux Réglemens de la Librairie ; qu’avant de les expofer en vente ,
Jes manuicrits ou imprimés qui auront fervi de copie 4 I'impreffion defdits Ouvrages,
feront remis &s mains de notre trés-cher & féal Chevalier , Garde des Sceaux de France,
le fieur Hue pe MiromesiL, Commandeur de nos Ordres; qu'il en fera enluite remis
deéux exemplaires dans notre Bioliotheque publique, un dans celle de notre Chiteau du
Louyre,, & un dans celle de notre trés-cher & féal Chevalier , Chancelier de France,
le fieur pE Mavpeou, & undans celle dudit fieur Hue pE Miromesic. Le tout i
peine de nullité defdites Poéfentes ; du contenu defquelles vous mandons & enjoignons
de faire jouir lefdits Expofants & leurs ayans caufes, pleinement & paifiblement, fans
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Préfentes, qui fera imprimée tout 2u long , au commencement ou i la fin defdits Ouvrages,
foit tenue pour duement fignifice ; & qu'aux copies collationnées par I'un de nos amés &
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premier notre Huiffier ou Sergent, fur ce requis, de faire pour 'exécution d'icelles,
tous altes requis & nécefluires , fans demander autre permiffion, & nonobftant clameur
de Haro, Charte Normande , & Lettres 3 ce contraires, Car tel eft notre plaifir. Doxng
i Paris , le premier jour de Juillet, I'an de grace mil fept cent fixante-dix-huit, &
de notre Regne le cinquieme. Par le Roi en fon Confeil,

Sign¢ LE BEGUE.

Regiftre fur le Regifire XX de la Chambre Royale & Syndicale des Libraires &
Imprimeurs de Paris, N° 1477 , folio 582, conformément qu Reglemenc de 1723, qui
Jfait défenfes, article 1V, & touses perfonnes , de quelque qualite & condition qu'elles
Joient, autres que les Libraires & Imprimeurs, de vendre, débiter & faire afficher
aucuns Liyres pour les vendre en leur nom , foit qu'ils s’en difensles Auteurs ou aatre-
mers; & a la charge de fournir d la fufdite Chambre huit Exemplaires, prefriss
parfare CF I du méme Réglement. A Paris le 10 Aolis 1778,

Signé A, M. LOT TIN Painé, Syndic.
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PREMIERE PARTIE

LA STATIQUE.

SECTION PREMIERE

Sur les différens Principes de la Statique.

L. Statique eft la fcience de Iéquilibre des forces. On

entend en général par force ou puiffance la caufe, quelle
qu'elle foit, quiimprime ou tend 3 imprimer du mouvement

au corps auquel on la fuppofe appliquée ; & c'eft auffi par la
quantité du mouvement imprimé, ou prét A imprimer, que

A
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la force ou puiffance doit seftimer, Dans I'état d’équilibre la
force n’a pas d’exercice actuel ; elle ne produit qu'une fimple
tendance au mouvement; mais on doit toujours la mefurer
par Peffec quelle produiroit fi elle n’étoit pas arrétée. En pre-
nant une force quelconque, ou fon effet pour I'unitd, lex-
preflion de toute autre force n'eft plus qu’un rappore, une
quantité mathématique qui peut Etre repréfentée par des
nombres ou des lignes; c'eft fous ce point de vue que I'on
doit confidérer les forces dans la Méchanique.

L’équilibre réfulte de la deftruction de plufieurs forces qui
fe combarttent & qui anéantiffent réciproquement Pa&ion
qu'elles exercent les unes fur les autres ; & le but de la Sta-
tique eft de donner les loix fuivant lefquelles cette deftruction
sopere. Ces loix font fondées fur des principes gérféraux qu'on
peut réduire A trois; celui de Yégquilibre dans le levier, celui
de la compofition du mouvement , & celui des vitefles virtuelles.

Archimede, le feul parmi les Anciens qui nous ait laiflé
quelque théorie fur la M¢échanique , dans fes deux Livres de
Aquiponderantibus , eft 'auteur du principe du levier, lequel
confifte, comme tout le monde fait, en ce que fi un levier
droit eft chargé de deux poids quelconques placés de part &
d'autre du point d’appui A des diftances de ce point récipro-
quement proportionnelles aux mémes poids , ce levier fera
en équilibre,, & fon appui fera chargé de la fomme des deux
poids. Archimede prend ce principe, dans le cas des poids
égaux placés A des diftances égales du point d’appui, pour un
axiome de Méchanique dvident de foi-méme, ou du moins
pour un principe d’expérience ; & il ramene 3 ce cas fimple
& primitif celui des poids inégaux, en imaginant ces poids
lorfquils font. commenfurables, divifés en plufieurs parties
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PREMIERE PARTTIE, 3

toutes égales entrelles, & en fuppofant que les parties de
chaque poids foient {éparées & tranfportées de part & d'autre
fur le méme levier, 4 des diftances égales , enforte que tout
le levier fe trouve chargé de plufieurs petits poids €gaux &
placés 2 diftances égales autour du point d’appui. Enfuite il
démontre la vérité du méme théoréme pour les poids incom-
menfurables 4 l'aide de la méthode d’exhauftion, en faifant voir
qu'il ne fauroit y avoir équilibre entre ces poids, & moins qu'ils
ne foient en raifon inverfe de leurs diftances au point d’appui.

Quelques modernes, comme Stevin dans {a Statique, &
Galilée dans fes Dialogues fur le mouvement, ont rendu la
démontftration d’Archimede plus fimple , en {uppofant que les
poids attachés au levier foient deux parallélépipedes horizon-
taux pendus par leur milieu, & dont les largeurs & les hau-
teurs {oient égales, mais dont les longueurs foient doubles des
bras de levier qui leur répondent inverfement. Car de cette
maniere les deux parallélépipedes font en raifon inverfe de
leurs bras de levier, & en méme tems ils {e trouvent placés
bout-a-bout , enforte qu’ils n’en forment plus qu'un {eul dont
le point du milieu répond précifément au point d’appui du
levier.

D’autres au contraire ont cru trouver des défauts dans la
démonftration d’Archimede , & ils 'ont tournée de différentes
facons pour la rendre plus rigoureufe. Mais fi lon excepte
Huyghens, il n’y ena aucun quiait mérité fur ce point la recon-
noiflance des Géometres.

Ladémonftration d’Huyghens eft fondée {ur la confidération
de I'équilibre d'un pl:;n chargé de plufieurs poids €gaux, &
appuyé {ur une ligne droite ; mais cette démonftration, quoique
ingénieufe & exempte des difficultés auxquelles celle d’Archi-

A
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mede eft fujette, ne paroit pas encore & I'abri de toute objec-
tion; voyez le premier volume des Opera varia d’'Huyghens.

Le principe du levier droit & horizontal une fois pofé, en
en peut déduire les loix de I'équilibre dans les autres machines,
& en général dans quelque fyftéme de puiffances que ce foit.
C’eft ce que plufieurs Auteurs ont fait, fur-tout la Hire dans
fon Traité de Méchanique, imprimé dans le IX® volume des
anciens Mémoires de ' Académie des Sciences de Paris. Cepen-
dantil paroit qu'onn’a pas d'abord connu la maniere de réduire
a la théorie du levier celle de toutes les autres machines, &
fur-tout celle du plan incliné; car non-feulement on voit par
les fragmens qui nous font parvenus du huitieme Livre de
Pappus, que les Anciens ignoroient le vrai rapport de la puif=
fance au poids dans le plan incliné , mais on fait que la déter-
mination de ce rapport a été long-tems un probléme parmi les
premiers Mathématiciens modernes, probléme dont la pre-
miere folution exace eft due au fameux Stevin, Mathémati-
cien du Prince Maurice de Naflau ; encore ne Pa-t-il trouvée
que par une confidération indirete & indépendante de la
théorie du levier.

Stevin confidere un triangle folide pofé {ur {a bafe horizon-
tale; enforte que fes deux cbtés forment deux plans inclinés ;
& il imagine qu’un chapelet formé de plufieurs poids égaux,
enfilés 4 des diftances égales, ou plutot une chaine d’égale
grofleur foit placée fur les deux cotés de ce triangle, de ma-
niere que toute la partie {upéricure fe trouve appliquée aux
deux cotés du triangle, & que la partie intérieure pende libre-
men. au-deflous de la bafe, comme fi elle étoit attachée aux
deux extrémités de cette bafe,

Or Stevin remarque qu'en fuppofant méme que la chalne
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PREMIERE PARTITE 5

puiffe gliffer librement fur le triangle, elle doit cependant
demeurer en repos; car i elle commengoit & glifler delle-
méme dans un fens, elle devroit continuer a glifler toujours,
puifque la méme caufe de mouvement {ubfifteroit, la chaine
fe trouvant, i caufe de l'uniformité de fes parties, placée
toujours de J]a méme maniere {ur le triangle , d’ou réfulteroit
un mouvement perpétuel , ce qui eft abfurde.

Il y a donc néceflairement équilibre entre toutes les parties
de la chaine; or il eft évident que la portion qui pend au-
deffous de la bafe, eft déja en équilibre d'elle-méme; donc
il faut que I'effort de tous les poids appuyés fur l'un des cotés,
contrebalance I'effort des poids appuyés fur I'autre coteé ; mais
la fomme des uns eft & la fomme des autres , dans le méme
rapport que les longueurs des cbtés fur lefquels ils font appuyés.
Donc il faudra toujours Ja méme puiffance pour foutenir un
ou plufieurs poids placés {ur un plan incliné, lor{que le poids
total fera proportiennel 4 la Jongueur du plan, en fuppofant
la hauteur la méme ; mais quand le plan eft vertical, la puif-
fance eft égale au poids ; donc dans tout plan incliné, la puif-
fance eft au poids comme la hauteur du plan a {a longueur.

Tai rapporté cette démonftration de Stevin, parce qu'elle
eft trés-ingénieufe, & qu'elle eft d'ailleurs peu connue. Au
refte, Stevin déduit de cette théorie celle de I'équilibre entre
trois puiffances qui agiflent fur un méme point, & il fait voir
que cet équilibre a lieu lorfque les puiffances font paralleles
& proportionnelles aux trois corés d’un triangle reiligne
quelconque. Voyez les Elémens de Statique & les Additions
3 la Statique de cet Auteur dans {es Hypomnemara Mathe-
matica.

Le fecond Principe fondamental de 'équilibre eft celui de
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Ja compofition des mouvemens, Il eft fondé fur cette fuppo-
fition , que fi deux forces agiflent a la fois fur un corps fuivant
différentes dire&ions, ces forces équivalent alors a une force
unique, capable d’imprimer au corps le méme mouvement
que lui donneroient les deux forces agiffant féparément. Or
un corps qu'on fait mouvoir uniformément, f{uivant deux
direCtions différentes a la fois , parcourt néceflairement la dia-
gonale du parallélogramme dont il eut parcouru f{éparément
les cotés en vertu de chacun des deux mouvemens. D’ou il
senfuit que deux puiffances quelconques qui agiflent enfemble
fur un méme corps, feront équivalentes 4 une feule repré.
fentée dans fa quantité & fa direltion, par'la diagonale du
parallélogramme dont les cotés repréfentent en particulier les
quantités & les direCtions des deux puiffances données. Cleft
en quoi confifte le Principe qu’on nomme la compofition des
forces.

Ce Principe {uffit {eul pour déterminer les loix de I'équilibre
dans tous les cas; car en compofant {ucceflivement toutes les
forces deux 4 deux, on doit parvenir 3 une force unique, qui
fera équivalente 2 toutes ces forces, & qui par conféquent
devra €cre nulle dans le cas d’équilibre, s'il n’y a dans le fyftéme
aucun point fixe ; mais s'il y en a un , il faudra que la dire@ion
de cette force unique pafle par le point fixe. Ceft ce qu'on
peut voir dans tous les Livres de Statique, & particuliérement
dans la nouvelle Méchanique de Varignon, ol la théorie des
machines eft déduite uniquement du Principe dont nous ve-
nons de parler.

Il eft évident que le théoréme de Stevin fur I'équilibre de
trois forces paralleles & proportionnelles aux trois cdtés d’'un
triangle quelconque , eft une conféquence immédiate & nécef-
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faire du principe de la compofition des forces , ou plutdt qu’il
neft que ce méme principe préfenté fous une autre forme,
Mais celui-ci a 'avantage d’€tre fondé fur des notions fimples
& naturelles , au lieu que le théoréme de Stevin ne l'eft que
{ur des confidérations indiretes.

Quant 4 l'invention du Principe dont il s’agit, il me femble
quon doit l'attribuer 4 Galilée, qui dans la feconde propofi-
tion de la quatrieme journée de fes Dialogues, démontre
qu’un corps mu avec deux vitefles uniformes, 'une horifon-
tale, Pautre verticale, doit prendre uhe vitefle repréfentée
par I'hypothénufe du triangle dont les cotés repréfentent ces
deux vitefles; mais il paroit en méme tems que Galilée n’a
pas connu toute l'importance de ce théoréme dans la théorie
de I'équilibre. Car dans le Dialogue troifitme ou il traite du
mouvemént des corps pefans fur des plans inclinés, au lieu
d’employer le Principe de la compofition du mouvement pour
déterminer diretement la gravité relative d’un corps fur un
plan incliné, il déduit plutot cetre dérermination de la théorie
de Péquilibre fur les plansinclinés, d’apres ce qu'il avoit érabli
auparavant dans fon Traité della Scienza Mecanica, dans
lequel il rappelle le plan incliné au levier.

On trouve enfuite la théorie des mouvemens compofés dans
les écrits de Defcartes, de Roberval, de Merfenne, de
Wallis , &c : mais ceft 3 Varignon qu'on doit d’avoir montré
Yufage de cette théorie dans I'équilibre des machines.

Le projet d’'une nouvelle Méchanique qu’il publia en 1687,
n’a pour objet que de démontrer les régles de la Statique par
la compofition des mouvemens ou des forces; & cet objet a
été rempli enfuite avec plus d’étendue dans la nouvelle Mécha-
nique qui n’a paru quaprés {a mort, en 1725 ; il avoit méme



PoATCRaprregnyyr IH""’N'l"IUll'l'"ll""""\l‘l"mﬂm (ABLEERUARNE{ JU AL LA I AL LA DL A

8 MECHANIQUE ANALITIQUE

déja donné en 1685, dans I'Hiftoire de la République deg
Lettres, un Mémoire fur les poulies, ou il expliquoit la théorie
de ces fortes de machines, par celle des mouvemens com-
pofés.

Je viens enfin au troifieme Principe, celui des vitefles vir-
tuelles. On doit entendre par vizeffe virtuelle, celle qu'un
corps en équilibre eft difpofé a recevoir, en cas que I'équilibre
vienne a étre rompu ; c’eft-a-dire la vitefle que ce corps pren-
droit réellement dans le premier inftant de fon mouvement ;
& le Principe dontil s'agit confifte en ce que des puiflances
font en équilibre quand elles font en raifon inverfe de leurs
vitefles virtuelles, eftimées fuivant les directions de ces puif-
fances.

Pour peu qu'on examine les conditions de I'équilibre dans
le levier & dans les autres machines, il eft facile de reconnoitre
la vérité de ce Principe; cependant il ne paroit pas que les
Géometres qui ont précédé Galilée, en aient eu connoif-
fance, & je crois pouvoir en attribuer la découverte a cet
Auteur , qui dans fon Traité della Scienza Mecanica, &
dans fes Dialogues fur le mouvement, le propofe comme
une propriété générale de I'équilibre des machines. Voyez la
{cholie de la {feconde Propofition du troifieme Dialogue.

Galilée entend par momens d’'un poids ou d’une puiffance
appliquée a une machine , 'effort, Paltion, Pénergie, I'imperus
de cette puiflance pour mouvoir la machine, de maniere qu'il
y ait équilibre entre deux puiflances, lorfque leurs momens
pour mouvoir la machine en fens contraires font égaux; &
il fait voir que le moment eft toujours proportionnel 2 la
puiffance multipliée par la vitefle virtuelle, dépendante de la

maniere dont la Puiﬁ‘ance agi,
Cette
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Cette notion des momens a aufli été adoptée par Wallis
dans {a Méchanique publiée cn 1669. L’Auteur y pofe le
principe de Pégalité des momens pour fondement de la Sta-
tique , & il en déduit au long la théorie de Iéquilibre dans
les principales machines.

Aujourd’hui on n’entend plus communément pour moment,
que le produit d’une puiffance par la diftance de fa direttion
A un point ou A une ligne , ceft-a-dire par le bras de levier par
lequel elle agit; mais il me femble que la notion du moment
donnée par Galilée & par Wallis, eft bien plus naturelle & plus
générale, & je ne vois pas pourquoi on I'a abandonnée pour
y en fubfticuer une autre qui exprime feulement la valeur du
moment dans certains cas, comme dans le levier, &c.

Defcartes a réduit pareillement toute la Statique 2 un Prin-
cipe unique, qui revient pour le fond & celui de Galilée,
mais qui eft préfenté d’une maniere moins géhérale. Ce Prin-
cipe eft, qu'il ne faut ni plus ni moins de force pour ¢lever
un poids & une certaine hauteur , qu’il en faudroit pour élever
un poids plus pefant & une hauteur d’autant moindre, ou un
poids moindre 4 une hauteur d’autant plus grande. (Voyez la
Lettre 73 de la premiere Partie, & le Traité de Méchanique
imprimé dans les Ouvrages pofthumes ). D’on il réfulte quil
y aura équilibre entre deux poids, lorfqu'ils feront difpofés
de maniere que les chemins perpendiculaires qu'ils peuvent
parcourir enfemble, foient en raifon réciproque des poids.
Mais dans I'application de ce Principe aux différentes ma-
chines, il ne faut confidérer que les efpaces parcourus dans
le premier inftant du mouvement, & qui-font proportionnels
aux vitefles virtuelles ; autrement on n'auroit pas les véritables
loix de I'équilibre,

B
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10 MECHANIQUE ANALITIQUE.

Au refte, foit quon regarde le Principe des vitefles vir-
tuelles comme une propriété générale de I'équilibre, ainfi que
I’a fait Galilée; foit qu'on veuille le prendre avec Defcartes &
Wallis pour la vraie caufe de I'équilibre, il faur avouer qu'il
a toute la fimplicité qu'on peut defirer dans un principe fonda-
mental ; & nous verrons plus bas combien ce Principe eft
encore recommandable par fa généralité.

Torricelli, fameux difciple de Galilde , eft l'auteur d’'un
autre Principe, qui revient cependant au méme que celui de
Galilée, ou qui plutét n’en eft qu'une conféquence; c'eft que
lorfque deux poids font tellement lids enfemble, qu'étant
placés comme I'on voudra, leur centre de gravité ne haufle
ni ne baifle, ils font en équilibre dans toutes ces fituations.
Torricelli ne I'applique qu’au plan incliné , mais il eft facile de
fe convaincre quil n’a pas moins lieu dans les autres machines.
Voyez fon Traité du mouvement accéléré, qui a paru en
1644,

Le Principe de Torricelli en a fait naltre un autre , dont
quelques Auteurs ont fait ufage pour réfoudre avec plus de
facilité différentes queftions de Statique. C’eft celui-ci: que
dans un f{yftéme de corps pefans en équilibre, le centre de
gravité eft le plus bas qu'il eft poflible. En effer, on fait par
la théorie de maximis & minimis , que le centre de gravité
eft le plus bas lorfque la différentielle de fa defcente eft nulle,
ou, ce quirevient au méme, lorfque ce centre ne monte ni
ne defcend, tandis que le {yftéme change ‘infiniment peu de
place.

Le Principe des vitefles virtuelles peutétre rendu tres-général
de cette maniere :

S: un [yftéme quelconque de tan: de corps ou points que
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Pon veut tirés, chacun par des puiffances quelconques , eft en
équilibre , & qu’on donne a ce [yftéme un petir mouvement quel-
conque , en vertu duquel chaque point parcoure un efpace infini-
ment petit qui exprim:ra fa vite[fe virtuelle 5 la fomme des puz[-
fances , multipliées chacune par Pefpace que le point ou elle eft
appliquée , parcourt fuivane la direclion de cetze méme puiffance ,
fera toujours égale & yero, en regardant comme pofitifs les petits
efpaces parcourus dans le fens des paiffances , & comme négarifs.
les efpaces parcourus dans un jérz3 oppofe.

Jean Bernoulli eft le premier que je fache, qui ait appercu
cette grande généralité du Principe des vitefles virtuelles, &
fon utilité pour réfoudre les problémes de Statique. Cleft ce
qu'on voit dans une de {es Lettres a Varignon, datée de 1717,
que ce dernier a placée 2 la téte de lafeétion neuvieme de fa
nouvelle Méchanique , fetion employée toute entiere a mon-
trer par différentes applications la vérité & I'ufage du Principe
dont il s’agit.

Ce méme Principe a donné lieu enfuire a celui que feu
M. de Maupertuis a propofé dans les Mémoires de PAcadémie
des Sciences de Paris pour I'année 1740, fous le nom de Loi
de repos, & que M. Euler a développé davantage, & rendu
plus général dans les Mémoires de I' Académie de Berlin pour
Pannée 1751. Enfin ceft encore le méme Principe qui fertde
bafe A celui que M. le Marquis de Coartivron a donné dans
les Mémoires de 'Académic des Sciences de Paris pour 1748
& 1749.

Et en général je crois pouvoir avancer que tous les principes
généraux qu’on pourroit peut-Etre encore découvrir dans la
fcience de I'équilibre, ne feront que le méme principe des

Ba
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vitefles virtuelles , envifagé diffléremment , & dont ils ne diffé-

reront que dans expreffion.
Aurefte, ce Principe eft non-feulement en lui-méme trés-

fimple & tres-général ; il a de plus I'avantage précieux & unique
de pouvoir fe traduire en une formule générale qui renferme
tous les problémes qu'on peut propofer fur I'équilibre des corps.
Nous allons expofer cette formule dans toute fon érendue
nous ticherons méme de la préfenter d’'une maniére encore
plus générale qu'on ne I'a fait jufqu'd préfent, & d’en donner
des applications nouvelles.

SECONDE SECTION.

Formule générale pour l’eguzlzbre d'un_ fyftéme quelconque de
forces 3 avec la maniere de Jaire ufage de cette formule.

1. LA loi générale de Téquilibre dans les machines, eft
que les forces ou puiflances foient entr’elles réciproquement
comme les vitefles des points ol elles {ont appliquées, eftimées
{uivant la direCtion de ces puiffances.

Ceft dans cette loi que confifte ce qu'on appelle commu-
nément le Principe des viteffes virtuelles , Principe reconnu
depuis long-tems pour le Principe fondamental de l’équil‘ibré,
ainfi que nous 'avons montré dans la Setion précédente, &
quwon peut par conféquent regarder comme une efpece d’a-
xiome de Méchanique,

Pour réduire ce Principe en formule, fuppofons que des
puiffances P, Q, R, &c. dirigées {uivant des lignes données,
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fe faffent équilibre. Concevons que des points ou ces puif-
fances font appliquées, on mene des lignes droites égalesa p,
g, r,&c, & placées dans les diretions de ces puiflances; &
defignons en général, par dp, dq :'d;, &c, les variations, ou
différences de ces lignes, en tant quelles peuvent réfulter
d’un changement quelconque infiniment petit dans la pofition
des différens corps ou points du fyftéme.

11 eft clair que ces différences exprimeront les efpaces par-
courus dans un méme inftant par les puiflances P, @, R, &c,
ceft-a-dire, les vitefles de ces puiflances eftimées {uivant leurs
dire&ions.

Cela pofé, imaginons d’abord trois puiflances P,Q, R en
équilibre, il eft clair qu'en {ubftituant & la plaée d’une quel-
conque de ces puiflances un appui fixe, capable de réfifter 2
Peffort commun des deux autres, 'équilibre {ubfiftera encore ;
je commencerai donc par chercher les loix de 'équilibre entre
deux puiffances P & Q, en {fuppofant que le point {ur lequel la
troifieme puiflance agit foit fixe, enforte que la ligne r demeure
la méme pendant que les lignes p & ¢ deviennent p~-dp,
g-+dq, oup—dp, g—dgq. Par le principe général, il
faudra que les puiffances P & @ foient entrelles en raifon
inverfe des différenticlles dp, dq; mais il eft aifé de con-
cevoir qu'il ne fauroit y avoir équilibre entre deux puiffances,
4 moins quelles ne foient difpofées de maniere , que quand
I'une d’elles fe meut, fuivant {a propre direttion, l'autre ne
foit contrainte de fe mouvoir dans un fens contraire 2 la
fienne ; d’ou1 il Senfuit que les valeurs des différences dp & dg
doivent étre de figne contraire ; donc comme les valeurs des
forces P & Q font fuppofées toutes deux pofitives, on aura
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par I'équilibre —% = — %’,, ou bien Pdp + Qdgq = o3
celt la formule générale de I'équilibre de deux puiffances.
On trouvera de la méme maniere, en regardant la puif-
fance Q, comme appliquée 4 un point fixe, I'équation Pdp
~~ Rdr = o, pour les conditions de I’équilibre entre les puif-
fances P & R. Pareillement on aura pour 'équilibre des deux
puiffances Q & R Iéquation Qdg + Rdr == o.
On a donc pour les trois puiffances P, Q, R, les trois
€quations
Pdp 4~ Qdg==0, Pdp+Rdr =o, Qdg+ Rdr=o,
en fuppofant dans la premiere de ces équations r conftante,
dans la {econde g conftante,, & dans la troifieme p conftante.

D'onr il senfuit qu'on aura en général, en faifant varier
P> g,ralafois, I'équation Pdp + Qd g+ Rdr ==o.

En effet, pour quil y ait équilibre entre les puiflances
P, Q, R, il faut que ces puiffances foient difpofées de ma-
niere que l'une ne puifle fe mouvoir indépendamment des
deux autres.

Il faur donc qu'il y ait une relation donnée entre les dif-
férences dp, dg, dr, & par conféquent aufli entre les quan-
tités finies p, ¢, r; donc en vertu de cette relation, quelle
quelle foit, la variable p pourra étre regardée comme une
fontion des deux autres variables ¢ & r; & fa différentielle
dp pourra, par conféquent, sexprimer en général par dp
= mdg -+ ndr. Ot en faifant r conftante, on auroit
fimplement dp = mdq, & en faifant ¢ conftante, on
agroit dp = ndr; donc le terme Pdp qui fe trouvera
dans les deux premieres équations, pourra étre repré-
lenté  par Pmdg dans la premiere de ces ‘équations , &
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par Pndr dans la feconde; de forte que la forrme de ces
deux termes {era P (mdg =~ ndr)==Pdp. On prouvera de
1a méme maniere, & en regardant ¢ comme une fonion de
p & r, que la fomme des deux termes Qdg qui entrent
dans la premiere & dans-la troifieme équation, fe réduira
fimplement 3 Qdgq, en regardant dans d¢, p & r comme
variablés 4 la fois; & pareillement les deux termes Rdr
qui fe trouvent dans les deux dernieres équations, fe ré-
duiront 4 Rdr, (p & g drant variables a la fois dans dr ).
De forte que la fomme des trois équations particulieres trou-
vées ci-deflus, deviendra, en regardant p, ¢, r comme
variables a la fois Pdp + Qdg + Rdr = o; formule de
I'équilibre de trois puiffances quelconques P, Q, R.

S'il y.-avoit une quatrieme puiflance §, dirigée {uivant la
la ligne s, on trouveroit par un raifonnement femblable, que
I'équilibre des quatre puiflances P, Q, R, § feroit renfermé
dans la formule Pdp 4+ Qdq + Rdr +Sds = o.

Ainfi de {uite, quel que foir le nombre des puiffances en
équilibre.

2. On a donc en général pour Péquilibre d’un nombre
quelconque de puiflances P, @, R, &c, dirigées {uivant les
lignes p , g, r,&c, & appliquées a un fyltéme quelconque de
corps ou points difpofés entr’eux d’'une maniere quelconque,
une équation de cette forme,

Pdp 4 Qdg+ Rdr + &c=o.

Ceft la formule générale de I'équilibre d'un fyftéme quel-
conque de puiflances.

Nous nommerons chaque terme de cette formule, tel que
Pdp, le moment de la force P, en prenant le mot de moment
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dans le {ens que Galilée lui a donné, ceft-a-dire, pour le
produit de la force par fa vitefle virtuelle. De forte que la
formule générale de I'équilibre confiftera dans I'égalité & zero,
de la fomme des momens de toutes les forces.

3. Pour faire ufage de cette formule, la difficulté fe réduira
4 déterminer, conformément 4 la nature du {yftéme donné,
les valeurs des différentielles dp, dg, dr, &c.

On confidérera donc le fyftéme dans deux pofitions diffé-
rentes , & infiniment voifines, & on cherchera les expreflions
les plus générales des différences dont il s'agit, en introdui-
fant dans ces expreflions autant de quantités déterminées, qu'il
y aura d’élémens arbitraires dans la variation de pofition du
fyftéme. On fubftituera enfuite ces expreflions de dp, dq,
dr, &c, dans ['équation propofée, & il faudra que cette équa-
tion ait lieu, indépendamment de toutes les indéterminées,
afin que I'équilibre du fyltéme fubfifte en général & dans tous
les fens. On égalera donc {éparément 4 zero, la fomme des
termes affe&tés de chacune des mémes indéterminées; & I'on
aura, par ce moyen, autant d’équations particulieres, qu'il y
aura de ces indérerminées; or il n’eft pas difficile de fe con-
vaincre que leur nombre doit toujours étre égal 4 celui des
quantités inconnues dans la pofition du fyftéme; donc on
aura par cette méthode, aurant d’équations qu'il en faudra
pour déterminer P'érat d'équilibre du fyftéme.

Ceeft ainfi qu'en ont ufé tous les Auteurs qui ont appliqué
jufqu'ici le Principe des vitefles virtuelles, 4 la folution des
problémes de Statique ; mais cette maniere d’employer ce
Principe, peut exiger des conftructions & des confidéra-
tions géométriques, qui rendent les folutions aufli longues
aue fi on les déduifoit des principes ordinaires de la Stati-

que,
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que; ceft peut-étre la principale raifon quia empéche quion
wait fait jufqu'ici de ce Principe tout le cas & 'ufage quiil
femble qu’on en auroit di faire, vu f{a fimplicité & fa géné-

q P &
ralité.
4. Quelles que foient les forces P, Q, R, &e, qui agiffent
{ur les différens corps ou points du fyftéme, il eft clair qu'on
peut toujours les {fuppofer tendantes a des points placés dans

les directions de ces forces , & que nous appellerons les ceneres
des forces.

Ainfi pour avoir les lignes p, g, 7, &c, qui repréfentent
les directions des forces P, Q., R &c, il n’y aura qu'a prendre
les diftances reéilignes entre les corps ou points, fur lefquels
les forces agiflent, & les centres de ces mémes forces. Or
ces centres peuvent étre placés hors du fyftéme, ou bien
en faire partie,

Dans le premier cas il eft vifible que les différences dp, dq,
dr,&c ,expriment les variationsentieres des lignes p, ¢,7, &c,
dues au changement de fituation du f{yftéme ; elles font
par conféquent les différentielles complettes des quantités p,
g, 7, &c,enyregardant comme variables toutes les quantités
relatives & la fituation du fyftéme, & comme conftantes celles
qui fe rapportene 3 la pofition des différens centres des forces.

Dans le fecond cas, quelques-uns des corps du fyftéme
feront eux-mémes les centres des forces qui agiflent fur d’au-
tres corps du méme {yftdme, & a caufe de I'égalité entre
Paction & la réaction, ces derniers corps feront en méme
tems les centres des forces qui agiffent fur les premiers.

Confidérons donc deux corps qui agiffent I'un {ur Pautre
avec une force quelconque P, foit que cette force vienne de
Pattralion ou de la répulfion de ces corps, ou d’un reflort

C
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placé entreux, ou d’une autre maniere quelconque , foit p la
diftance entre ces deux corps, & que dp’ exprime la variation
de cette diftance, en tant quelle dépend du changement de
fituation de l'un des corps;il eft clair quon aura relative-
ment a ce corps, Pdp’ pour le moment de la force P; de
méme fi on défigne par dp” la variation de la méme diftance
P, réfultante du changement de ficuation de l'autre corps, on
aura relativement a ce {econd corps, le moment Pdp” de la
méme force P; donc le moment total di i cette force, fera
repréfenté par P (dp' <+ dp”) ; maisil eft vifible que dp' = dp”
eft la différentielle complette de p que nous défignerons par
dp, puifque la diftance p ne peut varier que par le dépla-
cement des deux corps; donc le moment dont il s’agic fera
exprimé fimplement par Pdp: on peut étendre ce raifonne-
ment 2 tant de corps quon voudra.

5. Il fuit de-la que pour avoir la fomme des momens
de toutes les forces d’un fyftéme donné, il n’y aura qua
confidérer en particulier chacune des forces qui agiflent
fur les différens corpsou points du fyftéme, & prendre
la fomme des produits de ces différentes forces malti-
plides chacune par la différentielle de la diftance refpective
entre les deux termes de chaque force, c’eft 4 dire entre le
point {ur lequel agit cette force & celui d’ou elle part, en
regardant, dans ces différentielles, comme variables routes
les quantités qui dépendent de la fituation du {yftéme, &
comme conftantes celles qui fe rapportent aux points ou
centres extérieurs, ceft-a-dire en confidérant ces points
comme fixes, tandis qu’on fait varier la fituation du {yftéme.
Cette quantité étant égalée Azéro, donnera la formule générale

du principe de Péquilibre.
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6. Pour exprimer analitiquement la méme quantité, ce qui
fe préfente de plus fimple, eft de rapporter la pofition de
tous les points du {yftéme donnd i des coordonndes reftangles

& paralleles A trois axes fixes dans Pefpace.

Nous nommerons en genéral x5y, 7, les coordonnées des
points auxquels les forces font appliquées, & nous les diftin-
guerons enfuite par un ou pluficurs traits, relativement aux
différens points du {yftlme.

Nous défignerons de méme par a, 4, c, les coordonnées
pour les centres des forces.

Il eft vifible que les diftances p, g5r, &c, {eront expri-
mees en général par la formule

V((x—a) 4+ (y—5)+(1—c))

dans laquelle les quantités a, 4, ¢ feront conftantes ou du
moins devront étre regardées comme telles, pendant que
X,y { varient, dans le cas ou elles {e rapportent & des points
fixes placés hors du {yft€me ; mais dans le cas ou les forces
partent de quelques-uns des corps du {yftéme méme, ces
quantités a, 4, ¢ deviendront x™ &¢, ke g% & ferone
par conféquent variables.

Ayant ainfi les expreflions des quantités finies p, ¢, r, &c,
en fon&ions connues des coordonnées des différens corps du
fyftéme, il n’y aura plus qua différentier 3'l'ordinaire, en
regardant ces coordonnées comme variables , pour avoir les
valeurs cherchées des différences dp,dgq,dr, &c,qui entrent
dans la formule générale de I'équilibre.

Mais quoiquon puifle toujours regarder les forces
P, Q, R, &c, comme tendantes & des centres donnés;
cependant comme la confidération de ces centres eft érran-

C2
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gere A la queftion, dans laquelle on ne confidere ordinaire-
ment comme données, que la quantité & la direction de
chaque force; voici des manieres plus générales d’exprimes
les différences dp, dq, dr, &c.

7. Et d'abord en fuppofant, ce qui eft toujours permis ,
que la force P tende 4 un centre fixe, on a

p=V (s—aya(y —by+(1—c)»

& de-li, en différentiant {ans que a, &, ¢ varient

dp= I35 dx 4 2o dy + 15dn

. ; . — —b —_c
Or il eft facile de concevoir que ~——=, Z , 1=
p > P 4

ne font autre chofe que les cofinus des angles que la ligne
p fait avec les coordonnées x, y, 3. Donc en général fi on
nomme «, 8, » lesangles que la diretion de la force P fait

avec les axes des x, y, 7, ou avec des paralleles a ces axes,

il 2=¢ =cofl.y;
I3

—b
on aura = cof. «, yp = cof. 8,

par conféquent
dp = cof. adx —~cof. Bdy ~+ col. »d 35

& ainfi des autres différences dg, dr, &c.

On remarquera par rapport aux angles a, B, 7, premié-
rement que cof. «* — cof. 8* + cof. 7* = 1, ce qui eft évi-
dent par les formules précédentes. En fecond lien que fi on
nomme ¢ I'angle que la projection de la ligne p {ur le plan
des x & y fait avec l'axe des x, il eft clair quon aura

xX—a

- == cof. «, ——y—:—b— == fin. ¢+, en fuppofant

x

=V (x—ay + (y — b4 ); donc mertant pour x — a,
y — b, leurs valeurs p cof. «, p col. £, on aura auii

l'”‘N‘"|'lV“IMlllll"ll"""il\l‘l"\!lm'l [ABLEAIETRENE] ] TU RS LA I L L AL A 1LY
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m=pV (cof.a* +cof.g’)=p V (1 =cof.3*) =p fin. 55

X - — b

= fin. » fin.¢; & par

donc = fin. 3 cofl. ¢, 24

conféquent , cof. == fin.  cof. ¢, cof. 8 = fin. 7 fin. «.

8. Je confidere enfuite que puifque dp repréfente le petit
efpace que le corps ou point auquel eft appliquée la force P
peut parcourir fuivant la diretion de cette force, fi on fait
dp = o, ce point ne pourra plus fe mouvoir que dans des
direGtions perpendiculaires & celle de la méme force. Donc
dp = o fera I'équation différentielle d’une furface 4 laquelle
la diretion de la force P fera perpendiculaire.

Suppofons maintenant en général que la force P agifle
perpendiculairement 4 une f{urface repréfentée par I'équation
différentielle du = o, foit que du foit une différentielle
complette ou non. Comme cette équation doit ¢tre équiva-
lente a I'équation dp = o,on aura néceflairement du = Vdp,
¥ érant une fonéion finie des coordonnées x, ¥, 3. Et pour
trouver cette fonction, il fuffira de remarquer que puifqu’on
a par larticle précédent dp = cof. «dx ~+ cof. £dy -
cof. yd7, & cof, a* - cof, £* =4 cof. »* = 1, on aura {ui-
vant la notation reque pour les différences partielles,

( >+( +(d.‘p)z_-—_- 1 ; donc aufﬁ(%)‘_h
Vdv) + ( Vd{) ——I,doulon tire

V=l () (G) + (4

)3
donc

d_p:::.

du

()
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On dérerminera de la méme maniere les valeurs des autres
différences d ¢, dr, &c, dapres les équations différentielles
des {urfaces auxquelles les dire&ions des forces @, R, &c,
font perpendiculaires,

9. Les valeurs des différences dp, dg, dr, &c. étant con-
nues en fonctions différenticlles des coordonnées des diffé-
rens corps du {yftéme, il n’y aura qu'd les fubftituer dans la
formule générale

Pdp+ Qdg—+ Rdr—+&c,=o,

& vérifier énfuite cette équation de la maniere la plus gé-
nérale , & indépendante des différentielles qu'elle ren-
ferme.

Donc fi le fyftéme eft entiérement libre, enforte qu’il n’y
ait aucune relation donnée entre les coordonnées des diffé-
rens corps, ni par conféquent entre leurs différentielles, il
faudra fatisfaire a Péquation précédente , indépendamment de
ces différenticlles, & pour cet effet égaler féparément A
zéro la fomme de tous les termes qui fe trouveront multi-
pliés par chacune d’elles; ce qui donnera autant d’équations
quil y aura de coordonnées variables, & par conféquent
autant qu’il en faudra pour dérerminer toutes ces variables
& connoitre par leur moyen la pofition de tout le {yftéme
dans I'érat d’équilibre.

10. Mais fi la nature du fyftéme eft telle que les corps
foient aflujettis dans leurs mouvemens 2 des couditions par-
ticulieres, il faudra commencer par exprimer ces conditions
par des €équations analitiques que nous nommerons éguarions
de condition; ce qui eft toujours facile. Par exemple, {i quel-
ques-uns des corps étoient aflujettis & fe mouvoir fur des
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lignes ou des furfaces données , on auroit entre les coordonnées
de ces corps, les équations mémes des lignes ou des f{ur-
faces données; fi deux corps s'éroient tellement joints ena
femble , qu'ils duflent toujours fe trouver  une méme dif-
tance k& l'un de lautre, on auroit évidemment I'équation
k2 = (xl_ x'/): — (yl __y//)z e ({I___{I/):, & ainfi du
refte.

Les équarions de condition ainft trouvées, il faudra par
leur moyen éliminer autant de différentielles qu'on pourra,
dans les expreflions de dp, d ¢, dr &c, enforte que les diffé-
rentielles reftantes foient abfolument indépendantes les unes
des autres, & n'expriment plus que ce qu'il y a d'arbitraire
dans le changement de fituation du {yftéme. Alors comme
la formule générale de I'équilibre doit avoir lieu, quel que
puifle étre ce changement, il faudra y égaler {éparément a
zéro , la fomme de tous les termes qui fe trouveront affectés
de chacune des différentielles indéterminées ; d’ou il viendra
autant d’équations particulieres qu'il y aura de ces mémes
différentielles ; & ces équations érant jointes aux équations
de condition données, renfermeront toutes les conditions
néceflaires par la dérermination de P'érat d’équilibre du fyf-
téme; car il eft aifé de concevoir que toutes ces €quations
enfemble feront toujours en méme nombre que les différentes
variables qui fervent de coordonnées a tous les corps du
{fyftéme , & f{uffiront par conféquent toujours pour déterminer
chacune de ces variables.

I 1. Au refte fi nous avons toujours déterminé les lieux
des corps par des coordonnées reCtangles, ceft que cette
maniere a Pavantage de la fimplicité & de la facilité du calcul ;
mais ce n'eft pas quon ne puille en employer d’aucres dans
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ufage de la méthode précédente; car il eft clair que rien
n'oblige dans cette méthode 2 fe fervir de coordonnées
retungles, plutdr que d'autres lignes ou quantités, relatives
aux lieux des corps. Ainfi au lieu des deux coordonnées X9
on pourra employer, lor{que les circonftances paroitront I'exi-

ger, un rayon velteur p — ‘/x‘ - y*, & un angle ¢ dont
la tangente foit {— (ce qui donnera x ==pcof. 5,y =¢fin. o),

en laiffant f{ubfifter la troifieme coordonnée 73 ou bien

on employera un rayon velteur p = Vi« +y +7

avec deux angles ¢ & +, tels que tang. ¢ = —3— , tang. ¥ =

——=——, ce qui donnera x = p cof. 4 cof. 0>y = p col. 4

Vx‘+y"
fin. ¢, g = p fin. 4; ou d'autres angles ou lignes quel-
conques.

Remarquons encore que comme il n’y a proprement que
la confidération des différences dx, dy, d1 qui entre dans
la méthode dont il s'agir, il eft permis d’introduire immé-
diatement a la place de celles-ci, d’autres expreffions diffé-
rentielles quelconques, foit intégrables d’elles - mémes ou
non, & fans aucun égard aux valeurs de x, y, 1.

TROISIEME
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TROISIEME SECTI1ION.

Propriétés générales de I'équilibre déduites de la formule
précédente.

1. C oNsIDEROX s un{yftéme ou affemblage quelconque
de corps ou points, quiétanttirés par des puillances quelcon-
ques, {e faflent mutuellement équilibre. Si dans un inftant I'ac-
tion de ces puiffances cefloit d’étre déeruite, le {yftéme com-
menceroit a fe mouvoir, & quel que pirt étre {on mouvement,
on pourroit toujours le concevoir comme compofé, 1° d’'un
mouvement de tranflation commun A tous les corps; 2° d’un
mouvement de rotation autour d'un point quelconque ;
3° des mouvemens relarifs des corps entr’eux, par lefquels
ils changeroient leur pofition, & leurs diftances murtuelles.
11 faut donc pour I'équilibre que les corps ne puiflent prendre
aucun de ces différens mouvemens. Or il eft clair que les
mouvemens relatifs dépendent de la maniere dont les corps
font difpofés les uns par rapport aux autres; par conféquent
les conditions néceflaires pour empécher ces mouvemens,
doivent &tre particulieres & chaque f{yftéme. Mais les mou-
vemens de tranflation & de rotation peuvent étre indépen-
dans de la forme du fyftéme, & s'exécuter {ans que la difpo-
firion & liaifon mutuelle des corps en foit dérangée.

Ainfi la confidération de ces deux efpeces de mouvemens
doit fournir des conditions ou propriétés générales de I'équi-
libre. Ceft ce que nous allons examiner.

D
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2. Soient donc un nombre quelconque de corps regardés
comme des points, & difpofés ou liés entr'eux comme l'on
voudra, lefquels foient tirés par les puiflances P, P/, P"| &c,
fuivant les direQtions des lignes p, p/, p’s &c. On aura
(Sect. précéd.) pour I'équilibre de ces corps, la formule

Pdp 4 F'dp' 4+ P'd p" =4 &c = o.
Soient maintenant x, ¥, % les coordonnées retangles du
point tiré par la puiffance P; x, y/, 7’ celles du point tiré
par la puiffance P/, & ainfi de fuite j ces coordonnées étant
toutes paralléles 3 trois axes fixes, & ayant pour origine un
méme point.

Soient de plus «, 8, 5 les angles que la ligne p ou la direc-
tion de la puiflance P fait avec les axes des x, Y5« 85 o s
les angles que la direction de P’ fait avec les mémes axes, &
ainfi de f{uite.

On aura (Se&. précéd. art. 7),

dp =cof. «dx = cof. pdy ~ cof. y dx

dp’ == cof. o' dx’ 4 cof, g dy' ~cof. ,/ dy

dp" = cof. & dx" == cof. g'dy" 4= col v dy’,

&ec.

Er la formule de I'équilibre deviendra,

o= P (cof. edx 4 cof. pdy -+ cof. , d%)
~= P’ (cof. «'d x' = cof. g'dy' == cof, ' d7)
~+ P"(cof. «” dx" 4= cof. g" dy" 4= cof. y" dy"
-+ &c.

3. Faifons, ce qui eft permis,
F=xly=y+n{=1+¢
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x”=x+f’,y"=y+n’,z”————-z—l-Z’,
&ec.

{ubftituant ces valeurs dans la formule précédente, on aura
cette transformée,

0= (Pcof.2 =4 P/ cof. ' 4~ P" cof. "' + &c)dx.
=+ (P cof. 8 - P’ cof. # -+ P" cof. g -+~ &c)dy
=+ (P cof. y 4= P’ cof. o’ =4 P cof. 9" =4 &c)d3x
~+ P/ (cof. o/ d& - cof. g’ dy~+ cof. +/di)
=+ P" (cof. «" d& == cofl. g"d«' = cof. ' d '),
&ec.

Or x, y, g érant les coordonnées abfolues du corps tiré
par la force P, il eft clair que £, 0,7, &, 4,2, &c, ne feront
autre chofe que les coordonnées relatives des autres corps
par rapport i celui-ci pris pour leur origine commune ; de
forte que la pofition mutuelle des corps ne dépendra que de
ces dernieres coordonnées , & nullement des premieres. Donc
fi on fuppofe le fyftéme entierement libre, c’eft-a-dire, les
corps fimplement liés entr'eux d’une maniere quelconque,
mais {ans qu'ils foient retenus ou empéchés par des appuis
fixes, ou des obftacles extérieurs quelconques, il eft aifé de
concevoir que les conditions réfultantes de la nature du f{yf-
téme, ne pourront regarder que les quantites &, , 7, &, #', 7, &c,
& nullement les quantités x,y,7, dont les différentielles
demeureront par conféquent indépendantes & indéter-
minées.

Ainfi dans Péquation précédente, il faudra égaler fépa-
rément a zero, chacun des membres affettés de dx, dy, dy;
ce qui donnera ces trois équations particulieres.

D.
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P cof, « + P! cof. &/ =~ P” cof. & + &c = o.
Pcof g+ P cof. & 4 P" cof. g 4+ &c=o0
P cof.y + P/ cof. o/ + P cof. 3 4 &c = o,

lefquelles devront néceflairement avoir lieu dans I'équilibre
d’un fyftéme libre. Ce font les équations néceflaires pour
empécher le mouvement de tranflation.

4. Si les puiflances P, P/, P”, &c, ¢roient paralleles, on
auroit o ==« = &’ &c, 8=p#' = 8" &c, 5 =,/ =", &c,

& les trois équations précédentes fe réduiroient & celleci,
P4+ P4 PV - &c. =o.

laquelle montre que la fomme des forces paralléles doit étre
nulle.

En général il eft facile de concevoir que P repréfentant
I'a&ion totale de la puiflance P fuivant {a propre direttion,
P cof. = repréfentera fon altion relative, eftimée fuivant la
dire&ion de I'axe des x, laquelle fait avec la diretion de la
force l'angle «; de méme P cof. g & P cof. », feront les
altions relatives de la méme force, eftimées fuivant les di-
rections des axes des y & z, & ainfi du refte.

Et de-1a réfulte ce théoréme, que la fomme des puiffances
eftimées fuivant la direction de trois axes perpendiculaires
entr’eux , doit étre nulle par rapport a chacun de ces axes, dans
Uéquilibre dun fyftéme libre.

§ . Prenons maintenant, ce qui eft permis, & la place des
coordonnées x,y, x', y', x”, ¥’, &c, des rayons vetteurs
ps o> 1’5 &c, avec lesangles o, ¢/, ¢, &c, que ces rayons font
avec I'axe des x; on aura, comme lon fait, x =p cof. ¢,
y =, fin. ¢, & de méme x’ = ;' cof. ¢’, ¥/ =’ fin. ¢/, &c*
Donc dx = cof. ¢dp — yde ,dy =fin. ¢ dp =+ xdo, dx' =
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cof. o' dy — y'd¢'y dy' = fin. ¢'dy/ -+ x'dy’, &e. Ex I'équation
de Part. 2 deviendra par ces {ubftitutions,
0 == P (x cof. g — y cof. «) d o + P'(x' cof. §—y'cola)dy
4 P (x" cof. g — y" col. «" ) d¢" + &c.
P (cof. p cof.atfin. g cof. 8 )dp—+ P/( cof. ¢’ cof. o/ 4« {in.¢' cof. 8) 4p’
4 P"(cof. ¢" cefl. 2" + fin. o” cof. #") dp" 4 &c.
-+ Pcof.,,d{ —+ P’ cof. )/ d g =+ P" cof. " d7" =+ &c.

Or filon fait ¢ = o =4 ¢, ¢” =0 - o, &c. il eft vifible
que ¢, o/, &c. feront les angles que les rayons ey % o &ec. for-
ment avec le rayon p; par conféquent les diftances des corps,
tant entr'eux, que par rapport au plan des x,y, & au point
qui eft l'origine des coordonnées, dépendront fimplement des
quantités p, ¢ p’s &C,y o5 oy &c,%,75 7"y &c. Donc file {yf-
téme a la liberté de tourner autour de ce point, paralléle-
ment au plan des x, y, c'eft-a-dire, autour de I'axe des z,
qui eft perpendiculaire & ce plan, I'angle ¢ fera indéterminé,
& la différence d¢ arbitraire. Dol il fuit que le membre af-
fe@é de de dans 'équation précédente, devra étre en parti-
culier ¢gal 4 zéro.

6. On aura donc ainfi I'équation,

P (xcof.8—y cof. &) =+ P'(x' cof. 8 — y'cof. «')
—+ P/ (x" cof. g — y" cof.«") 4= &c =0}

laquelle devra avoir lieu dans P'équilibre de tout {yftéme qui
a la liberté de tourner autour de l'axe des z.

On trouvera de la méme maniere, par rapport a l'axe des
v, fi le {yfi€me a la iberté de tourner autour de cet axe,
Yéquation
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30 MECHANIQUE ANALITIQUE,
P (xcof.y —gcof.a)~+ P/ (x cof. o — 7' cof. ')
~+ P (x" cof. 3 — 3" cof. &' ) + &c = o.
Et pareillement on aura par rapport & laxe des x, fi le
{yftéme eft libre de tourner aurour de cet axe, équation
P (ycef o —gcol g) 4 P'(y cof. o — 7 cof. #)
-+ PII (yll COf. 7// — {/I CO[. ,gl/) -+ &C = O,
De forte que lorfque le fyftéme aura la liberté de fe mou-

voir autour de chacun de ces trois axes, il faudra pour I'équi-
libre, que ces trois équations aient lieu 2 la fois.

Si dans la quantité x cof. 8 — y cof. 2, qui multiplie la
force P dans la premiere équation , on met pour cof «, cof. g
les valeurs fin. » cof.¢, fin. 5 fin.s (art. 7, Se&t.2), on a
fin. » (x fin.e — y cof. ¢) ;& cette quantité deviendra
pfin. » fin. (+ — ¢), en fubftituant pour x & y leurs valeurs
peof, o,p fin. o.

Ot « eft 'angle que la projection de la dire@ion de la force P
fur le plan des x & y fait avec l'axe des x, & o eft I'angle
que le rayon veteur , fait avec le méme axe. Donce — o
fera I'angle que la projection dont il Sagit fait avec ce rayon
par conféquent ¢ fin, (¢ — ¢) fera la perpendiculaire menée
du centre des rayons p a la direCtion de la force P projettée
fur le plan des x, y; c'eft-d-dire en général la perpendicu-
laire menée de l'axe des 1 (lequel eft lui-méme perpendicu-
laire au rayony), a la dire&tion de cette force. Ainfi nom-
mant 7 cette per'pendiculaire » on aura x cof. 8 — y cof. & =
= {in, 93 & on pourra aufli réduire & une forme {emblable les
quantités analogues , qui multiplient les forces P, P/, P”, &c,
dans les trois équations précéd_entes.

7. Quand le {yftéme a la liberté de tourner ou pirouetter
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en tout fens autour d’un point, on pourroit douter s'il fuffic
de confidérer féparément les rotations autour de trois axes
perpendiculaires paflant par ce point, & fi ces trois rotations
étant empéchées, toute autre rotation autour du meéme point
le fera aufli.

Pour éclaircir ce doute, je confidere quen f{uppofant,
comme plus haut, x = pcof.e, y = ¢ fin. ¢, x’ = ' cof. ¢/,
y' =/ fin. ¢ &c; & faifant varier fimplement les angles
¢s ¢ 5 &c, de la méme différence de¢, on aura,

dx =-—ya’¢’ a’y:xa’% d:c'::—-y'dcp,dy’:x'd@,&c.

Ce font les variations de x, y, x’,y’, 8c,dues a la rotation
élémentaire d¢ du {yftéme autour de l'axe des z.

On aura de méme les variations de y, %, ¥s 15 &c. dues
3 une rotation élémentaire 4+ autour de Paxe des x, en
changeant fimplement dans les formules précédentes, x,y,
x'y ', &c, eny, 1, ¥, 7> &c: & do en di; ce qui don-
nera,

dy =—-zc{4«, d{:yd\l',d}/:-——z’d«],,d.{'_—:y'd\l, &ec.

Enfin en changeant dans cesdernieres formules y, 1,5/, 1,&¢,
refpeCtivement en 1, x, 7, x', &c, & dy ende, onaurales
variations provenantes de la rotation élémentaire 4« autour

de I'axe des y , lefquelles feront
dy=—xds,dx=xde,dy =—x'de, dx'=1zde,&c.

Si donc on fuppofe que les trois rotations élémentaires Jo,
d4, dwaient lieu A la fois, les variations totales des coor-
données x,y,7, ¥ ¥» 1 &c, feront, d'aprés les principes
du calcul différenticl , égales aux fommes des variations par:
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tielles dues a chacune de ces rotations ; de forte quon aura
alors

dx =3de —ydo,dy=xdo—3dy,dy=yd{—xda,
dx'=7de—y'de,dy' =x'do—{d{,dx=y'dV —x'ds,
&c.

8. Je remarque maintenant que fi les coordonnées x,¥,%
d’un point quelconque du fyftéme éroient refpectivement pro-
portionnelles a 4 , dw, d¢, les variations dx, dy, d {eroient
nulles, comme on le voit par les formules qu'on vient de trou-
ver. Donc tous les points qui répondreient & ces coordonnées,
feroient immobiles pendant I'inftant que le {yftéme décriroit
les trois angles d4, d», de, en tournant autour des axes des
X5 Y%

Or il eft vifible que tous ces points font dans une ligne
droire qui pafle par Porigine des coordonnées; & il n'eft pas

difficile de concevoir que cette droite fera refpeCtivement

avec les axes des x,y, 7 des angles dont les cofinus feront

. dY da ae .
Y (dY +dot +de?) > V(dV +dai+de)* V(dy +dei+det) ?
ainfi cette droite fera immobile’ pendant le méme inftant,
& le mouvement du {yftéme ne pourra étre qu'un fimple mou-
vement de rotation autour de cette méme droite, qu'on nom-

mera & caule de cela, Paxe inflantané de rocation.

Pour avoir Pangle décric en vertu de cette rotation, on
confidérera que ¥V (dx* =+ dy' 4+ dz*) eft en général I'élé-
ment de efpace décrit par un point quelconquc qui répond
aux coordonnées x, y, 7.

Or en fubftituant les valeurs de dx, dy, dx trouvées plus
haut,onadx*+4dy* +-dy = (1 do—y do)* + (x do —7d4)*

+
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o (ydy — xde) = (x* +y 7)) (d¥ -+ do’ 4 do*)
—(xdxy,f{—y do = 3de).

Drun autre cbté il eft facile de prouver par la Géométrie ,
que xd4 -~y dw - 3de = o, eft I'équation d’un plan paf-
fant par l'origine des coordonnées, & perpendiculaire a la
droite,, pour laquelle les coordonnées feroient proportion-
nelles aux quantités données 4, dw, do, Ceft-a-dire’, l'axe
inftantané de rotation , en défignant toujours les coordonnées
par x, ¥, 7. Donc Pefpace élémentaire décrit par un point
quelconque de ce méme plan, fera exprimé implement par
V(x* 9 4 ) x V (d¥* 4 do* + de*); & comme
V (x* -4 y* 4 7*) eft la diftance de ce point & l'origine des
coordonnées, ol le plan & l'axe inftantané de rotation, fe
coupent A angles droits, il s'enfuit que V (dV4-d o*+de?)
fera I'angle élémentaire de rotation autour de cet axe, en
vertu des rotations partielles 44, dv, d¢ autour des axes des
coordonnées x, y, 7.

9. On doit conclure de-la en général, que des rotations
quelconques 44, d, do autour de trois axes qui {e coupent
perpendiculairement dans un point, fe compofent en une
feule, d8 =1/ ( d4* ~+ dv* = do*), autour d’un axe paflant
par le méme point d’interfedtion , & faifant avec ceux-la des

4y do
angles A, #, v, tels que cof. » = —=—, cof. p=—~., cofl v =

-gi:l-, & réciproquement qu’une rotation quelconque 4¢ autour
d’un axe donné, peut {e décompofer en trois rotations par-
tielles exprimées par 46 cof , dé cof. #, d6 cof.y, autour
de trois axes qui fe coupent perpendiculairement dans un

point de I'axe donné , & qui faffent avec lui les angles A, u, ¢35
E
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34 MECHANIQUE ANALITIQUE,

ce qui fournit, comme l'on voit, un moyen bien fimple de
compofer & de décompofer les mouvemens de rotation.

10. Donc quelque rotation que le fyftéme puifle avoir
autour du point qui eft l'origine des coordonnées, on pourra
toujours la réduire & trois 44, dw, d? autour des trois axes
des coordonnées x,y, 1; & les variations de toutes les coor-
données x, y, 1, , ', 7, &c, des différens corps du {yftéme ,
provenantes uniquement de ces rotations, feront exprimées
généralement par les formules trouvées dans Particle 7.

Subftituant donc fimplement ces valeurs de dx, dy, dz,
dx', dy’, &c, dans la formule générale de Péquilibre (art. 2),
on aura les termes dis aux rotations d¥, dw, d¢ du {yftéme,
& comme ces rotations font tout--fait arbitraires lorfque
le {yft¥me a la liberté de tourner en tout fens, il faudra dans
ce cas que chacun des membres aflfe@és de 44, dw., d¢ foit
nul en particulier ; ce qui donnera les mémes trois équations
déja trouvées dans larticle 6, lefquelles feront donc f{uffi-
fantes pour empécher toute rotation du fyftéme autcur du
point qui eft Porigine des coordonnées.

II. Sitoutes les forces P, P, P/, &c, éroient paralleles
entr’elles, on auroits = o =a”,&cjp=4 =p",&c; 5 =/

57 &c, & les trois é ions d d ler
== 5", &c, & les trois équations dont nous venons de parler,
deviendroient

(Px—+P'x'+Px"+&c)cof.8 — (Py =+ Ply'+ P"y/'+8c) cof. « == 0
(P —+ Pla'4-P'x" 8tc) cof. y —( Py 4= P34 P"3"4 &c)col.a= 0
(Py-+Ply'+ P’y'"+&c) cof.g— (P 3= P'{~4-P"3"+&c) cof. =0,

dont la troifieme eft déja une fuite des deux premieres. Mais
comme on a cof, «* =4 cof. g* 4 cof. 5> = 1 (Set. 2, art. 7),

CEREY IRV TR TITETNS T LT AL T T R R R LA LTI IR 4 RN LN 3
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on pourra déterminer par ces équations, les angles =, 8,7, &
faifant pour abréger

Px4 P x4+ P'x 5~ &c =L
Py Py -P'y'+ & =M
P4+ P 7+ Pl 4 & =N,

L
STy b A=

M
on trouvera cof, « = iyt
N

of. y =
col.y V(DX M LN

Donc la pofition des corps-€tant donnée par rapport a trois
axes, il faudra pour que tout mouvement de rotation du
{yftéme foit détruit, que le fyftéme foit placé relativement ala
dire@ion des forces , de maniere que cette direCtion fafle avec
lesmémes axeslesangles «, 8, » quon vient de déterminer.

12. Si les quantités L, M, N éroient nulles, les angles
«, £, » demenreroient indéterminés, & la pofition du fyf-
téme , relativement A la dire@tion des forces, pourroit étre
quelconque ; d’olr réfulte ce théoréme, que fi la fomme des
preduits des forces paralleles , par leurs diffances a trois plans
perpendiculaires entr’eux, eft nulle par rapport a chacun de ces
trois plans , Ceffer des forces pour faire tourner le [yftéme autour
du point commun d'interfection des mémes plans, fe trouvera
détrue.

On fait que la gravité agit verticalement & proportionnel-
lement A la maffe; ainfi dans un {yftéme de corps pefants,
fi on cherche un point tel que la fomme de chaque mafle
par {a diftance 3 un plan paflant par ce point, {oit nulle rela-
tivement 4 trois plans perpendiculaires, ce point aura la pro-
priété que la gravité ne pourra imprimer au fyftéme aucun
mouvement de rotation autour du méme point. Ceft ce point

E:
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36 MECHANIQUE ANALITIQUE

qu'on appelle centre de graviré , & qui eft d’un ufage fi étendu
dans route la Méchanique.

Pour le déterminer, il n’y a qua ehercher fa diftance 2
trois plans perpendiculaires donnés. Or, puifque Ia fomme
des produits des mafles par leurs diftances A un plan paflant
par le centre de gravité eft nulle, la fomme des produits
des mémes mafles par leurs diftances 3 un autre plan paral-
lele 4 celui-ci, fera néceflairement égale au produit de toutes
les m:fTes par la diftance du centre de gravité au méme plan;
de forte qu'on aura cette diftance en divifant la fomme des
produits des maffes , & de leurs diftances par la fomme méme
des mafles. Et de-lA réfultent les formules connues pour les
centres de gravité des lignes , des furfaces & des folides.

I3. Nous allons confidérer maintenant les maxima &
minima qui peuvent avoir lieu dans équilibre ; & pour cela
nous reprendrons la formule générale.

Pdp+Qdg+ Rdr+4-&c,=o,
de l'équilibre entre les forces P, Q, R, &c, dirigées f{uivant
les lignes p, ¢, r, &c. (Se&. 2 g art. 2 ),

On peut fuppofer que ces forces foient exprimées de ma-
niere que la quantité Pdp + Qdg+ Rdr - &c, foit une
différenticlle exalte d'une fon&tionde p, ¢, r, &c, laquelle
foit repréfentée par », enforte que Pon ait

do="Pdp~+ Qdg+ Rdr—+ &c.
Alors on aura pour I'équilibre cette €quation d®==o0, laquelle
fait voir que le fyltéme doit étre difpofé de maniere que la
fontticn oy {oit géndralement parlant un maximum ou un

minimum.
Je dis généralement parlant; car on fait que Pégalité d'une
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différentielle 4 zéro, n’'indique pas toujours un maximum ou
un minimum ., comme on le voit par la théorie des courbes.

La fuppofition précédente a lieu en générallorfque les forces
P, O, R, &c, tendent réellement ou & des points fixes ou
2 des corps du méme fyftéme, & font proportionnelles 4
des fonétions quelconques des diftances (Se&. 2,art. 4); ce qui
eft proprement le cas de lanature.

Ainfi dans cette hypothefe de forces le fyft€me fera en
équilibre lor{que la fon&ion @ fera un maximum ou un mini-
mum ; c’eft en quoi confifte le principe que M. de Maupertuis
avoit propofé fous le nom de loi de repos.

I 4. Si on confidere un {yftéme de corps pefants en équi-
libre, les forces Py, Q, R, &c, provenantes de la gravité,
feront, comme l'on fait, proportionnelles aux mafles des
corps, & par conféquent conftantes, & les diftances p, g, 7, &c,
concourront au centre de la terre. On aura donc dans
ce cas» == Pp + Qg+ Rr - &c ; par conféquent, puifque

les lignes p, q,r, &c, font cenfées paralleles, la quantité
<

P+ Q-+ R + %

vité de tout le {yftéme au centre de la terre; laquelle fera

, exprimera la diftance du centre de gra-

donc un minimum ou un maximum, lorfque le {yftéme fera
en équilibre ; elle fera, par exemple, un minimum dans le
cas de la chalnette, & un maximum dans le cas de plufieurs
globules qui fe foutiendroient en forme de voite. Ce prin-
c.pe eft connu depuis long-tems.

15. Si dans Ihypothéfe de larticle 13, on confidere le
{yftéme en mouvement, & que ', #’, &, &c, foient les
vitefles, & =/, m", m", &c, les mafles refpeGives des diffé-
rens corps qui compofent le {yft€me; le Principe ficonnu de
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la confervation des forces vives , dont nous donnerons une dé-
monftration direte & générale dans la feconde Partie, four-
nira cette équation ,

m'u* = m" " e " W 4 &c = conft. — 2 o,

Donc, puifque dans Iétat d’équilibre la quantité ¢ eft un
minimum ou un maximum 4 il s'enfuit que la quantité m' #*
= m" U m" u"*~+ &c, qui exprime la force vivede tout le
fyftéme, fera en méme tems un maximum ou un minimum ;
ceft en quoi confifte le principe de Statique propofé par
M. de Courtivron, que de toutes les fituations que prend fuc-
ceffivement le [yfiéme, celle ou il a la plus grande ou la plus
peuite forcevive, eft la méme que celle o il le faudroit placer
en premier liew pour qu’il refldr en équilibre.

16. On vient de voir que la fon&ion ¢ eft un minimum
ou un maximum, lorfque la pofition du {yftéme eft celle de
Péquilibre 5 nous allons maintenant démontrer que fi cette
fonctien eft un mirimum, I'équilibre aura de la ftabilicé;
enforte que le {yftéme érant d'abord fuppofé dans Iérax déqui-
libre, & venant enfuire & étre tant foit peu déplacé de cet
état, il tendra de lui-méme 2 s'y remerttre, en faifant des
ofcillations infiniment petites; quau contraire, dans le cas
ou la méme fon&ion fera un maximum , Iéquilibre n'aura pas
de ftabilité, & quétant une fois troublé, le fyftéme pourra
faire des ofcillations qui ne feront pas trés-petites, & qui
pourront I'écarter de plus en plus de fon premier état.

17. Pour démontrer cette propofition d’une maniere
génerale, je confidere que, quelle que puifle étre la forme
du fyftéme, (a pofition, ceft-3-dire celle des différens corps
qui le compofent, fera toujours déterminée par un certain
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nombre de variables, & que la quantité ¢ fera une fonction
donnée de ces mémes variables. Or {uppofons que dans la
ficuation d’équilibre les variables dont il gagit {oient égales
aa,b,c,&c,& que dans une fituation tres-proche de celle-
ci, elles foienta 4~x, 6 -+ y, c -7, &c, lesquantitésx, y,
{» &c, ¢érant tres-petites 3 {ubftituant ces dernieres valeurs
dans la fon&ion o, & réduifant en {érie, fuivant les dimen-
fions des quantités trés-petites x, ¥, 1, &€, la fontion @
deviendra de cette forme,

=A-+Bx+4 Cy + Dy+ &c.
+Faxr 4 Gxy+Hy*+K x7+Lyz+ M7 4 &c,

les quantitds, 4, I, C, &c, érant données en a, 4, ¢, &c.
Mais dans I'état d’équilibre la valeur de 4o doit étre nulle,
de quelque maniere qu'on fafle varier la pofition du {ytéme ;
donc il faudra que la différentielle de o foit nulle en géné-
ral, lorfque x,y, 3, &c, font = 0; donc B=o0,(C =o0,
D = o, &c.

On aura donc pour une fituation quelconque trés-proche
de celle de I'équilibre , cette expreflion de .

v=A 4+ Fx'+Gxy-+Hy* +Kxy+4 Ly Mz + &ec.

dans laquelle tant que les variables x, y, 7, &c, font trés-
petites, il fuffira de tenir compte des fecondes dimenfions
de ces variables.

1 8. Maintenant il eft clair que pour que la quantité ¢ foit
toujours un minimum , lor{fque x,y , 3, &c, font nulles, il
faut que la fonltion

Fx* 4+ Gxy+Hy* - Kx3+ L y71+ Mg + &,
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que je nommerai X , foit conftamment pofitive, quelles que
foient les valeurs des variables x, y, 7, &c.

Suppofons d’abord y,%, &c, nuls, on aura X = F x*, quan-
tité qui fera toujours pofitive, i F eft pofitif ; ainfi on aura,
pour premiere condition du minimum, F > o.

Or puifque la quantité X eft toujours pofitive, lorfque
¥s %, &c font nuls, il eft clair que pour qu'elle demeure
conftamment pofitive , en donnant  ces variables des valeurs
quelconques, il faur quelle ne puiffe jamais devenir nulle.
Donc fi on fait I'équation X == o, & qu'on en tire la valeur
de x, il faudra que cette valeur {oit imaginaire ; mais I'équa-
tion .X = o, donne

Gy+ K7+ &e V Hy*4-Lyy + Mpa+& Gy+ K-+ 8c \*
e e e

F + F

donc il faudra que la quanticé

Hy' 4+ Ly +Mp* 4&c. ¢ Gy4+ K3+ & )’
F ( 2 F

que jappellerai ¥ foit toujours pofitive. Or cette quantité fe
réduit 4 la forme
Py + Qyz+ Ry &e,

en faifant pour abréger

H G L ¢ K M X:
P=—p— Q=5 — T B=F — &

Donc par un raifonnement femblable au précédent, on
aura premiérement la condition P> o; & il faudra enfuite
que la valeur de y tirée de I'équation V= o foit imaginaire ;
or cette €quation donne

oL SR (S

¥

donc
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donc la quanticé

Ry & Q7+ &e N,
P 2 P )

que je nommerai Z, & qui fe réduita la forme Tz -+ &c,
en faifant pour abréger

R Q
T= P ;P;,&C.

devra étre toujours pofitive. Donc il faudra de nouveaw
que onait 7> o; & ainfi de fuite.

Si la fon&ion X ne contient que trois variables x,y,%,
il eft vifible que les trois conditions F>o, P> o, T>o0,
fuffiient pour la rendre toujours pofitive ; & par conféquent
pour le minimum de la quantité ¢; sil y avoit une qua-
trieme variable,, on trouveroit une condition de plus; & en
géi.éral le nombre des conditions fera toujours égal & celui
des variables. '

Si au contraire la quantité o devoit étre toujours un ma-
ximum lorfque x, y,7, &c font nuls, il faudroit que Ia
fon&ion X fiit conftamment négative. Par conféquent il fau-
droit d’abord que F fiit une quantité négative , & enfuite que
I'éguation X == o ne donnit aucune racine réelle pour x; ce
qui fournira les mémes conditions quon a trouvees dans le
cas précédent, favoir P>o0,T > o, &c.

D’ou il senfuit que les conditions du maximum {ont les
mémes que celles du minimum, A Pexception de la premiere
qui, pour le minimum eft F > o, & pour le maximum
F<o.

I 9.Je remarque maintenant que les quantités X, Y, Z,&c,
peuvent fe mettre fous la forme

F
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X=xF((x+ Gy+K?+&C) -+-Y)

r=p((y+ 25E) 1 2)

Z = T(g-l—&c)’—l—-&c),
&ec,

Donc f{ubftituant {ucceflivement , on aura

X.—:—..F(x—i— ____—_Gy+z§'?+&c ):

'+‘FP (y+ Q{-;-)&c >:.

~+FPT (34 &c),
&c.

d’oit l'on voit clairement que la valeur de X fera toujours po-
fitive, i F, P, T, &c > o, & qu'au contraire elle fera tou-
jours négative, i F<<o & P, T, &c > o.

De-la il fuit qu'en prenant, pour plus de fimplicité, 3 la
place des variables x, y, x, &c, d’autres variables £, 1%, &c,

Gy+ Kz & Q;-'-

telles que § = x 4= — > p =y 4= ST

»&c,on
pourra toujours donner 4 la fon&ion X cette forme trés-
fimple,
X=f8 - gn 4 h 7 = &c,
enforte que la quantité ¢ fera
0= A+ fE g0 = b7 =+ &Ke.
& que les coéfficiens £, g, %, &c, feront néceflairement tous

pofitifs, dans le cas du minimum de ¢ , & négatifs dans celui
du maximum,

20. Cela pof¢, pour démontrer le théoréme de l'article
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16, il ne faudra que f{ubftituer lexpreflion précédente de o
dans I'équation de la confervacion des forces vives (art. 15), ce
qui donnera celle-ci,
My M/ - M 0" 4 &c.==conft.—2.4 =2 fE*—2 g — 2k, &e.

Or dans I'état d’équilibre ona(hyp. ) x == 0,5 =0, =0, &¢;
doncauflig=o0,n=0,7== 0, &c(art. 19);donc, fion {up-
pofe quon dérange le {yftéme de cet érat, en imprimant aux
corps M/, M" M" ,&c, les vitefles trés-petites F7, /", V", &c,
il faudra que Pon ait # = Vi, =V"u" = Fr, &e,
lorfque ¢ = o, 4= o0, r==0, &c. On auradonc M’}
o M P M Py &, == conft, —2 4 5 ce qui fervira &
déterminer la conftante arbitraire,

Ainfi 'équation précédente deviendra

Muli+M/uI/2+MIIluIIII+&C=MIVII+MI/VI/2+M”V/”1+&C‘
—2 fE*— 2 g0 — 1h*, &c,
dour il eft aifé de tirer ces deux conclufions.

1°. Que dans le cas du minimum de ¢, dans lequel les
coéfficiens f, g, £, &c, font tous pofitifs, la quantité toujours
pofitive , 2f#*~ 244* 4= 2k * =+ &c, devra néceflairement étre
moindre, ou du moins ne pourra pas étre plus grande que la
quantit¢ donnée M P"* = M" J7"* 4= M Vi 4 &c, qui eft
elle-méme trés-petite; par conféquent {i on nomme cette
quantit¢ 7', on aura pour chacune des variables €, 0, 5, &C,

. T T T
ces limites j_—V—?,i V—;g,-{_— V_:T/?’ &c, entre

lefquelles elles feront néceflairement renfermées ; d’olt il fuic
b

que dans ce cas le {yftéme ne pourra que s'écarter tres-peu

de fon état d’équilibre, & ne pourra faire que des ofcilla-

tions tréspetites, & d’une étendue déterminée.
' F.
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2°. Que dans ‘e cas du maximum de o dans lequel les cotf-
ficiens £, g, h, &c, font tous négatifs, la quantité toujours
politive — 2 f&* — 2 g4* — 22, &, pourra croitre a 'infini,
& quainfi le {yfkéme pourra s'écarter de plus en plus de fon
étar d'équilibre. Du moins I'équation ci-deflus faic voir que
dans ce cas rien n'empéche que les variables &, 4, ¢, &c,
naillent toujours en augmentant; mais il ne senfuit pas
encore qu'elles doivent aller en effer en augmentant ; nous
démontrerons cette derniere Propofition dans la Setion cin-

quieme de la Dynamique.

QUATRIEME SECTION.

Methode trés-fimple de trouver les équations néceffaires pour
Léquilibre d'un [y fiéme quelconque de corps regardés comme
des points, ou comme des mafles finies, & wrés par des
puifjances données.

1. CE ux qui jufqu’a préfent ont écrit fur le Principe des
vitefles virtuelles, fe font plutdt attachés 4 démontrer la vé-
rit¢ de ce principe par la conformité de fes réfultats avec
ceux des principes ordinaires de la Statique , qu’d montrer
Pufage qu'on en peut faire pour réfoudre dire&tement les pro-
blémes de cette Science. Nous nous fommes propofé de
remplir ce dernier objet avec toute la généralité dont il eft
fufceptible , & de déduire du Principe dont il s’agit, des for-
mules analitiques qui renferment la folution de tous les pro-
blémes {ur Iéquilibre des corps , -peu-prés de la méme ma-
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niere que les formules des foutangentes, des rayons ofcula-
teurs, &c, renferment la dérermination de ces lignes dans
toutes les courbes.

2. La méthode expofée dans la premiere Section,
peut &uwe cmployée dans tous les cas, & ne demande,
comme on l'a vu, que des opérations purement analitiques;
mais comme l'élimination immédiate de ces variables ou de
leurs différences , par le moyen des équattons de condition ,
peut &ure fouvent embarraflante , & conduire & des cal-
culs trop compliqués, nous allons préfenter la méme me-
thode fous une forme plus fimple, en réduifant en quelque
maniere tous les cas 2 celui d’un {yfiéme entiérement libre.

3. Soient L=o, M=o, N=o0, &c. les difiérentes
équations de condition données par la nature du fyltéme,
les quantités L, M, N, &c, étant des fonltions finies des
variables x, ¥, 7, %, ¥, 7> &c; en différentiant ces équations
on aura celles-ciy, dL =0, dM=0,dN = o, &c, lef-
quelles donneront la relation qu'il doit y avoir entre les dif~
férentielles des mémes variables. En général nous repréfen-
terons par dL —=o, dM =0, dN =0, &c, les équations
de condition entre ces difFérenticlles, foit que ces €qua-
tions foient ellessmémes des différences exaltes ou non,
pourvu que les différentielles n’y foient que linéaires.

Maintenant comme ces équations ne doivent fervir qua
¢liminer un parcil nombre de différenticlles dans I'équation
des vitefles virtuelles, aprés quoi les coéfhiciens des difléren-
tielles reftantes, doivent &tre égalés chacun a zéro, il n’eft
pas difficile de prouver par la théorie de I'élimination des
dquations linéaires, qu'on aura les mémes réfuleats i on
ajoute fimplement 4 I'équation des vitefles virtuelles , les
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différentes équations de condition /L= o,dM =o0, dN
= o0, &c , multipliées chacune par un coéflicient indéterminé,
quenfuite on égalei zéro la fomme de tous les termes qui fe
trouvent multipliés par une méme différentielle; ce qui don-
nera autant d’équations particulieres quil y a de différen-
ticlles; quenfin on élimine de ces dernieres équations les
coefficiens indéterminés par lefquels on a multiplié les équa-
tions de condition.

4. Deli réfulte donc cetee regle extrémement fimple pour
trouver les conditions de I'équilibre d’un {yftéme quelconque
propofé.

On prendra la {fomme des momens de tautes les puiflances
qui doivent €tre en équilibre (. et 1, art. 5), & on y ajou-
tera les différentes fonctions différentielles qui doivent érre
nulles par les conditions du probléme, aprés avoir multiplié
chacune de ces fontions par un coéfficient indérerminé; on
€galera le tout a zéro, & l'on aura ainfi une équation diffé-
rentielle qu'on traitera comme une équation ordinaire de
maximis & minimis, & d’ou l'on tirera autant d’équations
particulieres finies quil y aura de variables; ces équations
étant enfuite débarraflées, par I'élimination, des coéfficiens
indéterminés donneront toutes les conditions nécefaires pour
Péquilibre.

5. Léquation différentielle dont il s'agit, fera donc de
cette forme ,
Pdp+Qdg+Rdr+&c+rdL+pnd M+ +d N+ &c=o0,

dans laquelle a, x4 v, &c, font des quantités indéterminées ;
nous la nommerons dans la {uite, éguarion générale de L'é-
quilibre,



PrReEMIERE PARTIGE 47

Cette équation donnera relativement A chaque coordonnée,
telle que x, de chacun des corps du fyftéme, une équation
de la forme fuivante,

dp dg dr : dL M dN .
Poyr4Q ;R &2 rum 4 o Bic =05

enforte que le nombre de ces équations fera égal A celui de
toutes les coordonnées des- corps. Nous les appellerons éguae
tions particulieres de Iéquilibre.

6. Toute la difficulté confiftera donc 4 éliminer de ces der-
nieres équations , les indétermindes A, u, v, &c; or Ceft ce
quon pourra toujours exécuter par les moyens connus; mais
il conviendra dans chaque cas de choifir ceux qui pourront
conduire aux réfultats les plus fimples. Les équations finales
renfermeront toutes les conditions néceflaires pour I'équilibre
propofé; & comme le nombre de ces équations fera égal &
celui de toutes les coordonnées des corps du fyftéme rmoins
celui des indérermindesa, u, v, &c, quil a fallu éliminer,
que d’ailleurs ces mémes indéterminées {font en méme nombre
que les équations de condition finies L= 0,M =0, N=0, &c,
il s'enfuit que les équations dont il sagit, jointes i ces der-
niéres , {eront toujours en méme nombre que les coordonnées
de tous les corps; par conféquent elles fuffiront pour déter-
miner ces coordonnées, & faire connoitre la pofition que
chaque corps doit prendre pour étre en équilibre.

7. Je remarque maintenant que les termes ad L, nd M, &c,
de I'équation générale deéquilibre, peuvent écre aufli regardés
comme repréfentants les momens de différentes forces appli-
quées au meéme fyftéme.

En effet, puifque d L eft une fon&ion différentielle des
variables ¥/, ¥/, 7, x", ¥, &c, qui fervent de coordonnées
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aux différens corps du {yftéme , cette fonction fera compofée
de différentes parties que je défignerai par L', d L", &c, en-
forte que dL=dl' + d L” + &c;dL' ne renfermant que
les termes affectés de d &/, dy’, d3’y dL” ne renfermant que
ceux qui contiennent & x”, dy", d7”, & ainfi de fuite.

De cette maniere le terme ad L, de I'équation générale
fera compofé des termesad L'y »d L", &c. Or fi on donne au
terme Ad L' la forme fuivante ,

R Rl v (e ey sy

Il eft clair par ce quon a dit dans l'article 8 Je la feconde
Section, que cette quantité peut repréfenter Je moment d'une

force = V(( aL ) (‘”‘l ) ('”“ ) ), appliquée

au corps dont les coordonnées font &/, y/, 7, & dirigée per-
pendiculairement 4 la furface qui aura pour équation & L' ==0,
en n'y regardant que x’, ', g/, comme variables, De méme
le terme rd L”, pourra repréfenter le moment d’une force

dL" dLlI 2 d ll
=V () + () + (77))» wppliquée au
corps qui a pour coordonnées x”, ", 7, & dirigée perpendi~
culairement 4 la furface coutbe, dont I'équation fera d L'==o0,
en n'y regardant que x", y”, 7, comme variables, & ainfi de
fuite.

Donc en général le terme A d L fera équivalent A I'effet de

différentes forces exprimées par A V ( ( ‘iL/) -+ ( )

+ (G V() +(G7) + (F5)), e

apphquees refpeCtivement aux corps qui répondent aux
coordonnées

!N"‘!"""”""'.""""'7".""1”"‘““'"' L T TR DL T T ER R T E AT T
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coordonnées +’, ¥/, 7', x", y", 7”, &c, {uivant des direitions
perpendiculaires aux différentes {urfaces courbes repréfentées
par I'équation dL == o, en y faifant varier premierement
x'y ¥y, 75 enfuite x”, y”, 7", & ainfi du refte.

8. Il réfulre de-la que chaque équation de condition eft
€quivalente 4 une ou plufieurs forces appliquées au fyftéme
{uivant des diretions donndes; enforte que I'état d’équilibre
du fyltéme fera le méme, foit qu'on emploie la confidéra-
tion de ces forces , ou qu'on ait égard aux équations de con-
dition,

Réciproquement ces forces peuvent tenir licu des équa-
tions de condition réfultantes de la nature du {yftéme donné;;
de maniere qu'en employant ces forces, on pourra regarder
les corps comme entiérement libres & fans aucune haifon,
Et de-la on voit la raifon métaphyfique , pourquoi I'introduc-
tion des termes Ad L —+ud M+ &c, dans 'équation géné-
rale de I'équilibre, fait qu'on peut enfuite traiter cette équa-
tion comme fi tous les corps du {yft€me éroient entiérement
libres ; c’eft en quoi confifte Pefpric de la méthode de cette
Seéion,

A proprement parler, les forces en queftion tiennent
lieu des réfiftances que les corps devroient éprouver en verru
de leur liaifon mutuelle, ou de la part des obftacles qui,
par la nature du fyft€éme, pourroient s'oppofer & leur mou-
vement , ou plutdt ces forces ne font que les forces mémes
de ces réfiftances, lefquelles doivent étre égales & directe-
ment oppofées aux preflions exercées par les corps. Notre
méthode donne, comme l'on voit, le moyen de déterminer
ces forces & ces réfiftances ; ce qui n'eft pas un des moindres

avantages de cette méthode,
G
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9. Jufqu'ici nous avons confidéré les corps comme des
points ; & nous avons vu comment on détermine les loix de
I'équilibre de ces points, en quelque nombre quils foient,
& quelques forces qui agiffent fur eux. Or un corps d’un
volume & d’une figure quelconque, n’érant que laffemblage
d’une infinité de parties ou points matériels, il s'enfuit qu'on
peuc déterminer aufli les loix de I'équilibre des corps de
figure quelconque , par l'application des principes précédens.

En effet, la maniere ordinaire de réfoudre les queftions
de Méchanique qui concernent les corps de mafle finie,
confifte 2 ne confidérer d’abord qu'un certain nombre de
points placés a des diftances (inies les uns des autres, & a
chercher les leix de leur équilibre ou de leur mouvement;
2 érendre enfuite cette recherche & un nombre indéfini de
points; enfin 3 {uppofer que le nombre des points devienne
infini, & qu'en méme tems leurs diftances deviennent infi-
niment petites, & A faire aux formules trouvées pour an
nombre fini de points, les rédultions & les modifications
que demande le paflage du fini A I'infini.

Ce.procédé eft, comme l'on voit, analogue aux méthodes
geométriques & analitiques qui ont précédé le calcul infini-
téfimal; & fi ce calcul a Pavantage de faciliter & de fimpli-
fier d'une maniere furprenante , les folutions des queftions
qui ont rapport aux courbes, il ne le doit qud ce qu'il con-
fidere ces lignes en elles-mémes, & comme courbes, fans
avoir befoin de les regarder, premierement comme polygo-
nes, & enfuite comme courbes. Il y aura donc 4 peu-prés
le méme avantage i traiter les problémes de Méchanique
dont il eft queftion par des voies diretes, & en confidérant
immédiatement les corps de mafles finies comme des affem-
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blages d’une infinité de points ou corpufcules, animés chacun
par des forces données. Or rien n’eft plus facile que de mo-
difier & fimplifier par cette confidération, la méthode géné-
rale que nous venons de donner.

10. Mais il eft néceflaire de remarquer, avant tout,
que dans l'application de cette méthode aux corps d'une maffe
finie, dont tous les points font animés par’des forces quel-
conques, il fe préfente naturellement deux fortes de diffé-
rentielles qu'il faut bien diftinguer. Les unes fe rapportent
aux différens points qui compofent le corps; les autres font
indépendantes de ia pofition mutuelle de ces points, & repré-
fentent feulement les efpaces infiniment petits que chaque
point peut parcourir, en {uppofant que la ficuation du corps
varie infiniment peu. Comme jufqu’ici nous n’avons eu que
des différences de cette derniere efpece & confidérer, nous
les avons défignées par la caralériftique ordinaire & maispuif-
que nous devons maintenant avoir égard aux deux efpeces
de différences A la fois, & qu'il eft par conféquent nécef-
{aire d’introduire une nouvelle caraltériftique, il nous paroit
A propos d’employer I'ancienne caractériftique 4 pour défigner
les différences de la premiere efpece qui font analogues 2
celles que l'on confidere communément en Géométrie, &
de dénoterles différences de la feconde efpece qui font par-
ticulieres & la matiere que nous traitons par la caraltérif-
tique #, que nous avons employée autrefois dans le calcul des
variations, avec lequel celui dont il s'agit ici a une liaifon
intime & néceflaire.

Nous nommerons méme, par cette raifon, variations les difié-
rences affetées de ¢, & nous conferverons le nom de diffé-
rentielles, 4 celles qui feront affe@tées de d. Du refte les

G2
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mémes formules qui donnent les différentielles ordinaires,
donneront aufli les variations, en fubftituant ¢ 3 la place
de 4.

I 1. Je remarque enfuite qu'au lieu de confidérer la maffe
donnée comme un aflemblage d’'une infinité de points con-
tigus, il faudra, fuivant Pefpric du calcul infinitéfimal, la
confidérer plutdt comme compofée d'élémens infiniment
petits, qui foient du méme ordre de dimenfion que la mafle
entiere; quainfi pour avoir les forces qui animent chacun
de ces élémens, il faudra multiplier par ces mémes élé-
mens, les forces P, Q, R, &c, qu'on fuppofe appliquées
3 chaque point de ces élémens, & qu'on regardera comme
analogues a celles qui proviennent de Faltion de la gravité,

I 2. Sidonc on nomme m la maffe totale , & dm un de fes
élémens quelcenque , on aura Pdm, Qdm, Rdm, &c, pour
les forces qui tirent I'élément dm, {uivant les direCtions des
lignes p, ¢, r, &c. Donc multipliant refpetivement ces
forces par les variations §p, &g, dr, &c, on aura leurs
momens, dont la fomme pour chaque élément dm, fera repré-
fentée par la formule (Pdp 4 Qég+ Rér— &c) dm;
& pour avoir ]a fomme des momens de toutes les forces du
{yftéme, il n’y aura qua prendre Pintégrale de cette for-
mule par rapport & toute la mafle donnée.

Nous dénoterons ces intégrales totales, c’eft-i-dire, rela-
tives a 'étendue de route la mafle, par la caralériftique
majufcule §, en confervant la cara&tériftique ordinaire f"pour
défigner les intégrales partizlles ou indéfinies.

1 3. On aura ainfi pour la fomme des momens de toutes
les forces du fyftéme, la formule intégrale

S(Pép+ Qig+Rér&c)dm;
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& cette quantité devra étre nulle en général dans I'érar d'équi-
libre du fyftéme.

Or, comme par la nature du {yft€me il y a néceflairement
des rapports donnés entre les difiérentes variations, &p,
s, 8r, &c, relatives A chaque point de la mafle, il faudra
les réduire A un certain nombre de variations indépendantes
& indéterminées; & les termes multipliés par ces derniercs
variations, érant égalés a zéro, donneront les équations par-
ticulieres de I'équilibre. Mais comme ces réductions peuvent
étre embarraflantes, il conviendra de les éviter, par le
moyen de la méthode que nous venons de donner dans
cette Seltion,

1 4. Pour appliquer cette méthode au cas dont il s'zgit ici,
nous fuppoferons que L =0, M= o, &c, foient les équa-
tions de condition qui doivent avoir lieu par la nature du
probléme, par rapport & chaque point de la mafle; & nous
les nommerons équation de condition indérerminées.

Ces équations étant différentiées {uivant &, on aura celles-
ci, 8L =0, M=o, &c. On multiplicrales quantitéss L,
¢ M, &c, par des quantités indéterminées 2, x, &c: on en
prendra l’inrégrﬂe totale, qui fera par conféquent repré-
fentée par la formule S (adL - pd M4 &c), & ajoutant
cette intégrale & celle de l'article précédent, on auraléqua-
tion générale de I'équilibre,

Au refte, on obfervera qu'il n’eft pas néceflaire que 7 L,
oM, &c, foient les variations exaltes de f{onltions de x,
¥s3,dx,dy,&c, mais quilfufitqued L = 0,8 M=o, &c,
foient les équations de condition indérerminées entre les va-
riations de x,y, z, dx, dy, &c, (art. 3).

I5. Mais pour embraffer 3 la fois toute la généralite
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poflible, il faut remarquer qu'il peut fe faire qu'outre les
forces qui agiflent en général {ur tous les points de la mafle,
il y en ait qui n'agiffent que fur des points déterminés de
cette mafle, lefquels points font ordinairement ceux qui
répondent aux extrémités de la mafle donnée, ceft-a-dire,
au -commencement & a la fin de I'intégrale défignée par S.

De méme il pourra y avoir des équations de condition
particulieres & ces points, & que nous nommerons équations
de cendition dérerminées , pour les diftinguer de celles qui
ont lieu en général dans toute 'étendue de la mafle, & nous
les repréfenterons par 4 = 0, B -=0,C =0 ,&c, ou plutde
pardd =0,dB=0,4(C=0, &c.

Nous marquerons d’un trait, de deux, de trois , &c, toutes
les quantités qui fe rapportent & des points déterminés de
la mafle, & en particulier nous marquerons d’'un feul trait
celles qdi fc rapportent au commencement de intégrale
défignée par §, de deux traits celles qui fe rapportent i la
fin de cette intégrale , de trois ou davantage , celles
qui fe rapporrent & des points intermédiaires quelconques.

Ainfi il faudra ajouter i lintégrale S(Pop + Q sq
= Ror—+ &) dm , la quanticd P 4 p'4- Qg +R o/ &c
+ Pop" 4+ Q29" == R'Sr <+ &c ; & 4 lintégrale S (AdL
+ud M4 &c), la quantitd « & 4 4 82 B 418 C + &c.

D: forte que I'équation générale de I'équilibre fera de cette
forme,

S{(Pop+Qig+Risr+&c)dm+S(rs L4 pus M+ &c)
A+ P'ip 4 Q% ¢ +R'S - &c+P''s P Q"g "+ Ry &
+28d 455 G230+ & = o,

16. Cette équation, lorfquon y aura {ubftitué les valeurs
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desp,sq,dr,&c; oL, oM, &c,endx,dy ,57,0dx,idy, &c;
ainfi que celles de 3p/, op’, &c; 4q, 09", &c, 84, I B, &c,
en ', x", &c, Ix'y &x"y &c, Fdx'y, &c, déduites des ci.-
conftances particulieres de chaque probléme, aura toujours
une forme analogue A celles que le calcul des variarions
fournit pour la détermination des maxima & minima des for-
mules intégrales; ainfi il 0’y aura qu'a y appliquer les régles
connues de ce calcul.

On coniidérera donc que, comme les caralériftiques 4 &
& marquent deux efpeces de différences entierement indépen-
dantes entr'elles, quand ces cara&ériftiques {e trouvent. en-
femble, il doit étre indifférent dans quel ordre elles foient
placées, parce qu'en fuppofant qu'une quantité varie de deux
manieres différentes, on a roujours le méme réfulrac, quel
que foit 'ordre dans lequel fe font ces variations. Awmnfi &.4x
fera la méme chofe que dox, & pareillement d*¢x fera la
méme chofe que d*¢x; & ainfi de {uite. On pourra donc
toujours changer A volonté 'ordre des caralériftiques , fans
altérer la valeur des différences; & pour notre objet il fera
A propos de tranfporter la caralériftique 4 avant la 4, afin
que I'équation propofée ne contienne que les variations des
coordonnées, & les différentielles de ces mémes variations.
Ceft en quoi confifte le premier principe fondamental du
calcul des variations.

17. Or les différentielles d6x, doy,d3z, d*Ix, &c,
qui fe trouvent fous le figne §, peuvent étre éliminées par
Iopération connue des intégrations par parties. Car en géné-
ral fodsx =0tx — [fxda, fod'éx=0dsx—dalx
—+ [sxd* o, & ainfi des autres, ou il faut obferver que les
quantités hors du figne /{e rapportent naturellement aux der-
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niers points des intégrales, mais que pour rendre ces inté-
grales complettes, il faut néceflairement en retrancher les
valeurs des mémes quantités hors du figne, lefquelles répon-
dent aux premiers points des intégrales, afin que tout s’éva-
nouifle dans ces points ; ce qui eft évident par la théorie' des

intégrations.

Ainfi en marquant par un trait les quantités qui {e rappor=
tent au commencement des intégrales totales défignées par §,
& par deux traits celles qui fe rapportent  la fin de ces inté-
grales, on aura les réduions {uivantes,

Sadtx=0a" x''— ot x'—Ssxda
Sody =0"dsx'—da"sx'— ' d 5 5’
+do'sx'+-Ssxd a,
&ec.

lefquelles ferviront A faire difparoitre toutes les différentielles
des variations qui pourront fe trouver fous le figne S. Ces
réductions conftituent le fecond principe fondamental du
calcul des variazions.

1 8. De cette maniere donc I'équation générale de I'équi-
libre fe réduira & la forme fuivante,

S(nsx—+soy—+¥87)+a=o0,

dans laquelle 1, =, # feront des fonltions de x, y, 3, &
de leurs différentielles, & a contiendra les termes affeltés

des variations ¢ &/, &y, i/, £x”, 9y", &c, & de leurs diffé~

rentielles.

Donc pour que cette équation ait lieu, indépendamment
des variations des différentes coordonnées, il faudra que I'on
ait, 1°% O, 3, ¥, nuls dans toute I'étendue de l'intégrale §,

ceft-a-dire
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ceft-i-dire , dans chaque point de la mafle, 2° chaque
terme de a aufli égal & zcro.

Les équations indéfinics 1 == o, = = 0, ¥ = 0,
donneront en général la relation qui doit fe trouver entre
les variables x, y, 75 mais il faudra pour cela en éliminer
les variables indéterminées A, u, &c , lefquelles fent en méme
nombre que les équations de condition indéterminées L = o,
M=o, &c. (art. 14).

Or je remarque que ces équations ne {auroient étre au-deld
de trois; car puifque ce font des équations indéfinies entre
les troisvariables x , ¥, 7, & leursdifférentielles , il eft clair que
s'il y en avoit plus de trois, on auroit plus d’équations que
de variables; enforte qu'il faudroit que la quatrieme fiit une
fuite néceflaire des trois premieres, & ainfi des autres. Donc
il n’y aura jamais plus de trois indéterminées, 2, u, v & éli-
miner; enforte qu'on pourra toujours trouver les valeurs de
ces indéterminées en fonétions de x, y, z. Aurefte les équa-
tions qui difparoitront par ces éliminations , feront remplacees
par les équations mémes de condition, moyennant quoi on
pourta toujours connoitre les valeurs de x, y, 7, qui doivent
avoir lieu dans P'érat d'équilibre de tout le fyfteme.

A Tégard des autres équations réfultantes des diflérens
termes de la quantité 4, ce ne feront que des équations par-
ticulieres qui ne devront avoir lieu que par rapport a des
points déterminés de la mafle, & qui ferviront principale-
ment & déterminer les conftantes arbitraires que les expref~
fions de x, y,7, déduites des équations précédentes, pour-
ront contenir. Pour faire ufage de ces équations, ony fubfh-
tuera donc les valeurs déja trouvées de a,n, &c, enfuite
on en €liminera les indéterminces «, 8, &c, & on y joindra

H
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les équations de condition 4 = o, B = o, &c, qui fervi-
ront & remplacer celles que I'élimination dont il s’agit fera
difparoitre.

I19. Enfin on fera ici par rapport aux coordonnées rec-
tangles, la méme remarque qu'on a déja faite 3 la fin de la
feconde Section, en appliquant aux variations #x, Jy, 97,
€e que nous y avons dit relativement aux différences dx,
dy, dz; mais pour ce qui regarde les différentielles dx,
dy,dz, de la méthode de la Setion préfente, il ne fera pas
permis d'employer & leur place d’autres différentielles, %
moins qu'elles ne réfultent de la différentiation des expref-

fions finies de x, y, 1.

CINQUIEME SECTION.
Solution de différens problémes de Starigue.

No s allons préfentement montrer Pufage de nos méthodes
dans différens problémes fur I'équilibre des corps; on verra
par l'uniformité & la rapidité des folutions, combien ces
méthodes font {upéricures A celles que l'on avoit employées
julqu'ici dans la Statique.

PARAGRAPHE PREMIER.

De Iéquilibre de plufieurs forces appliquées a un méme point ;
& de la compofition & de la décompofition des forces.

1. Quil gagiffe de trouver les loix de I'équilibre d’autant

b y . 3y

de forces quion voudra, P, Q, R, &c, toutes appliquées &
un méme point, & dirigées a des points donnés.
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Nommantp, ¢, r, &c, les diftances reCtilignes entre
le point commun d’application de ces forces , & leurs points
de tendance, on aura-la formule

Pdp + Qdg—+ Rdr—+ &c.

pour la fomme des momens de toutes les forces, laquelle
doit étre nulle dans I'érac d’équilibre.

2. Soient x, y, 7 les trois coordonnées re&tangles du point
auquel toutes les forces font appliquées; & foient de méme
a, b, c les coordonnées re&angles pour le point auquel tend
la force P f,g, k, celles du point auquel tend la force Q5 7,
m, n celles du point auquel tend la force R, & ainfi des
autres ; ces coordonnées étant toutes rapportées aux memes
axes fixes dans 'efpace. On aura évidemment

p=V (x—a)y+(y—6r+(z—c)

g=V (x—fr+(y—g)—+(3—Ai)

r=V(x——Z)’+(y—-ﬂm)’-+-({—n)’
&c.

Et la quantité Pdp + Qdg~+ Rdr+ &c, {e transformera
en celle-ct,

Xdx +Ydy+2dz,

dans laquelle on aura

X=-"2% P ";‘f Q+ =L R4 &

Y — _‘)’-;-5 P+y'q_g Q+ y—mR-I—&C

r

Z= IZ2P 4 i QAT R+

Il n’eft pas inutile de remarquer dans ces expreflions que

Haz
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L — —5 g :
les quantitds ~—=, 2, X — font égales aux cofinus des

angles que la ligne p, ceft-a-dire la direGtion de la force P,

) . _
fait avec les axes des x, y, 75 que de méme —qf— R —"—q——"l .

: {: A font les cofinus des angles que la direCtion de la force

Q fait avec les mémes axes; & ainfi de fuite (Sed. 2,
are, 7).

3. Cela pofé, fuppofons en premier lieu que le corps on
point auquel les forces P, Q, R, &c, font appliquées, foit
entierement libre; il n’y aura alors aucune équation de con-
dition entre les coordonnées x, y, 7; & la quaﬁtité Xdx
-+ ¥Ydy-+Z d7 devra étre nulle , indépendamment des valeurs
de dx, dy, d7(Sef. 2, art. 9) ; ce qui donnera fur le champ
ces trois équations particulieres ,

X=O, Y=o, Z=o.
Ce font les équations qui renferment les loix de I'équilibre
de tant de forces qu'on voudra concourantes 2 un méme
point.

4. Si dans les expreflions de X, ¥, Z, on fait P =p,
C=9,R=r, &c, (ce qui eft permis, puifqu’il eft indif:
férent a quels points pris dans les dire@ions des forces , elles
foient {uppofees tendre) on aura ces équations,

x—a+x—frx—I{4+& =0,
Y—b+y —g+y —m+&=o0,
1—C -7 —h4t 7 —=n4 & =o0;

d'ot T'on tire, en fuppofant que le nombre des forces

P, @, R, &c, foit g,

I T TR IR IO R IS 1 L L I U L TET e TR LT L E O
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a+f+l+&c
S ———————

X ==
#®
b g BiC
y::-————————-———
'6
¢ =4 b4 n 4 &
== e p —

& ces expreflions de x, y, 1, font voir que le point auquel
font appliquées les forces, eft dans le centre de gravité des
points auxquels ces forces tendent.

De-1a réfulte le théoréme de Leibnitz, que fi tant de puif-
fances qu'on voudra font en équilibre {ur un point, & qu'on
tire de ce point des droites qui repréfentent tant la quantité
que la direttion de chaque puiffance, le point dont il s'agit

fera le centre de gravité de tous les points auxquels ces lignes
feront. terminées.

Si donc il n’y a que quatre puiffances, & qu’on imagine une
pyramide dont les quatre angles foient aux extrémités des
droites qui repréfenteﬁ'_t les puiflances; il y aura équilibre
entre ces quatre puiflances, lorfque le point fur lequel elles
agiflent, fera dans le centre de gravité de la pyramide; car
on fait par la Géométrie, que le centre de gravité de toute
la pyramide, eft le méme que celui de quatre corps é€gaux
qui feroient placés aux quatre coins de la pyramide. Ce der-
nier théoréme eft dG 2 Roberval.

5. Si on confidere I'équation

Pdg+ Qdg+Rdr+&c— Xdx—Ydy —Zdz=o0,

laquelle érant identique (art. 2), doit par conféquent avoir
lieu en général, quelles que foient les différences d x, dy, dz,
il eft clair qu'on pourra la regarder comme I’équation del’équi-
libre entre les puiflances P, Q, R, &c, dirigées fuivant les
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lignes p, g, r, &c, & les puiflances X, ¥, Z, dirigées fui-
vant les lignes — x, —y, — 7, toutes ces puiflances étant
appliquées a un méme point. Donc les trois puiffances X,
Y, Z font équilibre aux puiffances P, Q, R, &c; mais il
eft vifible que les puiflances X, ¥, Z, érant appliquées fui-
vant les directions deslignes x, y, 7, feroient auffi équilibre
aux mémes puiffances X, ¥, Z, mais dirigées {uivant
— x,— y,— 7 donc elles feront équivalentes aux puiffances
P, Q,R, &c. Do il senfuit que les quantités X, ¥, Z,
ne {ont autre chofe que les valeurs des puiffances P, Q, R, &c,
réduites aux direCtions des trois coordonnées reCtangles
X, ¥, 7, & tendantes a diminuer ces coordonnées, & les
formules de l'article 2 donnent par conféquent un moyen fort
fimple de faire cetre réduction, ceft-a-dire, de trouver les
réfultantes de tant de forces qu'on voudra qui concourent
dans un méme point, & qui aient des dire®ions quel-
conques.

6. En général {i des forces quelconques P, Q, R, &c,
dirigées fuivant les lignes p,q, r, &c, agiflent f{ur un
méme point , & qu'on veuille réduire toutes ces forces 3 trois
autres, =, I, %, dirigées fuivant les lignes &, =, «, il n’y
aura qu'a confidérer I'équilibre des forces P, @, R, &c, &
=, 1, >, appliquées 4 ce méme point, & dirigées refpecti-
vement {uivant les lignes p, ¢,7, &c, — £, — Ty -, &
former en conféquence I'équation

Pdp +Qdg+ Rdr+ &c— sd¢ —ndn —3ds=o,

laquelle doit écre vraie de quelque maniere qu'on fafle varier
la pofition du point de concours de toutes les forces. Or
quelles que foient les lignes &, #, ¢, 1l eft clair, que pourvu
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qu'elles ne foient pas toutes dans un méme plan, clles fuf-
fifent pour déterminer la pofition de ce point; par confé-
quent on pourra toujours exprimer les lignes p, g, 7, &c,
par des fonctions de £, @, ¢, & I'équation précédente devra
alors avoir lieu, par rapport aux variations de chacune de ces

trois quantités en particulier ; d’olt il s'enfuit qu'on aura

d d dr
=P - Z_ 9 —

-+ Q 7 -+ R o &
dp dq dr
n-—pP °P 49 e

P -+ Q-+ R4 &
dp ) dg dr

s=P — +RT, + R —— -+ &c.

Ces formules peuvent étre d’une grande utilité dans plu-
fieurs occafions, & fur-tout lorfquil sagit de trouver les
réfultantes d’une infinité de forces qui agiffent {ur un méme
point, comme lattrattion d'un corps de figure quelcon-
que, &c.

7. Si Pon veut que les direGtions des forces réfultantes
paflent par des points donnés; alors nommant «, g, 7 les
coordonnées re(angles du point auquel doit tendre la force

=, & de méme ¢, £, 1, & A, p,v, les coordonnées rectans
gles des points de tendance des forces 1 & =, on fera

E=V(x—u)‘ 4+ (y—8) +{(g—>)

a=V (x =)+ (y = (g

=V (x—r) 4+ (y—p) + (73—

& l'on tirera de ces équations les valeurs de x, y, 7, en

. . ‘
£, my0, quon fubftituera enfuite dans les expretlions de
P29, ry&c, delarticle 2.
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On pourroit encore confidérer direGtement les quantités
Psqsrs&c, £, m, 0, comme des fonltions de x,y, g, &
faifant varier chacune de ces trois quantités A part, on auroit

ces équations,

n

d{

= S5 nj sz -—P‘“’+Q ¥ LR Z-+&e
= é - =P d”-{-Qd" +R +&.c
da-___ dp dq
r ol =P +Qr

par lefquelles on connoitra les trois forces =, 1, =.

Sila force = devoit étre dirigée comme auparavant 3 un
point fixe, mais que les deux autres forces m & = duflent
éire perpendiculaires A celle-ld dans des plans donnés; alors

perp p 5
on prendroit pour = & ¢ les arcs de cercle décrits du rayon
¢ dans les plans dont il s’agit ; pour cela on regarderala droite
£ comme un rayon vecteur, & nommant 4, ¢ les angles que
ce rayon fait avec des plans perpendiculaires aux plans don-
nés, il eft clair qu'on aura d» = £d4,d » = £ de; dailleurs
on pourra toujours, par les trois variables £, 4 & ¢, déter-
miner la pofition du point auquel les forces font appliquées;
par conféquent on pourra exprimer les lignes p, ¢, 7, &c,
par des fonctions de ces mémes variables ; car il n’y aura pour
cela qu'a exprimer d’abord les coordonnées reGtangles x, y, z,
ené, 4, ¢, & fubfticuer enfuite ces expreflions dans celles
de p, ¢, ry &c. Confidérant donc la variabilité de £, 4, & o,

on aura les trois équations,

Pdp qu+R d'+&c.

n=Pp -+ &c

w + Q5 FE quz
=P



PREMIERE PARTIE 6y

dr
z=P m +Q z 2o F&e

On voit par-12 comment on don: s’y prendre dans tous les
cas femblables, & combien la méthode précédente eft utile
pour trouver les réfultantes de tant de forces qu'on voudra,
& les réduire a des dire&ions données.

8. Reprenons les formules de l'article 2, & fuppofons en
fecond lieu que le corps ou point fur lequel agiffent les forces
P, Q, R, &c, ne foit pas tout-a-fait libre, mais qu il {oit
contraint de fe mouvoir fur une furface, ou fur une ligne
donnée; on aura alors entre les coordonnées Xy ¥5 3, une
ou deux équations de condition, qui ne feront autre chofe
que les équations mémes de la furface ou de la ligne dont il
s'agit.

Soit donc L == o léquation de la furface fur laquelle le
corps ne peut que gliffer, on ajoutera 4 la fomme des mo-
mens des forces Xdx + Y dy + Zdz le terme 2d L (Sect.
quatrieme, art. 4, 5) & lon aura pour I'équation générale
de I’équilibre

Xdx+Ydy+Zdz+rdLl = o,

A érant une quantité indéterminde,

Or L étant une fonction connue de x, ¥, 7, on aura par
la différentiation,

a’L::———a’ +—dy+ d{,

donc fubftituant & égalant enfuite {éparément A zéro la fomme
des termes multipliés par chacune des différences dx, dy, d7,
on aura ces trois équations particulieres de I'équilibre

dL
X‘*"}\"x— =0
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dL
Y 4= 5 = 0O

dL
Z+AT{———O,

d’ou chaflant P'indéterminée », on aura ces deux-ci,

dL adL

Y o —X - =o,
dL dL

Z =X =o,

lefquelles renferment par conféquent les conditions cher-
chées de I'¢quilibre du corps fur la furface propofée.

9. Si on applique maintenant ici la théorie donnée dans
Yarticle 7 de la Sefion quatriéme, on en conclura que la
furface doit oppofer au corps une réfiftance égale 4

V(5 )+ () +(5)),
& dirigée fuivant la perpendiculaire 4 la furface qui auroit
pour équation dL = o, Ceft-d-dire, perpendiculairement %
la méme {urface fur laquelle le corps eft pofé; & comme

on a

dL dL L 7
— ——— A |y
gy =X Zy 2T >

1l Senfuit que la preflion du corps fur la furface ( preflion
qui doit étre égale & dire@tement contraire 3 la réfiftance de
la furface) fera exprimée par V" (X* + ¥* + 2*), & agira
perpendiculairement 4 la méme furface; & ceft uniquement
2 cette condition que. fe réduifent les deux équations
trouvées ci-deffus pour I'équilibre du corps,, comme on peut
sen aflurer par la méthode de la compofition des forces.
X10. Au refte dans le cas d’un feul corps tiré par des
puiffances données, on peut trouver encore plus fimplement
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les conditions de I'¢quilibre , en fubftituant immédiatement
dans I'équation Xdx + Ydy +2d;=o0, 4la place de

dL gy L dy
la différentielle d 7, fa valeur — —2% ; 7 <y , tirée
a7

de 'équation différentielle de la furface donnée fur laquelle
le corps peur gliffer, & égalant enfuite {éparément 2 zéro
les coéfficiens des différentielles dx & dy qui demeurent

indéterminées , fuivant la méthode générale de larticle 10
de la feconde Seion.

On aura ainfi fur le champ les deux équations
L
X — Z d X — O
dL

4z

<L

qui reviennent au méme que celles quon a trouvées plus
haut,

Pareillement {i le corps éroit aflujetti & fe mouvoir fur
une ligne de figure donnée, & déterminée par les deux
€quations différentielles dy = pdx,dy=gdx, il n’y auroit
qua fubftituer ces valeurs de dy & dy dans Xdx—+ ¥ dy
-+ Zdy=o0, & l'on auroit, en divifant par dx

X+ Yp~+Zg=o,
pour la condition de I’équilibre.

Mais dans tous les cas ont il y aura plufieurs corps en
équilibre, la méthode des coéfficiens indéterminés expofée

I
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dans la SeGtion précédente, aura toujours I'avantage tant du
coté de la facilieé, que de celui de la fimplicité & de l'uni-
formité du calcul.

§. 1L

De Péquilibre de plufieurs forces appliquées a un fyftéme de
corps confidérés comme des points, & liés entr’eux par des

Is ou par des verges.
P 1

I 1. Quelles que foient les forces qui agiffent fur chaque
corps, nous avons vu ci-deflus, (art. 2, §), comment on
peut toujours les réduire & trois, X, ¥, Z, dirigées {ui-
vant les trois coordonnées re@angles x, y, 7 du méme
corps, & tendantes A diminuer ces coordonnées.

Nous fuppoferons donc pour plus de fimplicité, ici &
dans la fuite, que toutes les forces extérieures qui agiflent
fur un méme point , foient réduites & ces trois X, ¥, Z. Ainfi
la fomme des momens de ces forces fera exprimée par la
formule Xdx + Ydy-~Z dy; par conféquent la fomme
totale des momens de toutes les forces du fyftéme, fera
exprimée par la fomme d’autant de formules femblables,
quil y aura de corps ou points mobiles, en marquant par
un, deux, trois, &c traits, les quantités qui fe rapportent
aux différens corps que nous nommerons premier , {fecond,
troifieme, &c.

De cette maniere on aura donc pour la fomme des mo-
mens des forces qui agiffent fur trois ou fur un plus grand
nombre de corps, la quantité
Xdx 4 Y'dy + Z'dy + X'ds" 4 Y'dy" + 2"d7’
+ XIII dxlll —~+ Yll/ dylll+ Zﬁ,d{”, + &C.
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Et il ne sagira plus que de chercher les équations de con-
dition L =0, M =0, N=o0, &c, réfultantes de la na-
ture du probléme.

Ayant L, M, N, &c, ou feulement leurs différentielles
en fon&ions de x’, ¥/, 7, x”, &c, & prenant des coéfficiens
indéterminés A, u, v, &c, on ajoutera A la quantité pré-
cédente les termes ad L 4 pd M 4-+d N -~ &c, & on éga-
lera enfuite féparément & zéro les membres affe&és de cha-
cune des différences d ', dy',d7 ,dx", &c, (Se&k. précéd.
art, § ).

12. Confidérons premiérement trois corps attachés fixe-
ment 3 un fil inextenfible; les conditions du probléme font
que les diftances entre le premier & le fecend corps, &
entre le {econd & le troifieme foient invariables, ces diftances
étant les longueurs des portions de fil interceptées entre les
corps. Nommant f la premiete de ces deux diftances, & g
la feconde, on aura df==0, dg =o pour les équations
de condition; donc dL = df, dM = dg, & l'équation
générale de I'équilibre des trois corps fera

Xdx'4 V'dy' +2'd¥ + X"dx" 4= Y dy" 2" d 7"
= X" dx" 4= V" dy" = Z"d7" =2 df +~ndg=o.

Or il eft vifible qu’on aura

=V (& —& )+ =y )+ (=)
g=V(x///__x//)z+(ym__ ) {///_{)

donc en différentiant
(x"'— %' )(dx''=dx') 4+ (y'—y')(dy"=— dy') 4= (z"—3') (d{”—-d{")’

df = .

dg (xlll__xll) (dx”'—d#”)-f—’ I”_y”)(dy”"—dy”)-'-( {"/___ZH) (d{HV__d{H) ,
&
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ces valeirs étant fubftituées, on aura les neuf ¢quations
fuivantes pour les conditions de I'équilibre du fil,

(4] 7
o p =0
X 7
¥y —
f
T
Z’_—)\ -{—_—z_ [—1e]
f
T ! e get?
X A "f —k——— o0
[, T ]
Prga 222 0=y,
f £
] " "
Z”—I-A 3 3 — g - =0
f A
1" "
X’I’_._#_—x—;x_ =0
g
Y/”+P yHI H =o
zIII__I" —.
Z"n 2L =,

& il n’y aura plus qu'a éliminer de ces équations les deux
inconnues A & 3 ce qui peut fe faire de plufieurs manieres ,
lefquelles fourniront aufli des équations différentes, ou pré-
fentées différemment pous I'équilibre des trois corps attachés
au fil 5 nous choifirons celle qui paroftra la plus fimple.

Il eft d’abord vifible que fi on ajoute refpe@tivement les
trois premieres équations aux trois fuivantes, & aux trois
dernieres, on obtient ces trois-ci délivrées des inconnues
A & p.

X X' X" = o
VaV' 4 V'eo
L' 2"+ 2" =0,
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lefquelles montrent que la fomme de roures les forces paral-
leles 2 chacun des trois axes des coordonnées doit étre
nulle.

II ne refte donc plus qu’'a trouver quatse autres €équations ;
pour cela faifant abftrattion des trois premieres, jajoute ref-
pe&tivement les trois du milieu aux trois dernieres, jar
celles-ci oit x ne fe trouve plus;

X' X 4 —%—- (X' —&') =0
V' e P e _’*f_ (_}’”'—)”) — o
Z - Z" e %({//_ {'):::0;
& qui par I'élimination de »donnent les deux {uivantes,

n !
—
y ; ) < J;c”_x' (X” : X’”) .0

" gt
7

Z g ZMV _;{_’ ( X'+ X" )= o,

—_— !
Enfin confidérant {éparément les trois dernieres équations
qui contiennent » feul & éliminant x, on aura ces deux
autres-ci,
[T ——T
Y — .7, J” X" =o

xll__xl

’ Z[/’ - {HI — {"—- X/II — O.

e gt <

Ces fept équations renferment les conditions néceflaires
pour Péquilibre des trois corps.

X 3. Si le fil fuppofé toujours inextenfible, €toir chargé
de quatre corps, animés refpe&tivement par les forces X',
Y,Z'; X', Y, Z", X", &c, fuivant les directions des
trois axes des coordonnées retangles, on trouveroit par
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des procédés femblables, qu'il me paroit inutile de répéter,
les neuf équations fuivantes pour I'équilibre de ces quatre
corps ,

X o= X" - X 4o X7 =0

YI e Y/I -+ Y/// -t YIV"—"- o

ZI+ZII+Z///+ 2" — o

V' VWV e Pr . I =Y (X' XV - X" = o

—_—

2N 2 4 Ziv . R (X e X = X¥) = @

Xt

) AN <o y”'-—-y"' (X" 4= X Y=0

2
"

ZV 27— LT (X X =

Il—

v i
Y7 e— ¥ —y—lﬁ -XIV=O
P

217

C it
AL % X7 = o,

Il eft facile maintenant d'étendre cette folution 3 tel
nombre de corps qu'on voudra, & méme au cas de la funi.
culaire ou chainette ; mais nous traiterons ce cas en parti-
culier, par la méthode expofée & la fin de la Seftion pré-
cédente.

1 4. Si on vouloit que le premier corps fiit fixe, alors les
différences dx', dy’, d{ feroient nulles, & les termes af-
fectés de ces différences difparoftroient d’eux-mémes dans

équation générale de I'équilibre. Ainfi les trois premieres
équations , {avoir , X' — -—}- (x"—x') =0, ¥"'— —'}-( y'—y)=0,

A ) . . N
& — — (§' =)= o, n'auroient pointlieu ; donc les équa-
»

tions
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tions X' o X/ e X" 4 &c =0, V' 4= ¥ + V""" &c =00,
Z' = 2" 4 Z" =~ &c = 0, nauroient pas lieu non plus,
mais toutes les autres demeureroient les mémes. Ce cas eft,
comme lon voit, celui ol le fil feroit attaché fixement par
une de fes extrémités.

Ec fi le fil éroit attaché par fes deux extrémités , alors on
auroit non-feulement dx' == 0, dy' =0, dy = o, mais aufli
dx"%=0,dy" % =0, dy"% =o0; & les termes affedtés
de ces fix différences dans P'dquartion générale de Iéquilibre ,
difparoftroient, & feroient. par conféquent difparoitre aufi
les fix équations particulieres qui en dépendent.

15. En général fi les deux extrémités du fil n'éroient
pas tout-a-fait- libres, mais qu'elles fuflent attachées & des
points mobiles fuivant une loi donnée; cette loi exprimée
analitiquement, donneroit une ou plufieurs équations entre
les différences dx’', dy', dy qui {e rapportent au premier
corps, & les différences dx"" %, dy <, d5" ¥, qui fe rap-
portent au dernier; & il faudroit ajouter ces équations mul-
tipliées chacune par un nouveau coéfficient indérerminé , i
équation générale de I'équilibre trouvée plus haut; ou bien
on fubftitueroit dans cette équation générale, la valeur d’une
ou de plufieurs de ces différences, tirée des équations dont
il s'agit, & on égaleroit enfuite & zéro le coéfficient de
chacune de celles qui reftent, ainfi quon a fait ci-deflus
(art. ¢9). Comme cela n’a aucune difficulté, nous ne nous
y arréterons pas.

I4. Si on vouloit connoitre les forces qui proviennent
de la réattion du fil fur les différens corps, il n’y auroit
qu'a faire ufage de la méthode donnée pour cet objet dans

la Set. précédente (art. 7).
K
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On confidérera donc que l'on a dans le cas préfent,
(x"—z,) (dx”__dx’)_’_ (y."_yl)(dy"_dy') +({”_ z') (dz"_ dz’)

dM dg . (x”’—x")(ll* m__ dxl‘)+(yl”_yll)(dyll _dy")-'-(z'"—?") (d?’"__dz ")
£
&ec.
Donc 1° on aura par rapport au premier corps dont les
. dL ©'—x'  dL
/ / /
coordonnées font x/, 5/, 7/, ==, o
Y=y 4L gy
————, o = — 3 donc

V<(dx' :—;)""(%))”‘
YOO o 'y o (2 Y )

Ainfi le premier corps recevra par I'a&ion des autres une
force = », & dont la direGtion fera perpendiculaire 3 la
furface repréfentée par Iéquation dL = df = o, en y
faifant varier fimplement x/, Y55 or il eft vifi ble que
cette furface n'eft autre chofe qu'une fphere dont le rayon
eft £, & dont le centre répond aux coordonnées x”, y”, 7
par conféquent la force A fera dirigée fuivant ee méme
rayon, ceft-3-dire, le long du fil qui joint le premier &
le fecond corps.

2°. On aura de méme par rapport au fecond corps, dont

’ dL X' —x dL
/! 7 ", —_
les coordonnées font &7, y”, 2, = T o
—— yll_yl dl _ zll__{! ]
— F T = s donc
1 dL 2
V (( dx" ( dy" ) d{" )) =
‘ ((x”—x')’—f-(y”—y"’-{—(g”-—"')'
7 =1
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d’olr il s'enfuit que le fecond corps rccevra aufli une force
A, dirigée perpendiculairement & la furface dont I'équation
eft dL = df = o, en faifant varier x”, y", g’; mais cette
furface eft de nouveau une fphere dont le rayon eft £, mais
dont le centre répondra aux coordonnées x', ¥, 1 du pre-
mier corps; par conféquent la force A qui agit fur le fe-
cond corps, fera aufli dirige fuivant le fil f qui joint ce
corps au premier.

3°. On aura de plus, par rapport au fecond corps,

QL "0 a0
,JM ] ol il dM = b4 y b dM

dx" g 3 dy” £ d'{”
zu' — {rr

— e

3 donc

g
V(&) + () + (G ))="

De forte que le fecond corps fera pouflé de plus par
une force = ., dont la direQtion fera perpendiculaire 2 la
furface repréfentée par I'équationdg==o0, en faifant varier
x4y, 73 cette furface n’érant autre chofe qu'une {phere
dont le rayon eft g, il senfuit que la direction de la force
p fera, fuivant ce rayon, c'eft-d-dire, {uivantle fil qui joint
le fecond corps au troifieme.

On fera le méme raifonnement par rapport aux autres
corps, & on en tirera des conclufions femblables.

17. Il ¢ft dvident que la force A produite dans le pre-
mier corps, {uivant la direGtion du fil qui joint ce corps au
fuivant, & la force égale A, mais direCtement contraire , qui
agit fur le fecond corps, fuivant la direttion du méme fil,
ne peuvent &tre que les forces qui réfultent de la réaction

de ce fil fur les deux corps, ceft-3-dire, de la tenfion que
K-
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fouffre la portion du fil interceptée entre le premier & le
fecond corps; de forte que le coéfficienta exprimera la quane
tité de cette tenfion. De méme le coéfficient p exprimera
la tenfion de la portion du fil interceptée entre le fecond
& le troifieme corps, & ainfi de fuire.

Au refte, on a fuppofé tacitement dans la folution du
probléme dont il sagit, que chaque portion du fil éroit,
non-feulement inextenfible, mais auffi roide , enforte qu’elle
confervoit toujours la méme longueur; par conféquent les
forces A, u, &c, n’exprimeront les tenfions qu'autant qu'elles
tendront & rapprocher les corps; mais fi elles tendoient &
les €loigner l'un de lautre, alors elles exprimeroient plutdt
les réfiftances que le fil doit oppofer au corps par le moyen
de fa roideur, ou incompreflibilité.

I 8. Pour confirmer ce que nous venons de démontrer , &
pour donner en méme-tems une nouvelle application de
nos méthodes, nous {uppoferons que le fil auquel les corps
font attachés, foit ¢laftique & fufceptible d’extenfion &
de contraltion; & que F, G, &c, foient les forces de con-
traltion des portions du fil £, g, &c, interceptées entre le
premier & le fecond corps, entre le fecond & le troi=
fieme, &c.

Il eft clair par ce quon a dit dans l'article § de la Sec-
tion feconde, que les forces F, G, &c, donneront les
momens Fdf+Gdg, &c.

Il faudra donc ajouter ces momens A ceux qui viennent
de 'a&ion des forces étrangeres, & que nous avons vu plus
haut, ére repréfentés par la formule X'dx’' + YVdy +
Z'dy 4= X'd 5"+ YV'dy'" 4+ Z"d g = X" d 5" + Y dy"
~+2Z"dy" - &c (art. 10), pour avoir la fomme totale des
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momens du {yftéme; & comme il n’y a dailleurs aucune
condition particuliere 4 remplir , relativement a la difpo-
fition des corps, on aura Iéquation générale de I'équilibre
en égalant fimplement 2 zéro la fomme dontil s'agit, donc
Xdx' = YV'dy 4 2'd{ +X'dx' 4+ Y'dy" 4~ 2"dy"+
Xd x4 V""dy" 4= 277" &c - Fdf+Gdg4 &c=o.
Subftituant les valeurs de df, dg, &c, trouvées ci-deflus
(art. 11), & égalant & zéro la fomme des termes affeQés
de chacune des différences d»’, dy', &c, on aura les
équations fuivantes pour Iéquilibre du fil, dans le cas dont
il sagit.

y — F( x”_x')

X f
y . F("=y")
V—=%

=0
=20
7! F(z";-z’) =0

X”+ F(x'"—x') — G(xlll__xll)

=0
f It
Y”.‘.. F(yn_y:) _ G(y”’-—y") —0
f 2
2/ ot F(Z'}—{') _ C(z';-—z“) =0
Xy S

1’/’/+ G(y”;___x”) =0
2 G(7"—1") —o
£

lefquelles font, comme lon voit, analogues i celles du
méme article, pour le cas ou le fij eft inextenfible, en
fuppofant »= F, p==G, &c.
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D'oi1 I'on voit que les quantités F, G, &c, qui expriment
ici les forces des fils {uppofés élaftiques, font les mémes
que celles que nous avons trouvées ci-deflus ( art. 16), pour
exprimer les forces des m€mes fils, dans la {uppofition qu’ils
foient inextenfibles.

1 9. Reprenons encore le cas d’un fil inextenfible chargé
de trois corps, mais fuppofons en méme tems que le corps
du milieu puifle couler le long du fil; dans ce cas la con-
dition du probléme fera que la fomme des diftances entre
le premier & le fecond corps, & entre le fecond & le
troifieme {oit conftante, ainfi nommant comme ci-deflus
f & gces diftances, on aura f-l-g == conft, & par con-
féquent df +dg==o.

On multipliera donc la quantité différentielle d f+dg
par un coéfficient indéterminé », & onlajoutera i la fomme
des momens des différentes forces qu'on fuppofe agir fur
les corps, ce qui donnera cette équation générale de I'é-
quilibre ,

Xdx' +YVdy +2'dy +-X"dx" + YV'dy'+ 2" d7
+X'Illdxlll+ Y//Idylll+ Z/l/d{I/I - A (df+dg) P o;

d’'ou (en fubftituant les valeurs de df & dg, & égalant &
zéro la fomme des termes affe@®és de chacune des diffé-
rences dx’, dy’ &c), on tirera les équations {ujvantes pour

I'équilibre du fil,
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" r
Z 7

[T -
.X”—{—}\ x . x x ) —o0
( f £
” _L"""}" _ ym_yu —o
Y4~ ( 7 - )

" N -7 _ {m__{n —5
2+ ( - )

f
"___ It
X’”—-}—?x —_— p; A O
"i o0
) AT = AN

]

"o
ZI’/_*__}\ L4 g{_ =0’

dans lefquelles il n’y aura plus qu’a éliminer T'inconnue a.

On voit par-]3 comment il faudroit s’y prendre, sil y
avoit un plus grand nombre de corps dont les uns fuflent
attachés fixement au fil ; & dont les autres y puflent couler
librement.

2 0. Suppofons maintenant que les trois corps foient unis
par une verge inflexible, enforte qu'ils foient obligés de
garder toujours entr'eux les mémes diftances ; il faudra dans
ce cas que lon ait non-feulement df = o0 & d g = o, mais
que la différentielle de la diftance entre le premier & le troi-
fieme corps que nous défignerons par %, foit auffi nulle;
par conféquent en prenant trois coéfficiens indéterminés ,
As 1, v, ON aura cette équation générale de I'équilibre,

Xids o Vidy o Z'dy o+ X'd o V' dy" + 2" d7
o+ X"dxt 4 V" dy" 4= Z" d7" +rdf4-ndg+rdh = o,

Les valeurs de df & £g ont déja été données ci-deflus;
A I'égard de celle de d#, il eft clair quon aura
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,l — V (xI// — x'): -+ (y’ll___yl)z + ({Ill__ {I)z’
& par conféquent

dﬁ —_ (x”'—x’)(lx'”—-dx') + (yllr_yl) (dylll__ dy/) -+ ({UI_{I) (d{”l - d{').
k

Faifant ces fubftitutions, & égalant 3 zéro la fomme des
termes affe(tés de chacune des différences %/, 4y, &c,
on aura ces neuf équations particulieres

" [} tr t
(g X —* —_— X =
X —a = ——==0
Y’ _ -z:_yr —, y—y —0
7 =
[{ S Hi__ o
2 — i-r __ 2z o
7 VTR °
W e 3! 0 ael)
X’—l—h o fx — X x == 0
4
I e af! LT
Vigar X f’ —_— T g
£
[ "_ "
Z”+A‘f‘ —,u,‘gz =0

T —
X”+F’ _E—. e ¥ d 2

m

—l" —
1////_|_,u‘:7 gy +y3’ ,zy =o0

" H_, o
Z/”_'_#{gz +v{h?=o,

d'our il faudra éliminer les trois inconnues indéterminées
a5 k41, enforte quil ne reftera que fix équations pour les
conditions de¢ I'équilibre.

2 1. Dabord il eft clair par la forme méme de ces équa-
tions, quen ajoutant refpeCtivement les trois premieres aux
trois {uivantes & enfuite aux trois dernieres , on obtient fur le
champ trois équations délivrées dea, e, v, lefquelles feront

X 4+
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X e X = X" = o
Y’+Y/,+Y/ﬂ=o
ZI+ZU+ Z”"-_——O-

Rien n'eft plus facile que de trouver encore trois autres
€quations par I'élimination de A, ), v ; mais pour y parve-
nir de la maniere la plus fimple & la plus générale , je com-
mence par déduire des équations ci-deflus, ces neuf trans-
formées ,

Pt 2l

y'x"—x’y" _ y'x __x'y

Xy = V' x e a 7 y . == 0
1.1 ! PR J LGNSO o { /)
X’{’-—Z’x'-—-h Z"}"x'{' —y sz{ — 0

Pt ll [T R
FZ""'Z,_}”""A 1Y f}’Z —y (4 _h_}'{ -— o

[ L W Ll Mxlll_ m
N Pl g n 22 EY o Y=o
X'y x4 7 P
LR | xl I{ {le'"__ x”{lll
Xt e Zlxlen TF I =0
? f # g
i 1,0 Ly [ .
Yl 71 A, Yy —yx TY YT
V' {'— 2"y "4 7 m p Q
. 10 yllxlﬂ__xllyl'l ylxlll__xlylll ——
X_y O e T e el o =0
£
, " K”'—‘ xll " lell___xl "
X’”{'”—— AL L i ; e, ! . o o

LAWY By W i LIPVLL) S
Y — 7y, : b ST ¢4 hy_i_ = 0,
lefquelles érant, comme l'on voit, analogues aux équations
primitives, donneront de la méme maniere, par la fimple
addition, ces trois-ci,

L
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Xy — V'l e X'y — ¥ Xy P —
X{ 2% Xy 2 = X — 2 3 =
V' —Zy V' — 2y V"3 — 2"y = o,

Les trois premieres équations montrent que la fomme des
forces paralleles & chacun des trois axes des coordonnées, doit
étre nulle; & les trois dernieres renferment le principe
connu des momens (en entendant par moment le produit
de la puiffance par fon bras de levier) par lequel il faut
que la fomme des momens de toutes les forces, pour faire
tourner le f{yftéme autour de chacun des trois axes, foit
aufli nulle.

22. Sile premier corps éroit fixz, alors les différences
dx', dy', d7' feroient nulles, & les trois premieres des
neuf équations de l'article 20 n'exifteroient pas; il 0’y auroit
donc alors que fix équations, qui par Pélimination des trois
inconnues r, w, v, fe réduircient & trois,

Pour arriver 4 ces trois équations, on peut s’y prendre
d’une maniere analogue 2 celle dont on seft fervi pour trou-
ver les trois dernieres équations de I'article 21 » pourvu qu'on
ait foin de faire enforte que les transformées ne renferment
point les indéterminées A & » qui entrent dans les trois pre-
mieres dont il faur faire maintenant abftration ; or ceft
ce que I'on obtiendra par ces combinaifons,

X/[ (y'l—y,)__Y//(xll —xll‘—# (yn—y‘) (xUI___xll) — (.x”___ x!)(ylll_.yll)

o
g

'XI/({/,—{’).—Z/, (x,’—x,)_# (z"_{')(x'”__xll)_(x”_xl)({”'_z') _ o
I4

Vo ({/l_{l) 7! (}’” ——_y')—ﬂ- W =) O —=y") = (y"—y' )" — 1) — o

) . ) oyt - L m e
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X/II (yl[/__},l)__lf/;/( xl//___x/)+ “ (y'i'_yl) (&M x" ) — (xM—a! )(y™ —y")

4
X/’/({’”_.{’)_Z”/(x”/-x')+M ({HI__{I)(”'III__ xu)g_ (x’"——x') ({III_ zIl)
Y//I ({III~;{I)_2/II(yIII~yI)+ u (1"—1%") (y’”--y”) ;_ (y”'-—y’)(z"' - {I’)

& fi Pon ajoute maintenant les trois premicres de ces trans-
formées aux trois dernieres, on aura fur le champ ces
trois-ci,

X/l(y”'—y’)‘_‘Y”(x’,_'xy"i"X/” (yll’_y/)_yﬂl(xl/l_xy =0
X,’I({U__ {I)-Z/I(xll___ xQ +X Hnt (z///._zy_ Z///(xlll__xy =0
/ " 1 / / 1, ! 11, Ui /

Y =)= 20y —y)+ V" (") = Z"(y"—y) =0,
lefquelles auront toujours lieu, quel que foir 'état du pre-
q J » quel q p
mier corps, puifqu’elles font indépendantes des équations
relatives 3 ce corps. Ces équations renferment, comme l'on
voit, le méme principe des momens, mais par rapport a

des axes qui pafleroient par le premier corps.

2 3. Suppofons quil y ait un quatrieme corps attaché §
la méme verge inflexible, pour lequel les coordonnées rec-
tangles foient x”, y”, 1%, & les forces paralleles & ces
coordonnées X7, Y7, Z”7.

Il faudra denc ajouter 4 la fomme des momens des forces,
la quantité X7dx"~ ¥"”dy" 4 Z"d" ; enfuite, comme
les diftances entre tous les corps doivent demeurer conf-
tantes, on aura par les conditions du probléme, non-feu-
lement df=o0, dg==0, dh=o0, comme dans le cas pré-
cédenty mais aufli d/—=o,dm=0, dn =0, en nommant
I, m, n les diftances du quatrieme corps aux trois précé-
dens. Ainfi I'équation générale de I'équilibre fera dans ce cas

L2
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X/dxl"l" Y/C{y’-l'zld{’_i-X”dx” + Y/Idyll_*_zlldil
+X///dxlll+yIllafylll_l_Z///d{III__‘_X/deIV_i_Y/Vd-y.lV.*_Za'Val{IV{'
Hradftpdgtrdhend! 4 pdmeagmocdn=o.

Les valeurs de df, dg, dk fontles mémes que ci-deflus;
quant A celles de d7, dm, dn, il eft vifible qu'on aura

L=V ("= P (f—y S ({— 1 )
m=V (= (= Y (=)
=V (" — &) A (y — y P (g )

& par conféquent,

d l _ (xrv_ xl) (dxl"__ dxl)_,_(y'r_y/ ) (dylr__ dy’ ) +({Ir_ z’) _(&Z’{"— a’{')
- !
d (x”—x") (dxlr_ dx/!) -+ ‘/yrr_:),!r) (dylr_ t{y”) - ({rr__ TH) (d{n__d{n)-
m .
m
d 2 (xlr_xllf) (dx"—dx"’) . (yll'___ylll) (dyrr_dyl’l) -+ ({",—'{’”) (dziv_ ‘{zm)
— z

Il

Faifant ces f{ubftirutions, & égalant 4 zéro la fomme des
termes affeltés de chacune des différences o', dy', &c,
on trouvera douze équations particulicres, dont les neuf
premieres feront les mémes que celles de larticle 20, en
ajoutant refpectivement A leurs premiers membres les quan-

tités {uivantes,

17 e 5! (1) [
—_— Y=Y T3
T T T Ty T T
W i tr " tv "
* * p Yy =y i 1
P m o m > P m >
il w__ . i o
. y—e 2TXT X
n n

& dont les trois dernieres feront
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i

217 e ! 27— ! X
Xrgem 2 HoF T
m n
1wt o 1 A1
Y’V—l— g 4 Y -+ p Y Y e y Y — 0
l m n
w o r__ LN v oMt
2V gp 2L 4 Ao s P =,
{ m n

24. Comme il y a en tout douze équations, & quily
y a fix indéterminées, a, uy vy 7y ps ¢ & €liminer, il ne
reftera pour les conditions de I'équilibre, que fix équations
finales comme dans le cas de trois corps; & on trouvera
par une méthode femblable 4 celle de larticle 21, ces fix
€quations analogues 4 celles de cet article,
X o XV e X" - X" =0
Vg V'V"+41V"=o0
VAR WAR SWALE WA
'X/yI_Y/ xl_+_ //y//__Y//x II+X//Iy///_Y//l x//l_‘_X/V‘)/IV_ )"7 xW — 0
X’ {l__ 2 o'+ X" {// — 2N X {/// — M 5t 4 X {IV___ 27 5 =m0
YI {’__Zly/_*_ YI/ {/I — Z//‘yll_}_Y/I/{”I_lely/l/+ Y/V {/V___ Z/VyIV == O,
Au lieu des trois dernieres, on- pourra aufli {ubftituer
les trois fuivantes, quon trouvera par la méthode de Iar-
ticle 22 , & qui érant indépendantes des équations relatives
au premier corps , ont l'avantage d’avoir toujours lieu, quel
que foit I'érar de ce corps,
1 / / " " / 7] g S ’
X' (y'—y)—Y"(x — & ) X (e ) V" (X = x)
'-_l_X/V (‘y/V ____.y/) — YlV(x/V _xI) — O,
1 i / 7] /" / 1 1t / 1yawmi /
X' =)= 2" (& — &)+ X" ({ — )= 2"~
H- X/V {{/V — {l) r— Z/V (x,-r — xl) 2= 0,



[REEEREIET)

RN LTSN T YRR

86 MECHANIQUE ANALITIQUE.
Y//({/I_ {l) — Z//(y’l_‘_‘y/) + I/'///({///_ {I) —_ ZI/I ('ylll‘__ y')
+ Y/V ({V _— {I) — Z/V (-y"" _yI) '= o.

2 §. On voit maintenant comment il faudroit s’y prendre
pour trouver les conditions de I'équilibre d'un nombre quel-
conque de corps attachés 4 une verge ou i un levier infle-
xible. En général il eft vifible que pour que la pofition ref-
pective des corps demeure la méme, il fuffit que les dif-
tances des trois premiers corps entr'eux foient conftantes ,
& que les diftances de chacun des autres corps A ces trois-ci
le foient aufli, puifque la pofiion d’un point quelconque
eft toujours déterminée par les diftances de ce point i
trois points donnés; on fera donc pour chaque nouveau
corps quon ajoutera au levier, les mémes raifonnemens &
les mémes opérations qu'on a faites dans l'article 23, rela-
tivement au quatrieme corps 3 & chacun d’eux fournira trois
nouvelles équations particulieres, avec trois nouvelles indé-
terminées a €liminer; enforte que les équations finales fe-
ront toujours en méme nombre que dans le cas de trois
corps 5 & elles feront de la méme forme que celles que
nous venons de trouver dans larticle précédent.

Au refte, il eft vifible que ces équations rentrent dans
celles que nous avons trouvées en général pour I'équilibre
d'un f{yftéme quelconque libre , dans les articles 3 & 6
de la Seltion troifieme, En effet, puifque, 4 caufe de l'in-
flexibilité de la verge, les diftances des corps entr'eux font
inaltérables , il senfuit que I'équilibre doit avoir lieu, pourvu
que les mouvemens de tranflation & de rotation foient dé-
truits; & lon auroit pu par cette feule confidération, ré-
foudre le probléme précédent, d’aprés les formules des

PHCREE R L PR IRIEY SRERRTRERD BOUCRS WRAENE T PARPES AARUEAL N P LTHEL FEARG T i g
‘ .



PreMierE PARTIE 87

articles cités ; mais nous avons cru qu’il n’étoit pas inutile
d’en donner une folution dirette, & tirée des conditions
particulieres de la quettion.

2 6. Confidérons de nouveau le cas de trois corps joints
par une verge; & fuppofons de plus que la verge foit élaf-
tique dans le point ou eft le fecond corps, enforte que les
diftances de celui-ci au premier & au dernier {oient conf-
tantes, mails que Pangle formé par les lignes de ces diftances
foit variable, & que Pefler de Iélafticité coafifte i aug-
menter cet angle, & par conféquent a diminuer I'angle ex-
térieur formé par un des cotés, & par le prolongement de
autre,

Nommons la force de I'élaflicit¢ £, & langle ertérieur
fuivant lequel elle s'exerce e; il eft facile de conclure de
ce que nous avons ¢tabli dans la feconde Se&ion, que le
moment de la force £ devra &tre repréfenté par Ede; de
forte que la fomme des momens de toutes les forces du
fyftéme fera X'd«' —+ V'dy + Z'd7y + X" dx" - Y'dy”
+ Z”d{” +X///dx/1/+ Y/// dy/// + Z/// d{lll — Ede'

Or les conditions du probléme font les mémes ici que
dans Particle 11, Ceft-d-dire, df = o & dg = 0. Donc
on aura cette équation générale de Iéquilibre
dexf_*_ YI dyl__‘_ Z/d{,"'l" -X//dxfl_*_ Y// dly//,_{_'Z//dzll
+Xllla’xlll+Y,/,dylll+Z,/,d{/”-i"Ede""';\df"f—/&dg-‘zo;
& il ne sagira que d'y fubftituer les valeurs de de, df,
dg; celles de df & dg font les mémes que dans lar-
ticle cité; & pour trouver la valeurde de, on remarquera
que dans le triangle dent les trois cotés font f, g, 4,
(art, 20), 180° — ¢ eft Pangle oppofé au coté #; enforte



by o

AERAR RN LR AR AL

88 MECHANIQUE ANALITIQUE

que par le théoréme connu, on aura cof. ¢ = .fl"'_f.;_g"'_”f_;
d’olt I'on tirera par la différenciation la valeur de de; &
comme par les conditions du probléme on a2 df=10.&
dg == o, il {uffira de faire varier ¢ & %, ce qui donnera

hdﬁ ! . r L34 .
de = ———; cette valeur érant {ubfticuée dans I'équation
fglne
précédente, il eft clair qu'elle deviendra de la méme forme
que I'équation générale de I'équilibre dans le cas de I'article

. Eh
20, en f{uppofant dans celleci » = TR par conféquent

les équations particulieres feront encore les mémes dans les
deux cas, avec cette feule différence, que dans celui de
larticle cité , la quantité » eft indéterminée, & doit par
conféquent étre éliminde; au lien que dans le cas -préfent,
cette quantité eft toute connue , & quil n'y a que les deux
indéterminées 2, u 4 éliminer; enforte qu'il doit refter une
équation finale de plus que dans le cas cité, c’eft-a-dire>s
fept équations finales au lieu de fix. Or comme, foit que
la quantité v {oit connue ou non, rien n'empéche de I'éli-
miner avec les deux autres a, #, il eft clair qu'on aura
aufli dans le cas préfent les mémes équations qu'on a trouvées
dans les articles 21 & 2235 & pour trouver la feptieme équa-
tion, il n'y aura qu'a éliminer A dans les trois premieres,
ou # dans les trois dernieres des neuf équations particulieres

.

de l'article 21, & fubftituer pour v {a valeur ———
felin e

27. Au refte, fi dans la valeur de de on navoit pas

voulu fuppofer df & dg nuls, on auroit eu une expreflion

de cette forme de = %— ~+ Adf+4-Bdg, A& B érant
des
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des fonions de f, g, %, fine; alors les trois termes E de

~ adf 4+ ndg de Iéquation générale, feroient devenus
Eh .
7Y dh+(Ed~+2)df+ (EB~+p)dg; mais A &k
étant deux quantités indéterminées, il eft vifible qu’on peut
mettre a leur place A— £ 4, » — E B; moyennant quoi
la quantiré dont il s'agit deviendra —j%—e—d/z-i-xdf-i-m{g
comme fi f & g weuflent ‘point varié¢ dans lexpreffion

de de.

2 8. Si plufieurs corps étoient joints enfemble par des
verges ¢laftiques, on trouveroit de la méme maniere les
équations néceflaires pour Iéquilibre de ces corps, & en
général notre méthode donnera toujours, avec la méme fa-
cilité , les conditions de I'équilibre d’un {yftéme de corps
liés entr'eux d’'une maniere quelconque, & animés de telles
forces extérieures qu'on voudra. La marche du calcul eft,
comme Yon voit, toujours uniforme, ce quon doit regarder
comme un des principaux avantages de cette méthode.

s. 111

De Péquilibre dun fil dont tous les points font tirés par des
forces quelconques, & qui eft fuppofé parfaitement flexible
ou inflexible , ou élaftique , G en méme- tems extenfible ou
non.

29. Ceft ici le lieu d’employer la méthode que nous
avons expofée dans les articles 9 & fuiv. de la Section
quatrieme,

M
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Nous fuppoferons toujours, pour plus de fimplicité, que
toutes les forces extérieures qui agiffent fur chaque point
du fil foient réduites & trois, X, ¥, Z, dirigées fuivant les
coordonnées rectangles x, y, 7 de ce point. Ainfi en nom-
mant dm I'élément du fil, on aura pour la fomme des mo-
mens de toutes ces forces, relativement 4 la longueur to-
tale du fil, cette formule intégrale (Art. 13, Set. 4),

S(X0x 4 YJ‘y-l—ZJ‘;)a’m.

30. Confidérons le cas d’un fil parfaitement flexible &
inextenfible; nommant s I'élément de la courbe de ce

fil, lequel eft exprimé par Va’x'—-l-dy’-i— dz*; il faudra
par la condition de l'inextenfibilité, que ds foit une quan-
tité invariable, & qu’ainfi I'on ait par rapport 4 chaque élé-
ment du fil, cette équation de condition indéfinie ¢ds == o,
Multipliant donc ¢ds par une quantité indéterminée a, &
prenant lintégrale totale, on aura Sadds; & fi I'on n'a
point dautre équation de condition, on aura Péquation
générale de léquilibre, en égalant 4 zéro la fomme des
deux intégrales qu'on vient de trouver,

Or ayant ds == V/ dx*~dy* -~ d3*, on aura en diffé-
rentiant {uivant &,

ods = dxd*dx+dydidy+d{4‘d; ;

donc Sr¢ds =S Zi: idx—i-S—'\—d%y—J‘dy—}-S ’;‘f{ i’y

changeant &4 en d¢, & intégrant par parties pour faire
difparoitre le & avant &, fuivant les régles données dans
larticle 17 de la Se@ion quatrieme, on aura ces trans-
formdes,
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adx N P N

S o Mx = —— sxll— — dx! — Sd. X & x
rady L Altdy" y 'dy

§ - tdy="— sy — «Py—Sa’ x3y
AJT ”d{" )‘I‘iT

S pdy= 0y — 21 —_S8d = xsz

Ainfi 'équation générale de I'équilibre deviendra
S ((Xdm—d 222Y) o5+ (Vdm—d 272-) 0y

_ ady A"dx" 1 A y
—-I-(Za'm—-—d. - J‘{)-—{-— £ 5 ofa

J‘]'

AVdxt i »dx' ’ 'y dg

P, —_— — $
-+ ds" A as' s % *y

iz =o.

3 1. On égalera d’abord 2 zéro (art. 18, Selt. citée),
es coéfficiens de &x, &y , 9% fous le figne S, & lon aura
ces trois équations particulieres & indéfinies ,

Xdm—d 22 =0

Ydm—d 22 =0

d'otr éliminant lindérerminée a, il reftera deux équations
qui ferviront 3 déterminer la courbe du fil.

Cette élimination eft trés-facile, car on n'a qua intégrer
les équations précédentes, ce qui donnera celles-ci,

adx

" =A+fde

liL:B-*-dem

ds
A

1 = C-[Zdm,

Mz
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A, B, C érant des conftantes arbitraires; enfuite on aura
en chaflant a,

dy _ B+ [Ydm
dx =  A+[Xdm
dy __ C+[Zdm
dx ~ A-+fXdm

équations qui s'accordent avec les formules connues de la
chainette.

32.8Si on veut parvenir direGtement a des équations pu-
rement différentielles & fans figne /,, on mettra les €qua=
tions trouvées {ous cette forme,

dx
5

de-—-xd.—g—-—dx ~

Ya’m_ld._‘_il___d}\ dy =0
ds ds

Zdm—ard 2% —drf —q
ds ds

L) . N -
d’ou éliminant dr, on aura d’abord ces deux-ci;

Xdy—Ydx dy dx dx dy
—_d:_'—dm:""( rar Pk P

Xdy—Zdx d d dx d
S d (a2 2 g dny;
ds 7= A ds d. ds ds d. ds ]?

enfuite fi on multiplie les mémes équations refpectivement

dx dy dg \ dx dx
ar Rt A & . =
Pat 25 ;> g, > on aura, A caufe de —— 4 —

d d d d dx* 4-dy*~d3*
..;..__Z_d__y..'...__fd_ T==._’..‘{‘< l__._f__)zo,
ds ds 2 ds?

Xdx+ Ydy + Zdy
ds

dm=d»; & il n’y aura plus qua fub-

ftituer dans cette derniere les valeurs de a tirdes des précé-
dentes.
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33. Confidérons maintenant les termes de I'équation
générale qui font hors du figne §; & fuppofons premiére-
ment que le fil foit entiérement libre; dans ce cas les va-
riations #x’, 3y, 27, & 47", 8y", 87" qui répondent aux
deux points extrémes du fil, feront toutes indéterminées &
arbitraires; par conféquent il faudra que chaque terme af-
feé de ces variations foit nul de lui-méme. Donc il faudra
que lon ait A’ == o & »’ =0, c'eft-d-dire que la valeur de
a devra étre nulle au commencement & A la fin du fil. On
remplira cette condition par le moyen des conftantes. Ainfi,
comme les trois premieres équations intégrales de larticle
3¥ , donnent pour le premier point du fil ol les quantités
afleCtées de [ deviennent rulles,

Alds! o aldy! ady'
=A, Y ::B,

— i —— == C, & pour le dernier

ds'!

pointdu fil ot /fe change en §,

o = A+ SXdn, XY =B S¥im, N% = CSZdm,

on aura dans le cas dont il sagit, 4 =0, B=0,C=0, &
SXdm — o, §¥Ydm = o, SZdm = o. Ces trois der-
nieres équations répondent, comme lon voit, aux trois
premieres de P'article 12 de la Seion préfente.

3 4. Suppofons en fecond lieu que le fil foit artaché par
un de fes bouts, du par tous les deux; & fi c’eft le pre-
mier bout qui eft fixe, les variations ¢ x/, ¢y', &7/ feront nulles,
& il fuffira d’égaler A zéro les coéfficiens de #x”, vy 07,
ceft a-dire, de faire A = o.

Par la méme raifon, lorfque le fecond bout fera fixe, il
fuffira de faire »” = 0. Mais fi les deux bouts éroient fixes
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a la fois, alors il n’y auroit aucune condition particuliere
a remplir, puifque les variations ¢/, 3/, 87, 2", sy", 03"
{eroient toutes nulles,

3 5. Suppofons en troifieme lieu que les extrémités du
fil foient attachées & des lignes ou furfaces courbes, le long
defquelles elles puiffent gliffer librement; & foient, par
exemple, d7 = d'dx 4 §/'dy, d7' = a"dx" 4 §'dy" les
équations différentielles des furfaces auxquelles le pre-
mier & le dernier point du fil font attachés; on aura pa-
reillement en changeant 4 en ¢, 87 = d'¢x' —+ b3y,
87" = a"ox" ~+ 6"3y"; on fubftituera donc ces valeurs dans
les termes dont il s'agic, on égalera enfuite & zéro les coéf-
ficiens de &/, 8y, o4”, 3y,

En général on traitera la partie qui eft hors du figne dans
Péquation générale de I'équilibre, comme fi elle éroit feule,
& qu'elle repréfentat I'équation de I'équilibre de deux corps
{éparés & placés aux extrémités du fil.

3 6. Suppofons, par exemple, que le fil foir atraché par
fes deux bouts aux extrémités d’'un levier mobile aurour
d’un point fixe. Soient a, 4, ¢ les trois coordonnées rectangles
qui déterminent dans l'efpace la pofition de ce poirt fixe,
ceft-a-dire, du point d’appui du levier, & foient de plus
f la diftance entre ce point d’appui & l'extrémité du levier,
a laquelle eft atraché le premier bout du fil, g la diftance
entre le méme point d’appui & lautre extrémité du levier
a laquelle eft attaché le feccnd bout du fil, 4 la diftance entre
les deux extrémités du levier, & pat conféquent auffi entre
les deux bouts du fil il et clair que ces fix quantités a ,
by c,f, g, & font données par la nature du probléme, &
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il eft vifible en méme-tems que x’, ¥, 7 érant les coordon-
nées pour le commencement de la courbe dufil,& x",y', 3"
les coordonnées pour la fin de la méme courbe, on aura

f=V{(a=u)+(b=y) +(c—%),
g=‘/ (d'—-x”}'-’:— (b—-y?‘.{-(c___{/yz,
h=V &= )+ =y ) +J ="

Or ces quantités f, g, % érant invariables, on aura doncen

différentiant par & ces trois €quations de condition déter-
minées,

(a— ) 00 o (b—y )3y = (c— 1) 17 =0
(am &) 2304 (b—y") 2y b (=) $7'==0
' / "3 / ! /! / 1 ’
(&= ') (25— 35+ (y'—y' ) (3= 3y) + {'—7) (}— 0K ) =05
qui érant multipliées chacune par un coéfficient indétermin,
devront écre aufli ajoutées i équation générale de Iéquilibre.
Ainfi prenant 2, 8, » pour les trois coéfficiens donr il sagit,
& égalant & zéro les coéfficiens des fix variations 2x'y 8y,
87, 82", 8y", 87", on aura autant d’équations particulieres dé-
terminées, qui feront

cfa—n) = (3= &) — 2=

A' dyl

w(b—y )=y (y'—y)——Fi—=o

adg

efc—3F)—3 (7" —7)— ——— =0

5

/ / ’ Alda
pla—x) ey (x" =5 )4 —5— =0
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"t
BRlb—=y') 49 (¥ —y' )4 *—Adj =o0
- : A”d "
E(c—=g")+o (' — 1)+ - =o,
& qui, par Iélimination de «, g, 2, fe réduiront & trois.
Ces trois étant enfuite combindes avec les trois équa-
tions de condition ci-deflus, ferviront A déterminer la
pofition du levier.
On voit par-l3 comment il faudra s’y prendre dans d’autres
cas femblables.

37. Enfin, {i outre les forces qui animent chaque point
du fil, il y en avoit de particulieres appliquées aux deux
extrémités du fil, & repréfentées par X/, ¥’, Z' pour le
premier bout du fil, & par X”, ¥, Z" pour le dernier
bout, ces forces donneroient les momens

l .X'l:xf_*_. Y/J-yl_-l_Z/J{I +X”J‘x”’+‘ Y”Jy”+ Z//J\{/l’
& 1l faudroit ajouter encore -catte quantité au premiet

membre de I'équation générale de I'équilibre, ceft-a-dire, 3
la partie qui eft hors du figne, laquelle deviendroit alors

d.f”

(X4 258 130 e (P 252 sy (204 280 o

+ (X

AR T T ARTE TT TR NI

d.f”

Adaxt \ ; ( , A’d_‘.y' Alde!
— J\ — ! ’—— L 4
ds' / x A+ 4 ds’ )J‘y +(Z cds! )J{’
& fur laquelle on opéreroir dans les différens cas, comme

on vient de le voir dans les articles précédens.

3 8. Suppofons maintenant que le il animé dans tous fes
points par les mémes forces X, Y, Z, & tiré de plus dans
fes deux extrémités par les forces X, Yy, 7z, X" v,z
doive étre couché fur une furface courbe donnée, dont

I'équation

co W e e
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équation foit d7 = pdx gdy, & que l'on demande la
figure & Ia pofition de ce fil fur la méme furface pour qu'il
(oit en équilibre.

Ce probléme qui feroit peut-ftre aflez difficile A traiter
par les principes ordinaires de la Méchanique , fe réfout trés-
facilement par notre méthode & par nos formules ; en eflet,
I'équation de la furface donnée , donne en’ changeant d en ¢,
§7 = pix =4~ gly; ainfl il n'y aura qu'd fubftituer cette
valeur de sz dans les termes fous le figne de I'équation
générale de I'¢quilibre du 4l (art. 30) & enfuite égaler {épa-
rément 3 zéro les quantités affetées de &x, & de dy. On
gura par ce moyen ces deux équations indéfinies,

ad Y A 177 e d
Xdm—d 25 p (Zdm—d 240y

d d
Ydm—d 22 +4gq (Zcz’m-——a'. —Ad—f—>=o,
lefquelles ferviront & déterminer la courbe du fil, érant
combinées avec I'équation d3 =pdx ~+~gdy de la furface,

& étant débarraflées , par I'élimination , de I'indéterminée .

3 9. De plus, comme on fuppofe que le fil {oit appliqué
dans toute fa Jongueur 2 la méme furface, on aura aufli
pour fes deux points extrémes, §7 == p'dx' 4~ ¢4y, &
87" =p"8x" +4¢"8y". On fera. donc encore ces fubftitu-
tions dans les termes hors du figne de I'équation géné-
rale (art. 30), ou plutde dans la formule donnée dans I'ar-
ticle 37, & dans laquelle on a eu égard aux forces X7,
Y, &c; on égalera enfuite {éparément A zéro les quantités
affetées de chacune des quatre variations reftantes 4,7y,
¢x',8y"; 'on aura ces quatre nouvelles équations déter-
minges ,

N
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X! — A’dx' "l"]’ (z/ A'dl —=0

t

Y' A dy ? (Z' A d'; o
"d " II I

X" e d L Pr/( 7 ‘1’( ) o
" 1] ]

Y4 "’.‘7 ; g"(Z" "I' ) =o0,

auxquelles il fandra fatisfaire par le moyen des conftantes.

40. Mais au lieu de fubftituer, ainfi que nous venons
de le faire, la valeur. de §7 en &x & Jy tirde de I'équation
§7—plx — gly=o0, on pourroit regarder cette méme
équation comme une nouvelle équation de condition indé-
terminée; il.faudroit alors ‘multiplier cette équation par un
autre coéflicient indéterminé x, en prendre l'intégrale rotale,
& lajouter A I'équation générale de I'équilibre (art. 30).
De cette maniere la partie fous le figne deviendroit

_..,u.P> Sx—- (Ydm-d. %’-—nq) 3y

- (Zdm—d. 22 40) 27],

& l'on auroit immédiatement ces trois équations indéfinies,

Xdm —d. Ad” —pp=0

Ydn —d. *jf —rg=o0

rdy .
Zdm—d. - x =o0,

lefquelles par I'é¢limination de u redonneront les mémes équa-
tions déja trouveées (art. 38). Mais ces dernieres ont de
plus lavantage de faire connoitre en méme-tems la preflion
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que chaque élément du fil exerce fur la furface d'aprés la
théorie donnée dans P'article 7 de la Secion quatrieme,

41. En effet, il eft facile de déduire de cette théorie
que les termes u (97 — p &x — g4y) provenants de I'équa-
tion de condition &3 — pdx — gdy = o, peuvent repré-
fenter Peffer d’une force égale 2 up/ (1 ~+p 4+ ¢*), & ap-
pliquée & chaque élément dm du fil dans une direction per-
pendiculaire 2 la furface qui a pour équation §7—psx
~ gdy =0, ou bien dy—pdx — gdy=o0,ceft i Ia
furface méme fur laquelle le fil eft fuppofé couché. Cette
furface fait donc leffer de la force en queftion, laquelle
fera par conféquent égale & direCtement contraire 4 la
preflion exercée par le fil fur la méme furface (art. 8, Se&t. 4).
De forte que la preflion de chaque point du fil fera ==

V{(t4p4q : i
vy ( dmp ) , ou bien en f{ubftituant les valeurs de ,

pp, nq tirées des équations ci-deflus,

V(X —ox d 24 (¥ — Foxd 272) (2 — 5 xd.

On appliquera enfuite les mémes raifonnemens 2 la partie
de I'équation générale qui eft hors du figne §, & l'on en
tirera des conclufions analogues.

4 2. Jufqu'ici nous avons fuppofé que le fil €roir inex-
tenfible ; regardons-le maintenant comme un reflort capable
d’extenfion & de contraction; & foit F ia force avec laquelle
chaque élément ds de la courbe du fil tend & fe contra&er,
on aura, comme dans Part, 18 (en mettant ds & la place
de f, & en changeant d en &), F#ds pour le moment de
cetre force, & SF#ds pour la fomme des momens de

N2

))
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toutes les forces de contraltion qui agiffent- fur toute la
longueur du fil. On ajoutera donc cette intégrale SFads
3 lintégrale § (X ¢ a4 ¥ 3y 4= L4z qui exprime la fomme
des momens de rtoutes les forces extérieures qui agiffent fur
le fil (art. 29), & égalant le tout A zéro, on aura I'équation
générale de I'équilibre du fil & reffort.

Or il eft vifible que cette équation fera de la méme forme
que celle de l'art, 30 pour le cas d’un fil inextenfible, &
quen y changeant F en 2, les deux équations deviendront
méme identiques. On aura donc dans le cas préfent les
mémes équations patticulieres pour I'équilibre du fil quon
a trouvées dans le cas de larticle 31, en mettant feule-
ment dans celle-ci F 4 la place de . Or comme la quan-
tite F eft fuppofée connue, on n'aura pas befoin de I'éli-
miner ; c'eft pourquoi on aura ici une équation de plus pour
Iéquilibre du fil que dans le cas cité; mais comme d’ail-
leurs I'élimination eft toujours permife, il s'enfuit que les
équations réfultantes de cette élimination, auront également
lieu pour un fil inextenfible, comme pour un fil extenfible
& a reflort.

On peut conclure de-13 que la quantité indéterminée 2 de
la folution de Iarticle 31, n’exprime proprement autre chofe
que la force avec laquelle chaque élément du fil réfifte 2
&rre allongé par 'altion des forces extérieures j c'efta-dire,
ce qu'on nomme communément la tenfion du fil. Ceft aufli
ce qu'on auroit pu trouver dire(tement par la théorie de
I'article 7 de la SeGion précédente, ainfi que nous l'avons
fait 4 I'égard de la preflion exercée par le fil fur une fur-
face (art. précéd.).

4 3. Suppofons de nouveau le fil inextenfible, mais au lieu
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de le fuppofer en méme-tems parfaitement flexible, comme
on I'a fait jufquici, fuppofons-le élaftique, enforte quiil y
ait dans chaque point une force que jappellerai E, qui
soppofe 4 l'inflexion du fil, & qui tende par conféquent a
diminuer I'angle de contingence. Nommant cet angle ¢, on
aura, comme dans Particle 26 (en changeant feulement 4
en &), Ede pour le moment de chaque force E; donc
S E s¢ fera la fomme des momens de toutes les forces d’¢laf-
ticitd qui agiffent dans toute la longueur du fil, laquelle
devra donc étre ajoutée au premier membre de I'équation
générale de I'équilibre dans le cas d'un fil inextenfible &
parfaitement flexible (art. 30).

Toute la difficulté confifte donc i ramener lintégrale
S E se 4 la forme convenable; pour cela il faut commencer
par chercher la valeur de e; or nous avons trouvé plus haut

1_/!7- N , .
(art. 26), cof. ¢ = ﬁ—fﬁ—’ d’ou l'on tire
afig = (=5 ) |

fin &* =
+f e ?

pour appliquer cette formule au cas préfent, il fuffic de
remarquer que les coordonnées x', ¥/, 7, s ¥ s %"y %"
par lefquelles nous avons exprimé les quantites frgk
(art. 11 & 20), deviennent ici x, ¥, %3 x—+dx,y-+dy,
1+ di;x1dx 4 d x,y + 2dy 4+ d y, 3+ 2dy+d g5
enforte quon aura f* = dx* -+ dy* = dg = ds* |
g = (dx 4+ &'x) + (dy -+ &'y) + (dy =+~ d*7)*
=dx* 4dy' +dp* + 2 (dxd'x + dyd'y = dyd*y)
D dy 4 dp=ds 2 dsd s + X -+ d* y*
_—I—d’{’,/z‘=(zdx+d’x)’+(2dy+d’_y}’+(2d{+d‘{)‘
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==4ds’ +4dsd’ s+ d* " 4 d*y* +d*3*; doncf* 4 g*
— k= —2ds —2dsd' ;& 4 gt — (fr g — B
= 4dst 4 8ds'd's ~+ 4ds* (&' x* 4 d'y* 4 d' )
—4(ds’ +dsd* s} = 4ds’ (& x* +d'y* A & 7 —d*5*).
Donc enfin on aura

d’x’+d’y‘+d‘{’ - g
ds* .

fin e* =

Comme cette valeur de fin ¢* eft infiniment petite du fecond
ordre, il senfuit que fin ¢, & par conféquent auffi 'angle e
fera infiniment petit du premier ordre; de forte quon aura

V(dtdy dip—ds) |
ds 2

ceft lexpreflion de l'angle de contingence e dans une
courbe quelconque 4 double courbure.

4 4. On différenciera maintenant fuivant &, pour avoir
la valeur de fe, & comme par la condition de I'inexten-
fibilité du fil on a déja #ds'==0 (art. 21), & par confé-
quent aufli d&ds == 3d*s == o, on pourra traiter dans la
différenciation dont il s'agit, ds & 4*s comme conftantes,
ainfi l'on aura

dxdd e+ yddy 4 dyddg

se= ds ¥ (& x' =+ d;?-rf-d‘{‘-—_dl.x‘j ’

fubfticuant dans SE fe, & faifant pour abréger

E
LV (Fwrdy+dp—ds)’

I =

on aura done

SEse=8Sld'x0d' x+S1d'ysdy+SIdyid' 3.
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Ces expreflions étant traitées fuivant les regles données
dans larticle 17 de la SeGion quatrieme, en y changeant
d’abord #d en d ¢, & intégrant enfuite par parties pour faire
difparoftre le o avant &, on aura les transformées fuivantes,

SIdxpdx=1"d"x"dsx" —d. (I"d*x") sx"
—1Idxdox'4-d (I'd*)ox' 4+ Sd'. (Id*x) ¢’ x,
Sldyody=1I'dy"dsy" — d. (I'd* y")sy"
—1'dydty - d (I'dy )iy +Sd.(Idy)sy,
SId p0d' g =1'd* 7" do {' —d (I"'d* ") 67"
—Idydoy 4d (I'dy)og S (Id 1)z

On ajoutera donc ces différens termes 3 ceux qui forment
le premier membre de I'équation générale de Iéquilibre de
Iarticle 30, & l'on aura I'équation de I'équilibre d'un fil
inextenfible & élaftique.

45 . Egalant d’abord 4 zéro les coéfficients des variations
&x, 2y, &7 qui fe trouvent fous le figne §, on aura ces
trois équations indéfinies

Xdm—d. Adix d'. (Id'x) =0

Vdm—d 22 qd. (Id'y)=o

Zdm—d. 22 g (Id'g) =0,

d’otr il faudra éliminer I'indéterminée 2, ce qui les réduira
a deux, qui fuffiront pour déterminer la courbe du fil.

Une premiere intégration donne
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dx .
Aa,‘ —d (Idx)=dA+ fXdm

ad . —
Y —d (Idy)=B+[Vdm

2 J(Idg)=C+fZdm;

A, B, C érant des conftantes arbitraires , & I'élimination
de » donnera

dxd (Idy)—dyd (Idx)=(A~+fXdm)dy — (B4 f¥Ydm)dx
dxd.(1d'y) —dzd (Id x)= (A4 (Xdm)dy—(C+fZdm)dx
dyd.(Id'y)—dyd.(Idy)=(B+[Ydm)dy—(C—+[Zdm)dy,
dont la derniere eft déja contenue dans les deux autres.
Ces équations font de nouvean intégrables, & lon aura
]('dxa”y—dyc[’x)=F+f(A+fde)d_y-—f(B+dem)dx’
I(dxd*z—dzd' x)=G—4[(A+[Xdm)dg— f(CH fZdm)dxs
I(”J.ydz{—d{d’)f)::H—{—f(B—Fdem)d'{——f{C—{—dem}d_y,
F, G, H érant de nouvelles conftantes.
Or nous avons fuppofé plus haut (article 44),
E

I = ; le carré du dénominateur
d‘dexl_*_dzyl_l_dez__ d:. e ’

de cette quantité eft ds* (d* x* + & y+diy) —dsds
= (dx’ 4 dy' 4 dy) (& +dy 4 dy)
.-(dxd’x-—ha’_yd‘_y s dydy) = (dxd'y — dydx ]
-!—-(dxd’;{—d{d’x)’+(dyd’{——d{d‘y)’. Donc fi on
ajoute enfemble les carrés des trois équations précédentes,
on aura celle-ci, fans différentielles ,
E‘=(F+j’(A+fde)dy-—j‘(B-—i—dem}dx)’
+(CAf(A+fXdm)dg—[f(CH[fZdm)dx )
A+ (H~+f(BA-[YVdm)dz—[(Cr+ [Ldm)dy),
' &
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& fi on divife enfemble deux des mémes equations , on
aura celle-ci ou I'élafticité n’entre pas,

dxd z—dyd*s __ G [(A4[Xdm)dy—[(C+[Zdm )dx
dsd'y—dydsx ~ FAf(A+fXdm)dy—[(B+[Ydm)dx '

Ces deux équations font ce quily a de plus fimple pour

déterminer la courbe élaftique, en ayant égard 4 la double
courbure.

4 6. Confidérons maintenant les termes de I'équation gé-
nérale qui font hors du figne §; ces termes font

}\H dxll

— — d. (llldley ) J‘x”—-{-]”d’ X' d i
-+ Af;‘?”u —d (I/;dzyiy ) J‘y"-}-]"d’y”diy"
e %‘%l_ — d (ludz {/7 ) J\{”—i—lﬂ a: {//ar‘;\{/l
A d Xt
ds'

—d (I'dx)) sx'—Idx'dsx

— (A —d (I'dy) ) sy —Tdydey
—(ZL —dFY Y s —Tdydi s

& il faudra les faire difparoicre indépendamment des valeurs
de &5, 8y, &c.

Donc, 1°, fi le fil eft entiérement libre, il faudra que
les coefficiens des douze quantités ¢&x”, 8y", 87", d&x"|
dey"’, do3l ox, &y, 0%, dox!y dsy', doy foient chacun
nul en particulier.

Or d’apres les premieres équations intégrales de larticle
45, on voit qu'en faifant commencer les intégrations au
premier point du fil, les coéfficiens de ¢x', &y, o7/, font

O
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égaux 2 4, B, C, & ceux de ¢x", &y”, #7" deviennent
A+SXdm, B4-S¥dm, Ca SZdm. Ainfi il faudra
que lon ait dans le cas dont il sagit 4=o0, B=o,
C=0, & SXdm=0,S¥Vdm=0, SZdm—=—o.

Eofuite il faudra que 'on aic aufli 7/d* x"'=o Ndy'=o,
I'd"?y" =0, & I'd"x' =0,I'd"'y=o0,I'd"{ =0, pout
faire difparoitre les termes affe@tés de dsx”, d ry"y &e; &
il eft clair que les fecondes équations intégrales du méme
article donneront F=o0, G =o0,H =o0; &S(fXdm.dy
—/¥dmdx)=0,8(Xdmdy — fZdm.dx) = o
S(f¥Ydm.dy -—dem.d_y):o.

2% Si la premiere extrémité du fil eft fixe, alors sx'=o,
7y'=o0, &7 = o; par conféquent 4, B, C ne feront pas
nuls; mais la condition que les coéfficiens de &, &y, 87"
foient nuls, donnerz 4 = — S Xdm, B= — SYdm,
C=—S8Zdm; & fila pofition de la tangente 3 cette
extrémité éroit donnée aufli, on aunroit de plus déx’ = o,
dsy' = o0, d3z =o, par conféquent F, G, H ne feroient
pas nuls, mais la nullité des coéfficiens de 4 x”, dsy”,
427" donneroit F=3§ ((B+ (¥ dm)dx — (A +Xdm)dy)
G=8S((C 4+ fZdm)dx — (A + [ Xdm)dz),
H=S8(C + fLdmydy — (B + fYdm)dz),
On raifonnera de la méme maniere par rapport a I'érat de
la feconde extrémité du fil.

3°. Enfin, fi outre les forces qui agiffent fur tous les points
du fil, il y en avoit de particulieres X', ¥', 2/, X", ¥", 7",

appliquées 2 I'une & A P'autre extrémité, il o’y auroit qu'a

zjouter aux termes ci-deflus les fuivans,
X/ J\x/_*_ Y/J\y/ + Z/J\{l + X//J\xfl + Y//J\y// _'— ZI’J\{//,
& sl y avoit de plus d’autres conditions relatives 4 I'éeat de
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ces extrémités, on opéreroit toujours de la méme fagon &
d’aprés les mémes principes.

47. Si on vouloit que le fil fit doublement élaftique,
tant 4 Pégard de lextenfibilité, qu'a I'égard de la flexibilité,
alors on auroit dans 'équation générale de l’équilibre; ala
place du terme Sadds, celui-ci § Fdés, ceft-a-dire, fim-
plement F A la place de a, en nommant F la force d'élaf-
ticité qui réfifte 4 Pextenfion du fil (art. 42). Mais il fau-
droit de plus, dans ce cas, regarder ds comme variable
dans T'expreflion de #e; par conféquent il faudroit ajouter
a la valeur de #e de larticle 44, ces deux termes, dans
lefquels je fais, pour abréger, V' (& x*+ &* y*~+-d* {—d's%) =1,

cdds derdds . PP
—_—— ; donc on ajouteroit A la valeur de
$ eds 4

. - Ed
SE &e du mémearticleles termes —§ dEJ, sds—S :{: i s

ce dernier fe réduit d’'abord (article 17, Setion 4) a

Elldl " E' l). ! Edl
Ao+ Sd Nl:‘

’)l d‘ll ’fd:l

.8ds; donc

—

. . N El’dl "t
il faudra ajouter 4 la valeur de SE selestermes — —;,,—d-;—, dss”

4 Eds dJ‘:'—I-S(d- Eds f;’ &ds. Le dernier

ods eds
terme de cette expreflion étant analogue au terme SFeds
fera fufceptible de réductions femblables; 2 I'égard des deux
autres il n’y aura qud y fubftituer pour d&s5 fa valeur

dxddx4-dyddy+diddy
ds

, €n marquant toutes les lettres d’'un

trait ou de deux.
De-1a il eft facile de conclure qu'on aura pour la folu-

tion du cas préfent, les mémes formules que dans les articles
O
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Ed*s Es
31 & 32, en y mettant feulement Fi-d. ——— — —"ila

place de 2; & ajoutant aux coéfficiens de d&x”, dsy",
deg’, doxly doy', doyy les quantités o dx”, o dy", J'd7’,
Wdx'y o dy, o' d7, o érant == — %g,i .

4 8. Venons enfin au cas d’un fil inextenfible & infle-
xible; on aura ici pour la fomme des momens des forces
la méme formule intégrale que dans le cas de l'article 30,
ceft-d-dire, §{ X ox ~~ Yoy -+ Zo7Y) dm enfuite la condi-
tion de l'inextenfibilité du fil donnera comme dans le méme
article, ds = o; & celle de I'inflexibilité donnera #e = o,
puifque l'angle de contingence doit &tre invariable; mais
ces deux conditions ne fuffifent pas encore dans le cas ol
la courbe eft & double courbure, comme on va le voir.

4 9. Pour traiter la queftion de la maniere la plus fimple
& la plus direfte, je remarque que tout confifte & faire
enforte que les différens points de la courbe du fil confervent
toujours entr'eux les memes diftances: or en confidérant plu-
fieurs points {ucceflifs,, dont les coordonnées foient x, Y>35
x4 dx,y = dy,zx —+ d7,x —+ 2dx - d'x,y+2dy
&'y, x+2dy—+d" 7, &c. 1l eft clair que les carrés des
diftances entre le premier de ces points & les fuivans feront
exprimés par lesquantités dx* -+ dy* +4-dz°, (2dx—+dx)
+(rdy+dy) +(1dz+d 1), (3dx+43d x4-d' x )*
H(3dy+3dy+ &y )+ (3d7+ 3+ 1 )5 &c.

Suppofons, pour abréger, dx* dy* +dgy" = o,
dx' +dy + & =8, & +dy +dt =4, &c,
les quantités précédentes étant développées, deviendront
a, 4o+ ld“—'-B,

R L L L e L A A L IR TR
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94—+ 9de 4= 9B ~+ 3 (d'e — 2 8) —+ 3dp -+ 7, &c.
Il faudra donc que les variations de ces quantités foient
nulles dans toute Pétendue de la courbe, ce qui donnera
ces équations indéfinies ,
e = 0, 402 4+ 28da -4 8 = 0, 9da ~+ 90da
38843 8d a4 3 $8 = 9= 0, &C;mais f= érant=o,
onaauflidse = pd2==0; donc #8 == 0; de-la on aura de
plus d*¢a=3dd*a =0, d88=9dp = 0; donc &y =0;
& ainfi de fuite. De forte que les équations de condition pour
I'inextenfibilité & [l'inflexibilité du fil feront &« = o,
Sp==0, &y = 0, &c, Ceft-a-dire, en différentiant & chan-
geant &d en d ¢,

dxa'J‘x—{-a’_ya'J‘_y—i—d{dJ{_—_o
d’xd’J‘x—i—d‘yd‘J‘y-l—d’{dﬂj:o
Exdisxt+dyd sy dydiy=o,
&ec.

Il eft clair quil fuffit de trois de ces équations pour dé-
terminer les trois variations dx, Jy, £7, d'ou l'on peut
d’abord conclure que dés quon aura fatisfait aux trois pre-
mieres , toutes les autres quon pourroit trouver a l'infini,
auront lieu d’elles-mémes; ceft aufli de quoi on peut fe
convaincre par le calcul méme, comme on le verra plus

bas (art. 55).
50. On aura donc par notre méthode cette équation
générale de I'équilibre,
0o =8(X¢x+Voy+Zs3)dm—+Sr(dxdsx+dydly+dzdsg)

~+Sp(d xd 8 x - d’yd’Jy—l-z-i’{a"f{) 4 Si(d xdiox-d'yd s y+d*3d* %)



[ RN T T NRT TT TR

110 MECHANIQUE ANALITIQUE.

laquelle par les transformations enfeignées fe réduira 2 la
forme {uivante,

0 =S8(Xdm—d. (2dx) 4+ (ud'x)—d'.(1d' x)) ’x
+S(¥Ydm—d.(N\dy)+d'. (vdy)—d. (vd y)) sy
+S(Zdm—d. (Ad{)+d’.(ya”{)-—d’.(vd’:())rf{
A (VA = d (W) =D DK ) N
A x —d (N x))dex - DR 5N
(M dy —d. ([ y ) et (D)) by
st (W Yy —d. (VD y")d sy v'd oy d ey
(VA —d. W) d (D) e
A = d (D)) de S By A
.—-(A'a'x'—d.(#'d’x’)—l—d’, (Vdx))sx
— W X —d. (v'd’x’j)d&x’—v’d’x’d’{‘x’
(VY —d (W) d (VDY) sy
—Wdy —d (Vdy))dey —ydy d sy
— (Y —d. (W) e d (D)) 5y
o-—(,,"d’:('--d. (v {'})d&‘:{'——v'd’ {'d‘d‘{'.

§5 1. Egalant d'abord & zZéro les coéfficiens de sx, 8y, 83
fous le figne §, on aura ces trois €quations indéfinies,
de—d.(hdx)—i-d’. (p.d’x)-—a".(vd’x)=:o
Ydm—d.(vdy)+d'. (vdy) —d. (vd'y)=0
Zdm —d.(xdz)+d (nd'z)—d&.(vd ;) =0,
lefquelles renfermant trois variables indéterminées, 2, u, 7,

ne ferviront qu's‘l déterminer ces trois quantités; enforts
quil 'y ayra aucune équation indéfinie entre les différentes

(LASEUIRRRVRLLI TRELIRR NS 1 LRI AILIS SO AU R AR L ACAR L LV REA U R LA S20 1



PREMIERE PARTIE, ITK

forces X, ¥, Z qu'on fuppofe appliquées & tous les points

de la verge.

Pour déterminer les quantités dont il sagir, il eft clair
qu'il faut intégrer les équations précédentes ; or ceft ce qui
eft facile, & lon aura ces trois-ci,

S Xdm —rdx+d. (pdx)—d. (1d'x)=A
[Ydm—irdy+d.(ndy)—d. (vdy)=21B
dem—Ad{+d.(/4a”{)—-d’.ﬂJ’{)——-: C,

A, B, C érant trois conftantes arbicraires.

Je remarque de plus, que fi on muluplie la premiere par
dy ou dy, & qu'on en retranche la feconde ou la troifieme
multipliée par dx, pour éliminer» de ces trois €quations,
on aura celles-ci,

dy fXdm — dx fYdma-dyd.(nd'x) —~dxd. (udy)

—dyd. (vd'x)+dxd. (vd'y)=Ady—Bdx,

d{fde——dfodm_-!-a'{d.{,ud’x)——dxd.(;Ld‘{}

—dyd. (vdx)+dxd. (v&3)=Ady—Cdx,

difYdm—dyfLldm—+dzd (ndy)—dyd (ud7)

-—d{d’.(vd’y)-%—c{yd’. (vd’{):Bd{——Cdy,
lefquelles font aufli intégrables, & dont les intégrales fons

yfXdm—xfYdm—f(Xy—Yx)dm
drdydx—dxd'y)—dyd. (vdx)+dxd. (vd y)
by (dydx—dxdy)=Ay — Bx+F,
1fXdm—xfLldm—f(X7—1Lx}dm

Ap(dyd x—dxd'y)—dyd.(vd'x) +-dxd. (d 1)
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F+r(d1dx—dxdy)=A4A7—Cx+ G,

1fYdm—yfldm—f(¥Y3—Zy)dm

+r(dydy —dydy)—dyd(dy) +dyd.(1d' 1)

+rv{dyd y—dydy)=B;—Cy+H,
F, G, H étant de nouvelles conftantes arbitraires.

Ces trois dernieres équations ferviront & déterminer les
trois quantités u, » & dv; & les trois premieres équations
intégrales donneront les valeurs de a, du , d*+. Ainfi on aura
toutes les inconnues qui entrent dans les termes de I'équa-
tion générale (art. préc.) qui font hors du figne §; il fuf-
fira pour cela de marquer dans les fix équations qu'on vient
detrouver, toutes les lettres ’un trait, ou de deux , & Pexcep-
tion des conftantes arbitraires, en fuppofant nulles dans le
premier cas les quantités affeitées du figne /7, lefquelles
font cenfées commencer au premier point du fil, & chan-
geant dans le fecond cas, f"en § dans les mémes quantités,
pour les rappdrter au dernier point du fil,

j 2. Cela pofé, voyons 'maintenant les conditions qui
peuvent réfulter de lanéantiflement des termes hors du
figne § dans I'équarion générale de I'équilibre ( arr. 50).

Et d’'abord fi on {fuppofe la verge entiérement libre, les
variations &x', &y', &7/, dox’, doy dey, & ox'y &y dt oy,
& ¢x"y 0y, 03", dox", &c, feront toutes indéterminées ;
par conféquent il faudra égaler 4 zéro chacun de leurs
coéfficiens; & il eft vifible quil faudra pour cela que les
quantités ¥, &/, v, dply dY) 4/, ainfi que »’, u”y v, du”,
d+"y d*+" foient toutes nulles,

Donc les trois premieres €quations intégrales de larricle

précédent ,
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précédent, donneront ces fix conditions, 0 =4, o= B,
0=C,85Xdm=A,SYdm, SZLdm=C. _

Et les trois dernieres donneront celles-ci
0c=Ay —~Bx'+E, o=A4A7 —Cx' 4+ G,0=BY
-—Cy’+th”S).(dm-—x”SYa'm—S(Xy——-Yx)dm
=Ay"'—=Bx"4F,7'SXdm—x"§Zdm—
S(Xy—Zx)dm =/I{"—:‘Cx”+G,{”SYdm
—y'SZdm—S(Y1—Z2y)dm= B — Cx'+ H.
Donc 4=0, B=0,C=0, F=o0,G=0, H=o0;
& par conféquent
SXdm=0,8Ydm=0,8Zdm=o0,
S(Xy—Yx)dm=0,§X3—Zx)im=0,8¥3—Zyldm=o.

Ces fix conditions font donc les feules qui foient nécef-
faires pour Péquilibre d’une verge inflexible lorfquil n’y a
pas de point fixe; c’eft ce quis'accorde avec ce que nous
avons dit plus haut (art: 153, & ceft auffi ce qu'on auroit
pu déduire immhédiatement de la théorie donnée dans la
Seion troifieme , ainfi que nous l'avonsremarqué dans l'ar-
ticle cité.

§3. Suppofons maintenant qu'il y ait dans la verge un
potint fixe, & que ce point foit la premiere extrémité de
Ia verge ; dans ce cas on auradx'= o, cf_y' =o0,87'=0;
enforte que les termes affe@tés de ces variations difparol-
tront d’eux-mémes; il {uffira donc d’égaler & zéro les coéf-
ficiens de dox', doy/, do7, dsx'y d*8y/, d* &%/, ainfi que les
coéfficiens de ¢x", 24", a7, dox', doy", &c.

Or il eft aifé de voir que pour cela il fuffira que I'on

P



EREE SRR LT R URET TT IR RN

Y14 MECHANIQUE ANALITIQUE

ait 4/ =o0, v/ =0, d¥ =0; & enfuite »" = o, u” =0,
V'=o0,dur=o0, d" =0, d*" = o, comme dans le cas
précédent; & I'on trouvera les mémes conditions que dans
l'article précédent, a l'exception de ce que 4, B, C ne
feront pas nulles.

On auradonc 4 = SXdm,B=8Ydm,C=8Zdm,
enfuite F=Bx'-—-Ay,G=Cx’—A{’,H=Cy’—B{’,
& les trois dernieres équations fe réduiront i celles-ci ,
—~S8(Xy —Yx)dm =Bx— Ay, —~S(X7—-Zx)dm
= Cx' — A7, — S(Y:{—Z_y)dm:Cy'- BY; ceft-
i-dire,iS(Xy—Yx)dm-l—x"SYdm-—y'Sde=io,
S(Xz — 2Zx)dm +x 8Zdm — {8SXdm = o,
S(¥3=Z2Zy)dm~+ySZdm — 7 S¥dm = o; ou ce

qui eft la méme chofe, A

S(X(y—y)=Y(x—x'))dm=o0,
S(X(x—xW)—2Z(x—x«))dm=0,
S(Y(x—9Y—2(y—y))dm=o.

Ce font les feules conditions néceflaires pour équilibre , &

il eft clair qu'elles répondent & celles que l'on a trouvées
dans larticle 24.

§4. Si la verge éroit fixement attachée par fa premiere
extrémité , enforte que non-feulement le premier point de
la courbe fir fixe, mais auffi la tangente a ce premier point,
alors on auroit. non-feulement sx'=o, Iy =o0,87 =0,
mais aufli §dx'=d s x'= o, ddy'=dsy'=o,0d7=dsy=o0;
par conféquent tous les termes affe@ds de ces quantités
difparoitroient d’eux-mémes, & il ne refteroit qu'a faire
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€vanouir les termes affetds de &/, &9y’ d*a¢, & de
J\x”, J\y//, J\{”’ dJ\x’I, da\yll’ &C.

On n’aura donc dans ce cas que ces conditions
V= o, N = b,y” =0,/ =0, du =0, d"=0,d¥ = o.
Donc les conftantes 4, B, C auront encore les valeurs
A=8Xdm, B=8Ydm, C=38Zdm;enluite les trois
dernieres équations de l'art. 51 érant appliquées au dernier
point de la verge, donneront F= § (¥Vx — Xy)dm,
G=S(Zx—Xz)dm, H=S8 (Zy —Yz)dm. Etfion
applique ces mémes équations au premier point, on aura
Y (dy ddx'—dx'ddy' ) —d/ (dy'dx' —dx'd’ y))=Ay'— Bx'+ F
p(dyddx'—dx'ddy ) —d/ (d7d x' —dx' & )= Ay — CxX'+ G
W (@Y ddy —dy ddy) —d (A Dy —dy d3) = BY — Cy +H,
d’our éliminant ' & 4, réfulte cette condition de I'équi-
libre
A(y dy—ydy) -+ BEd — 2 df)+C(x' dy —yd=')
+Fdy — Gdy' + Hdx'= o.

Voyez ci-deffous un cas femblable, art. 59.

On pourroit réfoudre de la méme maniere tous les autres
cas, & particuliérement celui d’'un corps de figure quel-
conque. Mais cette derniere queftion mérite d’étre examinée
avec plus de foin, & par une méthode plus fimple que la
précédente.

P
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s. IV.

De Péquilibre dun corps folide de grandeur fenfible & de
figure quelconque , dont tous les points fon: rirés par des
Sorces quelconques.

5 5 Puifque la condition de la folidité du corps eonfifte
en ce que tous fes points confervent conftamment entr’eux
la méme pofition & les mémes diftances, on aura entre les
variations &x;, &y, 77, les mémes équations de condition
qu'on a trouvées dans l'article 49 ; ainfi on pourra, par leur
moyen, déterminer immédiatement les valeurs de ces varia-
tions. Pour cela je remarque que comme en paffant aux
différences fecondes, il eft toujours permis de prendre une
des différences premieres pour conftante, on peut fuppofer
dx conftante, & par conféquent d*x = o0, d* x = o, &c;
moyennant quoi la {econde & la troifieme équation de Iar-
ticle cité, deviendront

dyddy+& 1dd3=0,&Pyd dy4+d1d s7=o.

La premiere de ces équations donne d’abord

APy == — £ p Jz, & différentiant

d'y
NI UL G I WO A L ¢ _d’zd’y> FY
a J\y—- d‘y dh { d’y d:yx d’ {’
cette valeur érant {ubftituée dans la {econde équation , elle
~ o &y d?
fe trouvera toute divifible par @*3 — —afy—i, & on aura

. . & S
spres la divifion & 97— S L 07 == 0; d’out T'on tire, en
s dy

mutégrant ¢y = 3 Ld* y, ¢ L ¢tant une conltante. Ayant
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d*#7 on trouvera d'Jy=-— FLd'y; donc intégrant de
nouveau, & ajoutant les conftantes — s Mdx, # Ndx, on
auradsy=48Ldy — sMdx,ddy=—2sLdy+ I Ndx;
& ces valeurs étant enfuite fubftitudes dans la premicre
€quation de condition , favoir dx d¢x—~d y ddy-+dyd iz =0,
1] viendra déx=—~sNdy-+sMdy.
Enfin on aura par une troifieme intégration, & par l'ad-
dition des nouvelles conftantes &2, du, &v,

dx=9r_yiN+4+x2 M
;\y:J‘M-}-:’cJ‘]\r-—{J‘L
Fr=14r -~ xJ‘M—{-yJ‘L.

Et il eft facile de fe convaincre que ces expreflions ne fatis-
font pas feulement aux trois premieres équations de condi-
tion de larticle 49, mais aufli & toutes les autres qu’on
pourroit trouver 4 linfini, & qui font toutes renfermées
dans cette équation générale d"xd"sx ~+ d'y d"sy ~+
d"yd"dy=o.

Telles font donc les valeurs de 5x, &y, &7 pour un fyf-
téme quelconque de points unis enfemble, de maniere qu'ils
confervent toujours entreux les mémes diftances; ainfi ces
valeurs ferviront non-feulement pour le cas d’'une courbe
quelconque mobile & invartable dans fa figure, mais aufli
pour le cas d’un corps folide de figure quelconque.

5 6. Puis donc que les valeurs préc‘édentes de &x,3y,8z7
fatisfont déja aux équations de condition du probléme, il
elt clair quil fuffira de les fubftituer dans la formule
S(Xsx+Yoy+Zs3)dm, & faire enforte qu'elle de-

vienne nulle, indépendamment des quantités Fa, Su, &,
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¢L, IM, ¢ N qui font les feules indétermindes qui
reftent,

Or comme ces quantités font les mémes pour tous les
points du corps, il faudra dans la fubftitution les faire fortir
hors du figne §5 & l'on aura conféquemment certe équa-
tion générale de I'équilibre d’un corps folide de figure quel-
conque.

MASXdm +ouSYdm+&v8SZdm
+JNS(Yx—Xy)dm'+J‘MS(X{——Zx)dm
+dLS(Zy—Yz)dme=o,

d'ou Pon tirera les équations particulieres de I'équilibre, en
ayant égard aux conditions du probléme.

§7. Et d'abord fi le corpseft fuppofé entiérement libre,
les fix variations &a, fp, &vy &8 L, oM, & N, feront toutes
indéterminées, & il faudra égaler féparément A zéro les
quantités par ou elles fe trouvent mulripliées; ce qui don-
nera ces {ix équations déja connues,

SXdm=o0,8Ydm=0,8Zdm=o0
S(¥ x — Xy) dm==0, §( X7~ Z x)dm==0,5(Zy — ¥ 3)dm=o.

5 8. En fecond lieu, ¢’il y a dans le corps un point fixe
autour duquel il ait fimplement la liberté de pouvoir pi-
rouetter en tout fens, & quon nomme a, 4, ¢ les valeurs
des coordonnées x, y, 7 pour ce point ; il faudra que I'on ait
ia=o0,%b==0, &c = o; donc IA—bpNtctM =0,
tutadb N—ctL=o0,8r—adM~+bsL=0; dou 'on
tire
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Sa=4sN—ceM,
du==csdLl —asN,
Sy =—atM —bsL.

Quon fubftitue ces valeurs dans I'équation générale de
Parricle précédent, & metrant fous le figne § les quantités
a, &, ¢ qui font conftantes par rapport aux différens points
du corps, on aura cette transformée,

CNS(Y(xwa)=X(y—b))dm =
MS(X(z—c)—Z (x=—a))dm-
oLS(Z(y—b)—-Y(3—c))dm=o0,
laquelle ne fournira donc plus que trois équations, favoir,
S(Y(x—a)=X(y—4))dm=o0
S(X(1—c)=Z(x—a))dm=0
S(Z(y—bj—Y{{—c))dm=o.

5 9. En troifieme lieu s'il y a dans le corps deux points
fixes, & que f, g, % {oient les valeurs de x, ¥, g pour ke
fecond de ces points, on aura de plus

sr=gsN koM
J\/J-=/ZJ‘L—fJ‘N
drv=foM—gsL;

donc, comparant ces valeurs de sa, su, &y avec celles
de larticle précédent, on aura

(§—8)N—(h—c)t M=o
(f—a)dN—(h—c)oL = o
(f—a)oM—(g—4)sl = o,
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Les deux premieres de ces équations donnent

— — b
sL= 1% oN,:M= £=_ N,

& comme ces valeurs fatisfont aufli & la troifieme équation,
il senfuit que la variation &N demeure indéterminée.

Faifant donc ces {ubftitutions dans la transformée de I'ar-
ticle précédent, on aura

IN[(h—)S(Y (x—a)—X(y—b))dm+
(g=—56)S(X({—¢c)—Z(x=~a))dm-
(f=—a)S(Z(y—b6)—Y({—c))dm]=0;

ainfi les conditions de l'équilibre feront renfermées dans
cette feule équation,
(h—c)S (¥ (x —a)—X{(y—4))dm+
(g—b)S(X(x—c¢)—Z(x—a))dm—+
(f—a)YS(Z(y—4b)—Y (1—c))dm=o.

60. Engénéral fi les deux points du corps que nous ve-
nons de fuppofer fixes ne I'étoient pas, mais quils fuflent
mobiles {ur des lignes ou des furfaces domnées, ou méme
joints entr’eux d’une maniere quelconque, on auroit alors
une ou plufieurs équations différentielles entre les variations
des coordonnées a, 4, ¢, f» g> k qui réponde'nt a ces
points; & f{ubftituant & la place de ces variations leurs
valeurs en éx, du, &v, 8L, 8 M, & N, d’apres les formules
générales de l'article 55, on auroit autant d'équations entre
ces dernieres variations, au moyen defquelles on détermi-
neroit quelques-unes de ces variations paf les autres, &
{ubftituant enfuite ces valeurs dans I'équation générale, on
égaleroit 4 zéro chacun des coéfficiens des variations reftantes;

ce
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ce qui fournira toutes les équations néceflaires pour I'équi-
libre.

La marche du calcul eft, comme l'on voir, toujours la
méme; & c’eft ce quon doit regarder comme un des prin-
cipaux avantages de cette méthode.

6 1. Au refte, les expreffions trouvées plus haut (art. 55),
pour les variations d#x, &y, #7 font voir que ces variations
ne font que les réfultats des mouvemens de tranflation & de
rotation , que nous avons confidérés en général dans la Sec-
tion troificme,

En effer, il eft vifible que les termes &a, &u, &+ qui font
communs a tous les points du corps, repréfentent les petits
efpaces parcourus par le corps, fuivant les direCtions des
coordonnées x, y, 7, en vertu d’'un mouvement quelconque
de tranflation; & on voit par les formules de l'article 3 de
la méme Seltion, que les termes 70 M — y& N, x& N—
9L, yoL — x & M repréfentent les petits efpaces parcourus
par chaque point du corps, fuivant les mémes directions,
en vertu de trois mouvemens de rotation &L, ¢ M, I N
autour des trois axes des x, y, 7; ces quantitds & L, oM,
&N répondant aux quantités d4, dw, do de T'aticle cité.
Ainfi on auroit pu déduire immédiatement les expreflions
dont il s’agit de la feule confidération de ces mouvemens,
ce qui auroit écé plus fimple , mais non pas {i direct. L'ana-
Iyfe précédente conduit naturellement a ces expreflions, &
prouve par-la d’'une maniere direte & générale, que lorf-
que les différens points d’un fyftéme confervent leur pofi-
tion refpedtive; le {yftéme ne peut avoir & chaque inftant
que des mouvemens de tranflation dans l'efpace, & de ro-
tation autour de trois axes perpendiculaires entreux.

Q



AN EER ll"'N"'lMﬂll‘”""l"“"“\l‘l""l“”lF' NRUCEREE DARpRb HADREA) B Rt MR FYIEHY

122 MEfCHANIQUE ANALITIQUE,

SIXIEME SECTION.
Sur les Principes de I’ Hydroftatique.

VOIQUE nous ignorions la conftitution intérienre
des fluides, nous ne pouvons douter que les particules qui
les compofent ne foient matérielles, & que par cette raifon
les loix générales de I'équilibre ne leur conviennent comme
aux éorps folides. En effet, la propriété principale des
fluides & la feule qui les diftingue des corps folides,
confifte en ce que rtoutes leurs parties cédent a la moindre
force, & peuvent fe mouvoir entrelles avec route la faci-
lite poffible, quelle que foit d’ailleurs la haifon & I'attion
mutuelle de ces parties. Or cette propriété pouvant aifément
étre craduite en calcul, il s'enfuit que les loix de I'équilibre
des fluides ne demandent pas une théorie particuliere, mais
qu’elles. ne doivent étre qu'un cas particulier de la théorie
générale de la Statique. Cleft fous ce point de vue que nous
allons les confidérer; mais nous croyons devoir commencer
par expofer en peu de mots les différens principes qui ont
été employés jufqu'ici dans cette partie de la Statique, qu'on
nomme communément Hydroftatique.

- Archimede eft le plus ancien Auteur qui nous ait laiflé
quelques principes {ur I'équilibre des fluides. Son Traité de
Infidentibus humido nw’a jamais été retrouvé en grec; il y en
avoit {eulement une tradu&ion latine aflez défe@tueufe,
lorfque Commendin entreprit de le reftituer & de I'éclaircir
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par des notes; il parut par les foins de ce favant Commen-
tateur en 1565 , {ous le titre de Iis quee vehuntur in agud.

Cet Ouvrage quon peut regarder comme un des plus pré-
cieux reftes de I'antiquicé, eft divifé en deux Livres. Dans
le premier Archimede pofe ces deux principes, qu’il regarde
comme des principes d'expérience, & fur lefquels il fonde
toute {a théorie. 1°. Que la nature des fluides eft telle que
les parties moins preflées font chaflées par celles qui le font
davantage,, & que chaque partie eft toujours . preflée par le
poids de la-colonne qui lui répond verticalement. 2°. Que
tour ce qui eft poufl¢ en haut par un fluide, eft toujours
pouflé fuivant la perpendiculaire qui pafle par fon centre
de gravite.

Du premier principe Archimede conclut d'abord que la
furface d’'un fluide dont toutes les parties font fuppofées
pefer vers le centre de la terre, doit Etre fphérique pour
que le fluide foit en équilibre. Enfuite il démontre qu’un
corps aufli pefant qu'un égal volume de fluide doit s’y en-
foncer tout-d fait, parce qu'en confidérant deux pyramides
égales du fluide fuppofé en équilibre autour du centre de la
terre, celle ou le corps ne feroit plongé qu'en partie, exer-
ceroit une moindre preflion que l'autre fur le centre de la
terre, ou en général fur une furface {phérique quelconque
qu'on imagineroit autour de ce centre. Il prouve de la méme
maniere que les corps plus légers qu'un égal volume du
fluide ne peuvent s’y enfoncer que jufqua ce que la partie
fubmergée occupe la place d’'un volume de fluide auffi pefant
que le corps entier; d'olr il déduit ces deux théorémes Hy-
droftatiques, que les corps plus légers que des volumes
éraux d’un fluide y érant plongés, en font repouflés de bas

Q2
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en haut avec une force égale 4 I'exces du poids du fluide
déplacé fur celui du corps plongé, & que les corps plus
pefans y perdent une partie de leur poids égale 3 celui du
ﬂuide;déplacé.

Archimede fe fert enfuite de fon fecond principe pour
érablir les loix de ['équilibre des corps qui flottent fur un
fluide; il démontre que toute Seftion de {phere plus
légere qu'un égal volume du fluide, y érant plo-gée, doit
nécellairement fe difpofer de maniere que la bafe en foit
horifontale ; & fa démonftration confifte & faire voir que fi
la bafe éroit inclinée, le poids total du corps confidéré comme
concentré dans fon centre de gravité, & la pouflée verri-
cale du fluide confidérée aufli comme concentrée dans le
centre de gravité de la partie fubmergée, tendroient tou-
jours a faire tourner le corps jufqu'a ce que fa bafe fiit re-
devenue horifontale.

Tels font les objets du premier Livre. Dans le fecond,
Archimede donne, d'apres les mémes principes, les loix de
Péquilibre de différens folides formés par la révolution des
Sections coniques, & plongés dans des fluides plus pefans
que ces corps; il examine les cas olt ces conoides peuvent
y demeurer inclinés, ceux ou ils doivent s’y tenir debout,
& ceux ou ils doivent culbuter ou fe redrefler. Ce Livre eft
un des plus beaux monumens du génie d’Archimede, &
renferme une théorie de la ftabilitd des corps flottans, 2
laquelle les modernes ont peu ajouté.

Quoique d’aprés ce qu'Archimede ‘avoit démontré, il ne
fic pds difficile de déterminer la preflion d’un fluide fur le
fond ou fur les parois du vafe dans lequel il eft renfermé,
Stevin eft néanmoins le premier qui ait entrepris cette re-
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cherche , & qui\ ait découvert le paradoxe Hydroftatique ,
qu'un fluide peur exercer une preflion beaucoup plus grande
que fon propre poids. Cleft dans le tome troifieme des
Hypomnemata Matkematica, traduits de "I'Hollandois par
Snellius, & publiés 3 Leyde en 1608, que je trouve la
théorie Hydroftatique de Stevin. Aprés avoir prouvé qu'un
corps folide de figure quelconque, & de méme gravité que
Peau peut y refter dans une fituation quelconque, par la
raifon qu'il occupe la méme place, & pefe autant que fi
c’éroit de Peau, Stevin imagine un vafe reGtangulaire rempli
d’eau, & il fait voir aifément que fon fond doit fupporter
tout le poids de P'eau qui remplic le vafe. Il fuppofe enfuite
qwon plonge dans ce vafe un folide de figure quelconque,
& de méme gravité que‘leau; il eft clair que la preflion
reftera la méme; de forte que fi on donne au folide plongé
une figure telle qu’il ne refle plus quun canal de fluide
d'une figure quelconque, la preflion de ce canal fur la bafe
fera encore la méme, & par conféquent égale au poids
d’une colonne verticale d’eau qui auroit cette méme bafe.
Or Stevin obferve quen fuppofant ce folide fixement ar-
rété i fa place, il n'en peut réfulter aucun changement dans
Pation de l'eau fur le fond du vafe; donc la preflion fur
ce fond fera toujours égale au poids de la méme colonne
d’eau, quelle que foit la figure du vafe.

Stevin paffe de-ld & dérerminer la preflion de l'eau fur
les parcis verticales ou inclinées; il divife leur furface en
plufieurs petites parties par des lignes horifontales, & il fait
voir que chaque-partie eft plus preflée que fi elle éroit ho-
rifontale & 4 la hauteur de fon bord fupérieur, mais qu'en
méme tems elle eft moins preflée que fi elle éroir placée
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horifontalement 4 la hauteur de fon bord inférieur. D’oi
en diminuant la largeur des parties, & augmentant leur
nombre 4 linfini, il prouve par la méthode des limites,
que la preflion fur une paroi plane inclinée, eft égale au
poids d’une colonne dont cette paroi feroit la bafe, & dont
la hauteur feroit la moiti¢ de la hauteur du vafe.

Il dérermine enfuite la preflion fur une partie quelconque
d’'une paroi .plane inclinée, & il la trouve égale au poids
d'une colonne d’eau qui feroit formée en appliquant per-
pendiculairement A chaque point de cette partie des droites
égales 2 la profondeur de ce point fous I'eau. Ce théoréme
€rant'ainfi démontré pour des furfaces planes quelconques,
fituées comme l'on voudra, il eftfacile de I'érendre A des
furfaces courbes quelconques, & d'en conclure que la pref-
fion exercée par un fluide pefant contre une furface quel-
conque, a pour mefure le poids d’'une colonne de ce méme
fluide, laquelle auroit pour bafe cette méme furface, con-
vertie en une furface plane, il eft néceflaire,, & dont les
hauteurs répondantes aux différens points de la bafe , feroient
les mémes que les diftances des points correfpondans de la
furface 4 la ligne de niveau du fluide, ou ce qui revient
au méme, cette preflion fera mefurde par le poids d’'une
colonne qui auroit pour bafe la furface preflée, & pour
hauteur la diftance verticale du centre de gravité de certe
méme f{urface, 4 la furface fupérieure du fluide.

Les cthéories précédentes de I'équilibre & de la preffion
des fluides font, comme l'on voit, entiérement indépen;
dantes des principes généraux de la Statique, n’étant fondées
que {ur des principes d’expérience, parﬁculiers aux finides ;
& cette maniere de démontrer les loix de I'Hydroftatique,
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en déduifant de la connciffance expérimentale de quelques-
unes de ces loix, celle de toutes les autres a été adoprée
depuis par la plupart des Auteurs modernes, & a fait de
PHydroftatique une fcience tout A-fait différente, & indé-
pendante de la Statique.

Cependant il éroit important de lier ces deux fciences
enfemble, & de les faire dépendre d'un feul & méme prin-
cipe. Or parmi les différens Principes qui peuvent fervir de
bafe a la Statique, & ‘dont noas avons donné une expofi-
tion fuccinte dans la premiere Sefion, il eft vifible qu’il
n’y a que celui des vitelles virtuelles qui sapplique natu-
rellement & I'équilibre des fluides. Aufli Galilée, Auteur de
ce Principe, s'en eft fervi également pour démontrer les prin-
cipaux théorémes de Statique & d’Hydroftatique.

Dans fon Difcours intorne alle cofe che flanno in fu Paqua ,
0 che in quella fi mwvono ; il déduir immédiatement de ce
principe I'équilibre de I'eau dans un fyphon, en faifant voir
que fi on fuppofe le fluide & la méme hauteur dans les deux
branches, il ne fauroit defcendre dans l'une , & monter dans
Pautre, fans que les momens ne foient égaux dans la partie
du fluide quidefcend, & dans celle qui monte. Galilée dé-
montre d’'une maniere {femblable I'équilibre des fluides avec
les folides qui y font plongés; & quoique fes démonfirations
paroiflent n’avoir pas toute la rigueur qu'on y pourroit défi-
rer, il eft cependant facile de I'y mettre en envifageant le
Principe dont il s'agit dans une plus grande généralité, ainft
que l'a fait depuis I'Abbé Grandi dans fes notes, au méme
Traité de Galilée. Defcartes & Pafcal ont également em-
ploy¢ le ptincipe des vitefles virtuelles dans I'Hydroftatique ;
cc dernier fur-tout en a fait le plus grand ufage dans fon
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Traité de léquilibre des liqueurs, & s'en eft fervi pour dé-
montrer la propriété principale des fluides ; favoir qu'une
preflion quelconque appliquée & un point de leur {urface,
fe répand également dans tous les autres points.

Néanmoins, quoique ce Frincipe ait I'avantage d'étre
fimple & général, foit pour I'équilibre des fluides ; foit pour
celui des corps folides, il a été abandonné par la plupare
des Auteurs modernes qui ont traité de I'Hydroftatique , &
fur-tout par cenx qui ont entrepris de reculer les limires de
cette Science, en cherchant les loix de lequlhbre des fluides
hétérogenes , dont toutes les parties font animées par des
forces quelconques; recherche trés-importante par le rap-
port qu'elle a avec la fameufe queftion de la figure de la
Terre.

Huyghensa pris dans cette recherche, pour principe d’équi-
libre, la perpendicularité de la pefanteur 2 la furface. Nevton
eft parti du principe de I'égalité des poids des colonnes cen-
trales. Bouguer a remarqué enfuite que fouvent ces deux
principes ne donnoient pas le méme réfultar, & en a conclu
que pour qu'il y efit équilibre dans une maffe fluide, il falloit
que les deux principes y euflent lieu 4 la fois, & s'accor-
daflent 3 donner la méme figure i la furface du fluide. Mais
feu M. Clairaut a démontré de plus qu'il peut y avoir des
cas ou cet accord ait lieu, & ol cependant il n’y auroit
point d’équilibre. Maclaurin a généralifé le principe de
Newton, en ¢rabliffant que dans une mafle fluide en équi-
libre, chaque particule doit étre comprimée également par
toutes les colonnes reGilignes du fluide, lefquelles appuient
fur cette particule, & fe terminent 4 la furface; & M. Clai-

raur I'a rendu plus général encore , en faifant'voir q ue I'équi-
libre
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libre d’une mafle Auide, demande que les efforts de routes
les parties du fluide, renfermées dans un canal quelconque ,
aboutiffant 4 la furface , ou rentrant en lui-mé&me , le dérrui-
{fent mutuellement. Enfin il a déduit le premier de ce Prin-
cipe , les vraies loix fondamentales de Iéquilibre d’une mafle
fluide dont toutes les parties font animées par des forces
quelconques, & il a trouvé les €quations aux différences
particlles, par lefquelles on peut exprimer ces loix. Décou-
verte qui a changé la face de I'Hydroftatique, & en a faic.
comme une {cience nouvelle.

Le Principe de M. Clairaut neft qu'une conféquence na-
turelle du Principe de Iégalité de preflion en tout fens.
Auffi M. d’Alembert a-t-il déduit immédiatement de ce der-
nier principe, les mémes équations différentielles que M. Clai-
raut avoit trouvées par le fien; & il faut avouer que ce Prin-
cipe renferme en effet la propriéeé la plus fimple & la plus
générale que lexpérience ait fait découvrir dans I'équilibre
des fluides. Mais la connoiffance de cette- propriéeé eft-elle
indifpenfable dans la recherche des loix de I'équilibre des
fluides? Et ne peut-on pas dériver ces loix direGement-de
la nature méme des fluides confidérés comme des amas de
molécules trés-délides , indépendantes les unes des autres .
& parfaitement mobiles en tout fens? Ceft ce que je vais
ticher de faire dans les Se@tions fuivantes, en n'employant
que le Principe général de I'équilibre dont jai faic ufage
jufqulici pour les corps folides; & cette partie de mon tra-.
vail fournira, non-feulement une des plus belles applica-
tions du Principe dont il s'agit, mais fervira aufli 2 ﬁm?li-
fier & quelques égards la théorie méme de I'Hydroftatique.

On fair que les fluides en général fe divifent en deux

R
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efpeces; en fluides incompreflibles dont les parties peuveht
changer de figure, mais fans changer de volume; & en
fluides compreflibles & ¢élaftiques dont les parties peuvent
changer A la fois de figure & de volume, & tendent tou-
jours A fe dilater avec une force connue quon fuppofe or-
dinairement proportionnelle 4 une fon&tion de la denficé.

L'eau, le meércure, &c, appartiennent i la premiere
efpece; & lair, la vapeur de l'eau bouillante, &c, appar-
tiennent 2 la feconde.

Nous traiterons d’abord de I'équilibre des fluides incom-
preflibles; & enfuite de celui des fluides compreffibles &

élaftiques.

SEPTIEME SECTTION.
De Péquilibre des fluides incompreffibles.

I. S o 1T une mafle fluide m, dont tous les points {oient
animés par des pefanteurs ou forces quelconques P, Q,
R, &c, dirigées fuivant les lignes p, ¢, r, &c, on aura,
fuivant les dénominations de l'article 12 de la Se&ion 4,
pour la fomme des momens de toutes ces forces, la for-

mule intégrale
S(Pip+Qrg+Réra-&c)dm,

laquelle devra étre nulle en général, pour quil y ait équi-
libre dans le Auide.

2. Suppofons d’abord le fluide renfermé dans un canal
ou tuyau infiniment étroit, & de figure donnée; & imagi-
nons ce fluide divifé en tranches ou portions infiniment
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petites, dont la hauteur foit ds, & la largeur « , on pourra
prendre dm == o ds, a caufe que la largeur » du tuyau eft
fuppofée infiniment petite, ds érant I'élément de la courbe
du tuyau. Or en imaginant que le fluide regoive un petit
mouvement, & change infiniment peu de place dans le
tuyau, foit &s le petit efpace que la tranche ou particule
dm parcourt dans le. tuyau; il eft clair que «&s {era la quan-
tité de fluide qui paflera en méme-tems par chacune des
Se&ions 4 du canal. Donc 4 caufe de lincomprefflibilicé du
fluide, il faudra que cette quantité foir par-tout la méme ;
de forte que faifant o &5 =2, la quantité = fera conftante

[

\ 1 e
par rapport A la courbe du tuyau. On aura ainfie = ——, &

ads

ds
exprime la fomme des momens des forces, deviendra (en

faifant fortir hors du figne intégral § la quantité conftante «)
«a S(Pép+Qsg+ Rir— &c}-—j—;—-

Maintenant il eft vifible que puifque ¢p, 9¢, §r, &c,
font les variations des lignes p, g, 7, &c, réfultantes de la

variation &5, ces variations doivent avoir entr’elles les mémes

tapports que les différentiellesdp, dq,dr, &c, d s, a caufe

par conféquent dm = ; de forte que la formule qui

' . é d
de la figure du canal donnée; ainfi on aura — - = df >
&g dq¥ dr dr . . 4q .-

T =g g = =, ¥c; ce qui réduira la formule

précédente A cetre forme,
a8 (Pdp + Qdg -+ Rdr—+ &c),
ou les différentielles dp, dg, dr, &c, fe rapportent a la
courbe du canal, & le figne § indique une intégrale prife
par toute ['étendue du canal.
Faifant denc cette quantité = o, on aura ['équation

R:
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S (Pdp+Qdg+ Rdr+&c)=o0,
laquelle contient la loi générale de I'équilibre d’un fluide
renfermé dans un canal de figure quelconque.

3. Si outre les forces P, Q, R, &c, qui animent chaque
point du fluide, il y avoit de plus & 'une des extrémités du
canal une force extérieure n’ qui agit par le moyen d'un
pifton fur la furface du fluide, & perpendiculairement aux
parois du canal; alors dénotant par &5/ le petit efpace parcouru
par la tran:he de fluide qu'on {uppofe preflée par la force ',
tandis que les autres tranches parcourent les différens ef-
paces g5, 1l faudra ajouter i la fomme des momens des
torces P, Q, R, &c, le moment de la force n’, lequel
fera repréfenté par n'ss. Or fi on nomme o la feCtion du
canal a I'endroit o agit la force ', on aura «'ss' pour la
quantité de fluide qui pafle par la feGtion «, tandis que par
une autre fetion quelconque », il pafle Ia quantité de fluide
wds,

Mais I'mcompreflibilité du fluide demande que ces quan-
tités_ foient par-tout les mémes; donc ayant déja fuppofé
wds=a, on aura aufli »'#s’ = « ; par conféquent

§5'= =, Donc la fomme totale des momens des forces qui
Ll

agiflent fur le fluide, fera repréfentée par la formule
« (S +S(Pdp+Qdg+Rdr+&c));
de forte que I'équation de Iéquilibre fera
B 4 S(Pdp-+Qdg+Rdr+&c)=o.

4. 1l eft évident que dans Tétat d’équilibre, la force n’
doit étre contrebalancée par la preflion du fluide fur le
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pifton dont la largeur eft o' d’ou il s'enfuic que cette pref-
fion fera égale 4 — 1’, & par conféquent,

=o' §S(Pdp+ Qdg+ Rdr+ &)
Donc en général la preflion du fluide fur chaque point
du pifton, fera exprimée par la formule intégrale
S(Pa’p/—d— Qdg+ Rdr+ &c),
en prenant cette intégrale par toute la longucur du canal.
Et cette preflion fera auffi la méme, fi au lieu d’un pifton
mobile on fuppofe un fond immobile qui ferme le canal
d’un coté.
y.Si & Pautre excrémité du canal il y avoit une autre
force n” agiffante de méme par le moyen d’un pifion, on
trouveroit pareillement, en nommant «” la fetion du canal

dans cet endroit, Iéquation
n’ n’

= — =+ S(Pdp+Qdg+Rdr+&c)=o0

@

pour Iéquilibre du fluide.
6. Donc fi le fluide n'eft preflé que par les deux forces

extérieures i’ & n” appliquées aux furfaces o’ & o, il faudra
pour I'équilibre que l'on ait —-n,; ~+ n—” =03 d’oul'on voit
o w
que les deux forces n’ & n” doivent étre de directions con-
traires, & en méme tems réciproquement proportionnelles
aux furfaces oy o fur lefquelles ces forces agiflent. Propo-
fition qu'on regarde communément comme un principe d’ex-
périence,, ou du moins comme une fuite du principe de
Pégalité de prefion en tour fens, dans lequel la plu-

part des Auteurs d’Hydroftatique font confifter la nature des
fluides,
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7. Connoiflant les loix de I'équilibre d’un fluide renfermé
dans un canal trés-étroic & de figure quelconque, il neft
pas difficile d’en déduire celles de I’équilibre d’'une mafle
quelconque de fluide renfermée dans un vafe ou non.

Car il eft évident que fi une mafle fluide eft en équi-
libre, & qu'on imagine un canal quelconque qui la tra-
verfe, le fluide contenu dans ce canal fera auffi en équi-
libre de Iui-méme, c'eft-i-dire, indépendamment de tout
le refte du fluide. On aura donc pour 'équilibre de ce canal,
en faifant abftraltion des forces extérieures (art. 1),
S(Pdp+ Qdg—+ Rdr~+ &c) =0, & comme la figure
du canal doit étre indéterminée , I'équation précédente devra
toujours avoir lieu, en faifant varier cette figure d'une ma-
niere quelconque.

Dénotons en général par o la valear de [lintégrale
S (Pdp + Qdg -+ Rdr -+ &c) prife par toute la longueur
du canal, enforte que I'équation de I'équilibre du canal foit
¢==0; & repréfentant les variations par la cara&ériftique
¢, comme ceft I'ufage, il faudra que l'on ait aufli en
néral ¢o =o.

Or ¢do=3.8(Pdp+ Qdg+ Rdr 4 &c)
=8¢ (Pdp+ Qdg+ Rdr + &c) =
S(Psdp+Qddg4 Rsdr+4 & +sPdp
+8Qd g+ *Rdr+ &c ). Changeant ¢#d en d p, & faifant
enfuite difparoitre le double figne ¢ par des intégra-
tions par parties, fuivant les principes connus du calcul
des variations, on' aura

de=Plp~4 Qdsg4 Rér+ &c.
+S(sPdp—dPip+4-sQdg— dQsg
S Rdr—dRér+&c),

o [
8¢
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ou les termes qut font hors du figne § fe rapportent aux
extrémités de lintégrale repréfentée par ce figne, & ré-
pondent par conféquent & la furface du fluide.

Maintenant comme les quantités P, Q, R, &c, qui repré.
fentent les forces , font, ou peuvent toujours étre f{uppo-
fées des fon&ions dep, g, r, &c, il eft clair que la partie
de S0 qui eft affetée du figne S, weft plus fufceptible de
réducticn ; donc pour que Pon ait en général 4o = o, i
faudra 1° que cette partie foit nulle delle-méme, & que
par conféquent on ait pour chaque point de la mafle fluide,
I'équation identique

¢Pdp—dPsp+sQdg—dQirg -+
SRdr—dRsr+ &c=o0;
2° que l'on ait pour la furface extérieure du fluide,
Pop4+Qog+ Rsr+ & =o,
en fuppofant que les différences #p, &g, dr, &c, fe rap-
portent 2 cette furface.

La premiere condition fervira & dérerminer la nature des
forces P, Q, R, &c, par lefquelles le fluide pourra étre en
¢quilibre, & la feconde donnera la figure méme que le
fluide doit prendre en vertu de ces forces.

8. Suppofons que les quantités P, Q,R, &c. foient telles
que la premiere condition ait lieu, on aura dans ce cas
fimplement

do=Plpt- Qrg+ Rsr—+ &c.

Or s eft évidemment une différentielle exalte prife par
rapport a la variable ¢; ainfi Pip+ Q&g + R &r 4= &c,
fera aufli une différentielle exate ; donc changeant ¢ en
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d, on aurala différentielle exatte Pdp+ Q 4 g+ Rdr+&c,
dont ¢ {era I'intégrale.

Réciproquement i Pdp 4= Qd g+ Rdr ~+ &c, eft une
différentielle exate, la premiere condition ci-deflus aura
néceflaitement lieu. Car alors I'intégrale ¢ de cetre quan-
tité fera une fonétion de p, g, r, &c; de forte qu'en diffé-
rentiant

do=Pdp+ Qdq~+ Rdr+ &c, & de méme
do=Pip+ Q29+ R?ér+ &c, donc
dde= Pdp+¢:Qdg+¢Rdr+ &c
+Podpt Qrdg 4+ Rédr + &c, &
dso=dPsp+dQig+dRér+&c
+Pdop+Qdsg+Rdir 4 &c.

Mais par les principes du calcul des variations, &4 eftla
méme chofe que 4¢; donc on aura

code —die=¢sPdp+4sQdg+SRdr+ &c
—dPip—dQsq—dRsr—&c=o0;

ce qui eft la condition dont il s'agit. D’ou il s'enfuit que
cette condition fe réduit & ce que les forces P, Q, R, &c,
foient telles que Pdp + Qd g~ Rd r+ &c, foit une quan-
tité incégrable.

Nommant donc @ l'intégrale de cette quantité, la feconde
condition de I'équilibre fera s = o, ou bien 4® = o pour
la fuiface extérieure du fluide; de forte qu’en intégrant on
aura @ = conft. pour I'équation de cette furface.

9. Si on confidere 'équation méme

§Pdp—dPsp+3Qdg—dQ Jg+6‘Rdr-dRJ‘r+&c=0,

trouvee
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trouvée dans larticle 7, on en pourra déduire les condi-
tions analitiques qui doivent avoir lieu entre les expref-
fions des forces P, Q, R, &c; car en regardant ces ex-
preflions comme des fon&ions quelconques de. p, ¢, r, &c),

. . aP .
on aura, f{uivant la notation recue, dP = dp ‘11’ -+
4P dP
o dg + —— dr 4+ &c; de méme
4P ap

dP

& ainfi des autres différences ; fubftituant ces valeurs dans

I'équation précédente, & ordonnant les termes, elle de-
viendra de cette forme,

dP d

rraias —rg“)("\gdl"“d?‘fl’)""
dpP dR

(_—dr -~ ) (srdp—drip)+

e — ) (brdg—drig) =+ &c=o,

8 devra avoir lieu indépendamment des différences dp,d ¢,
dr,&c; ép, 8q, dr, &c.

10. Donc sl n’y a aucune relation donnée entre les
variables p, g, 7, &c, il faudra faire féparément

dP aQ .
TZg T Tdp T °
dP dR -
& T T T
dQ dR

T Tdg T O
&c.

Ce font les équations de condition connues pour l'inté-
grabilité¢ de la formule Pdp - Qdg - Rdr + &c.
S
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Mais fi la variable r dépendoit, par exemple, des deux
variables p & ¢, enforte que dr= Adp + Bdg, on au-
roit également &7 == Adp + Bsg; donc drdp—dpdr=
B(igdp—dqsp),srdg—drig—=dA(1pdg—dpiq);
fubfticuant ces valeurs dans I'équation générale, & égalant
A zéro le coéfficient de Sqdp— dgsp, on auroit 'équa-
tion

dP aQ dP dR dQ dR
4 — g +B (=)~ —7) =

laquelle tiendra lieu des trois premieres équations de condi-
tion, & ainfi du refte.

I 1. Lorfque la mafle fluide n’a que deux dimenfions, la
pofition de chacun de fes points ne dépend que de deux
variables; ainfi les différentes variables p, 4,7, &c, pour-
ront toujours fe réduire 3 deux feulement; & il n'y aura
alors qu'une feule équation de condition. Mais quand Ia
mafle fluide a trois dimenfions, la pofition de fes points
dépend en général de trois variables; par conféquent on
pourra toujours réduire A trois toutes les différentes varia-
bles p, ¢, r, &c, & Ton aura auffi trois équations de
condition,

1 2. Au refte, on a fait abftra&ion jufqu’ici de la den-
fit¢ du fluide, ou plutdt on I'a regardée comme conftante

& égale a l'unité; mais fi on vouloit la fuppofer variable,

CORRE RN LN S RLT LN

alors en nommant a la denfité d’une particule quelconque
dm,on .auroit (art. 2) d m = Awds; moyennant quoi les
quantités P, Q, R, &c, fe trouveroient toutes multiplides
par a. Ainfi I'on aura pour I'équilibre des fluides de den-
fité variable, les mémes loix que pour I'équilibre des fluides
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de denfité uniforme , en multipliant feulement les différentes
forces par la denfité du point fur lequel elles agiflent; ceft-
a-dire, en écrivant fimplement aP, 4 Q, aR, &c, 2 la

place de P, Q, R, &c.

X 3. Nous avons commencé par chercher les loix de I'équi-
libre d’'un fluide renfermé dans un tuvau infiniment étroit,
& nous en avons déduit enfuite les loix générales de I'équi-
libre d’'une maffe fluide quelconque. On peut néanmoins
parvenir immédiatement A ces dernieres loix, en confidé-
rant d'abord la queftion dans toute fa généralité, & faifant
ufage de la méthode de la Setion quatrieme.

Suppofons, pour plus de fimplicité, que toutes les forces
qui agiffent fur les particules du fluide foient réduites
trois , repréfentées par X, ¥, Z, & dirigées fuivant les
coordonnées reCtangles x, y, 7, Ceft-d-dire, tendantes a
diminuer ces coordonnées. Nous avons donné dans larticle
5 de la Seftion cinquieme, les formules générales de cette
rédu@ion. Nommant 4= la mafle d’'une particule quelcon-

que, on aura pour la fomme des momens des forces X, ¥, Z,
la formule intégrale

S{XA‘x-—i-YJ‘_y—}-Za‘{)dm:

or le volume de la particule dm peut &tre repréfenté par
dxdydz; ainfi en exprimant par a la denfité, il eft clair
quon aura dm = adxdydz; & le figne dintégration §
appartiendra 4 la fois aux trois variables x, ¥, 1.

1l faudra de plus avoir égard a I'équation de condition
réfultante de Pincompreffibilicd du fluide , laquelle érant fup-
pofée repréfentée par L==0, on aura (en diférentiant

S
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felon s, multipliant par un coéfficient indérerminé », &
intégrant) la formule $a4L A ajouter 4 Ia précédente.

Sil n'y a point de forces accélératrices qui agiffent fur
la furface du fluide, ni de conditions particulieres 4 cette
furface, on aura fimplement pour I'équilibre cette équation

(Sed. 4, art. 14),
S(Xsx 4 Ysy+Zsz)dma-8SrsL=o0,

dans laquelle il faudra prendre les intégrales relativement
3 toute la mafle du fluide,

14. Cherchons maintenant les valeurs de L & de fa
variation § L. 1l eft vifible que la condition de incompref-
fibilité confifte en ce que le volume de chaque particule f{oit
eonftant ; ainfi ayant exprimé ce volume par dxdydy, on
aura dxdydy = conft. pour I'équation de condition; par
conféquent I fera — dx dydz — conft; & 3L ==
S.(dxdydzy).

Pour avoir la variation d.(dxdydz),il femble quil n’y
auroit qu'a différentier fimplement dxdydz felon #; mais
il y aici une confidération particuliere i faire, & fans la-
quelle le calcul ne feroit pas rigoureux. La quantité d xdy dx
n'exprime le volume d'une particule qu'autant quon fup-
pofe lafigure de cette particule , un parallélepipede rectan-
gulaire dont les cdtés {ont paralleles aux axes des x, y,z;
cette {uppofition eft trés-permife, puifquon peut imaginer
le fluide partagé en élémens infiniment petits d’une figure
quelconque. Or 4, (dxdydy) doit exprimer la variation
que fouffre ce volume lorfque la particule change infiniment
peu de fituation, fes coordonndes x, ¥, 3 devenant x—+-4x,
Yiy, 3+ g; &il eft clair que fi dans ce changement

BER: e AR RE S C L RBRERTERE PRRPER CHP L WANEES NP CARpE Ry A
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de lieu la particule changeoit aufli de figure & de pofition
relativement aux axes des x, y, g, on ne pourroit plus
mefurer fon volume par le produit.des différences d (x4 79x),
d(y+3dy),d(y~+¢%), de fes coordonnées; ainfi pour
avoir la variation exate du volume, il faut avoir dgard 2
la fois au changement de pofition & de figure de la par-
ticule.

Pour celail faut confidérer les coordonnées qui répondent
aux angles du parallélepipede d xdyd 1 dans fon érat primitif,
& dans 'étac changé. Dans le premier érat il eft vifible que
ces coordonnées font x, ¥, 13 x+dx, ¥, 75 %y+dy,1;
®, ¥axHdi; v rdx,y +dy, (5 xHdx, y, g4-dy
X, y+dy, 1+dy; x+dx, y+dy, 7-+dy; &dela, en
prenant les racines de la fomme des: carrés. des différences
des coordonnées pour deux angles quelconques, on aurala
droite qui joint ces angles, & qui fera ou un coté ou une
diagonale du parallélépipede; on trouve ainfi dx, dy, dz
pour les cotés, & Vv (dx* =+ dy*), V (dx* +4 d3),
V (dy'+di2), V (dx* —+ dy* =+ d7’) pour les diagonales.

Suppofons maintenant que les coordonnées x, y, x de-
viennent x = &x, y 7y, 7 87, & regardons S x, 5y, 51
comme des fontions quelconques de x, y, 7; en faifant va-
‘rier {ucceflivement le’s x,¥,% de dx, dy, d7, on trou-
vera ce que doivént devenir les autres coordonnées
x-+dx, y, 3 X, y-+dy, 1, &c.

Ainfi en faifant varier fimplement x de dx, on aura

ddy ddy -
Xededx =P —L- day y Sy —2 dx, 1 =43

dé .
4 —7;{— dx pour ce que deviennent les coordonnécs

x~+dx, y: g; faifant varier y de dy, on aura x+Jx
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- ‘“\x d_y,y+dy+a~y+ id'— a'_y, R+ 97 —+

iﬂ-a’ 'y pour ce que deviennent x, _y+c1y 75 & faifant

dJ‘y

d 3, 3+dz4+4%

,y 7 -+ dy, de méme en faifant varier a h fois x de

dx & y de dy, on aurax-—}-dx—l—é\x—i— dx =+
d“x

d dy,y dy’{—‘—'t’\{

-+ ‘i;{ dx 4 2 dy pour ce que devxennent x—4dx,

y4-dy, 3 & amﬁ des autres.

De-l3 en prenant la racine de la fomme des carrés des
différences de ces nouvelles coordonnées pour deux angles
quelconques du rhomboide dans lequel s’eft changé le paral-
lélepipede d xdydy, on trouvera aux quantités infiniment
petites du troiﬁeme ordre prés, ces expreﬂious pour les

L dy, &

cotds dx 4+ 2 — dx,dy+ -—-—d_y, d{+

celles-ci pour les diagonales

VI (d=+-Z - dy)],
[(dx—l- idx a’x) -+ (d{—-l- dﬂ]

vI(dy+SFdy) + (dz-*- ‘”‘ dz)'];
URCEE =AY Y (dg 2 L),

d’ott il eft aifé de conclure que le rhomboide dont il sagit
elt de nouveau un parallélepipede reCtangle, & que par

dx) -+
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conféquent fon contenu peut €tre exprimé par le produit
AL dd s d3 a3
des cotés dx (1 +—2x—), dy (1 - d;’ >,a’{<t —l-r—df—-
Donc la variation du volume du premier parallélepipede ,
ceft-d-dire, la valeur de . (dxdydy) fera exprimée par

e dydy(s R 22) (1 40) (o S0 —dxayd

43
par conféquent développant les termes, & négligeant les 1n-
finiment petits des ordres fupérieurs, on aura
déx dly ddz \.
#(dxdydy) =dsdydy (5 -+ <7+ 50

Ceft Ia valeur de #Z quil faudra fubftituer .dans I'équation
de larticle précédent.

I 5. Cette équation deviendra donc de cette forme, en
Y mettant pour dm fa valeur adxdydz,

ddy
dy

ddx

G o+

S(sXox 4+ aVsy—+ ALz 4

Ad

5: ) dxdy d‘{ == 0; & il ne s'agira plus que d’y faire dif-

paroitre les doubles fignes 4# par la méthode expofée dans
I'article 17 de la quatrieme Seion.

ddx
dx

figne § dénote une triple intégrale relative & x, y, z; il
eft clair que comme la différence de &x n'eft relative qu'a

Confidérons d’abord la quantité § a

dxdydz,olule

la variation de x, il ne faudra aufli pour la faire difparoirre
quavoir égard A l'intégration relative 4 x; ceft pourquoi
on donnera d’abord i cette quantité la forme

Sdydz S

ddx . y
. dx; enfuite on transformera l'intégrale
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sxdx; les

d9x Jx en A dx"— N bs'— § A2
dx dx

ﬁmple Sa

quantités marquées d’'un trait {e rapportent au commences
ment de lintégration, & celles qui en ont deux fe rappor-
tent aux points ou elle finit, fuivant la notation adoptée
dans Yendroit cité. Ainfi la quantité dont il s'agit fe trou-
vera changée en celleci,

Sa'yd{(x”d‘x”—;\'&x’)-—sdyd{s%— Sxdx,
ou, ce qui eft la méme chofe,
S(ANex'—Nox)dydg— S22 sxdxdydy.

De la méme maniere & par un raifonnement {femblable,

on changera les quantités Sa d;;y dxdydz, &

S “j; dxdydz, en cellesci,

Sprey —Niy)dsdy—Sg-iydxdydy, &
S(aeg —Nig)dsdy — S T sqdxdyds

Faifant ces fubftitutions, on aura donc pour I'équilibre
de la maffe fluide, cette équation génerale:
dx da __ dxr vd
S[(x—) x4 (s ¥— L) sy+ (02— Y] dxndydy
A SN X — N 0x ) dyd g S (XY — Ny )dxdy
=SV ey =g )dxdy=o,
dans laquelle il n’y aura plus qua égaler {éparément a zéro,
les coéfficiens des variations indéterminées &x, Sy, #7
(art. 8, Seét. 4).

16.
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I6. Onaura donc d’abord ces trois équations indéfinies
dx ' dx da
AX--Tx =O,AY———-—y=O,Az—"‘——'=°s

lefquelles doivent avoir lieu podr tous les points de la
mafle fAuide.

Enfuite fi le fluide cft libre de tous cdtés, les variations
&'y 5y'y 87, 24", 5y", 84" qui fe rapportent aux points
de la {urface du fluide feroient aufli indérermindes , & par
conféquent il faudra encore égaler féparément & zéro leurs
coéfliciens, ce qui d e " oz eft-a-di

iens, qui donnera A== o0, == o0, Ceft-a-dire,
en général A == o pour tous les points de la furface du

fluide ; & cette équation fervira 3 déterminer la figure de
cette {urface.

Il en fera de méme lorfque le fluide eft renfermé dans
un vafe, pour la partie de la furface out le vafe eft ouvert;
mais & 'égard de la partie qui eft appuyée contre les parois,
il elt clair que les variations ¢ x’, sy, J\{’; sx", 3y 84" doi-
vent avoir entr’elles des rapports donnés par la figure de
ces parois, puifque le fluide ne peut que couler dans leur
direCtion , & nous démontrerons plus bas (art. zo, 21), que
quelle que puifle étre leur figure, les termes qui renfer-
ment les variations en queftion feront toujours nuls d’eux-
mémes; de forte quil n'y aura aucune condition relative-
ment 3 cette partie de la furface du fluide.

17. Les trois équations qu'on vient de trouver pour les

. e . da
conditions de I'équilibre du fluide , donnent - = 2 X,

d
LI &

A . . — da
25 P =2 Z; doncpuifque d A = —— dx -+

T
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-‘:;—dy+4j—:-d{,onauradx=A(Xa’x+ YVdy+2dy);

par conféquent il faudra que la quantité a (Xdx + Vdy
~+ Zdz) foit une différenticlle complette en x, ¥, 73 &
cette condition renferme feule les loix de I'équilibre des

fluides.

On voit aufli qu'elle s'accorde avec ce quon a trouvé ci-
deflus (art. 8, 12); car par ce quon a démontré dans l'ar-
ticle 5 de la SeGtion cinquieme, l'on a en général X dx -
YVdy+2d;=Pdp+ Qdg+Rdr—+ &c.

Si on élimine la quantité A des mémes équations, on aura
les fuivantes,

d.AX d.AY
=

dy dx *
d.AX __ d.AZ

d dx ?
d.AY d.A2

iy~ dy ?

équations qui different entr'elles, & dont I'une ne pourroit
pas étre regardée comme la fuite des deux autres.

Ces conditions font donc néceflaires pour que la mafle
fluide puiffe &tre en dquilibre, en vertu des forces X, ¥, Z.
Lor{qu'elles ont lieu par la narure de ces forces, on eft
affuré que Péquilibre eft poffible ; & il ne refte plus qui
trouver la figure que la maffe fluide doit prendre pour &tre
en équilibre, Ceft-a-dire, I'équation de la furface extérieure
du fluide. Or nous avons vu dans Tarticle 16, quon doit
avoir dans chaque point de cette furface » == o. Donc puif-
que dre=a (Xdx-+ Ydy + Zdz),on auraen intégrant
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=fa(Xdx~+¥Ydy-+ Zdy) <= conft; par conféquent

P'équation de la furface extérieure fera
So(Xdx+Ydy+Zdz)=XK,

K érant une conftante quelconque; & cette équation fera
toujours en termss finis, puifque la quantité s (Xdx -+
Ydy+ Zdz) eft fuppofée une différenticlle exate.

1 8. Sila quantitdXd x+1 dy—+Z dz eft elle-mé€me une dif-
férentielle exatte, cequi a toujours lieu lorfqueles forces X, ¥, Z
font le réfultar d’une ou de plufieurs attraCtions proportion-
nelles 3 des fonctions quelconques desdiftances aux centres,
puifquon a en général Xdx + Ydy+-Zdy=Pdp+Qdq
~+Rdr+ &c (Se&. V, art. 5); nommant cette quantité
de, on aura alors da=ade; donc pour que » foit une
différentielle complette, il faudra que a foit une foncion
de o. Par conféquent A = (s d 9 {era auffi néceflairement une
fon&tion de ¢.

On aura donc dans ce cas pour la figure de la furface
I'équition fonck. o = K; favoir ¢ = 2 une conftante; de
méme que fi la denfité du fluide éroit uniforme. De plus,
puifque ¢ eft conftante 2 la furface, & que a eft fonction
de ¢, il s'enfuit que la denfité 2 doit. étre la méme dans tous
les points de la furface extérieure d’'une mafle fluide en équi-
libre.

Dans Pintérieur du fluide la denfité peut varier d’une ma-
niere_quelconque, pourvu qu’elle foit toujours une fonction
de ‘0; elle devra donc étre conftante par-tout ou la valeur
de o fera conftante; de forte que » == 4, fera en général
Péquation des couches de méme denfité, % étant une conf-
tante. Donc différentiant, on aura d¢ = o0, o0u Xdx -

T2



T I L LR L

148 MECHANIQUE ANALITIQUE.

Ydy + Z dz =0 pour I'équation générale de ces couches;
& il eft vifible que cette équation eft celle des furfaces aux-
quelles la réfultante des forces X, V', Z eft perpendiculaire,
& que M. Clairaut appelle {urfaces de niveau. D’ou il s'en-
fuit que la denfité doit étre uniforme dans chaque couche
de niveau formée par deux furfaces de niveau infiniment
voifines,

Et cette loi doit avoir lieu dans la Terre & dans les Pla-
netes, {uppofé que ces corps aient été originairement fluides,
& qu’ils aient confervé en fe durciflant la forme qu’ils avoient
prife en vertu de lattrattion de leurs parties combinée avec
la force centrifuge.

19. Léquation fs (Xdx-+Vdy+2Zdy) =K de la
furface des fluides en équilibre, a lieu également pour les
fluides libres de tous cotés, & pour ceux qui font renfermés
dans des vafes, du moins relativement & la partie de leur
{urface qui répond aux ouverturcs du vafe (art. 17)

Pour ce qui eft de la furface contigué aux parois du
vafe, il eft clair qu'elle doit avoir la méme figure que ces
parois ; de forte que fi le vafe eft inflexible , la fizure dont
il s'agit fera donnée & indépendante des conditions de I'é-
quilibre. Il faudra donc que par rapport i cette partie de
la {urface du fluide, les termes de I'équation générale de
I'équilibre, contenant les variations #x/, 3y, 8¢/, $x", 85", 83"
difparoiffent d’eux-mémes, puifqu'on ne pourroit les faire éva-
neuir par aucune condition particuliere; ceft ce qu’il eft
bon d’examiner pour ne laifler rien 3 defirer fur la juftefle
& la généralité de nos méthodes.

20. Confidérons un point quelconque de la furface du
finide contigué aux parois du vafe fuppofé inflexible & d’une
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figure donnée ; ce point répondra néceflairement au com-
mencement ou 4 la fin de chacune des intégrations rela-
tives 4 x, ¥, 7, ou au commencement de 'une & 4 la fin
des deux antres, ou réciproquement (art. 1) Suppofons
d’abord qu'il réponde 4 la fin de chacune des trois intégra-
tions ; les variations de x, y, 7 relatives & ce point, feront
alors 8", ¢y", 83" & les termes affeétés de ces variations
feront "¢ x"dydy, N9y dxdy, A"87"dxdy. De forte
qu'on aura pour tous les points femblables de la furface du
fluide, les intégrales SA"dx"dydy, SV sy dxd 1>
S$x’d3"dxdy, dont la premiere doit étre prife en faifant
varier {éparément y & 3, apres avoir fubftitné pour x 3 va.
leur en y & z donnée par la nature de la f{urface ou de Ia
parei du vafe, dont la feconde doit étre prife en faifant
varier {éparément x & 7, & f{ubftituant pour y fa valeur
en x & 7 donnée par la méme furface,, & dontla troifiéme
doit &tre prife pareillement, en faifant varier {ucceflivement
& féparément x & y, & fubfticuant pour z fa valeur don-
née en x & y par la méme furface,

Or il eft vifible qu'on peut réduire ces trois intégrales
la méme forme, en fuppofant qu'on f{ubftitue dans les deux
premieres, 4 la place de 1, fa valeur en x & y, & qu'on
prenne enfuite dans la premiere x variable , & dans la fe-
conde y variable & la place de z.

Ainfi fi on repréfente par dy = pd x -+ g dy I'équationde ia
furface donnée, il n'y-aura qu'a metire dans 'intégrale
SAN'ex"dydzy,pdx ala place de d3, & dans Iintégrale
SA"sy"dxdg, gdy a la place de d7; enfuite intégrer I'une
& lautre relativement 2 x & & y. Mais il y a ici une ob.
{ervation importante a faire, laquelle confifte ¢n ce que les
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différences dx, dy, 47 doivent toujours érre prifes pofiti-
vement, parce quelles font cenfées telles dans la paralléle-
pipede reCtangulaire dxdy dz qui exprime le volume de la
particule dm, lequel ne peut jamais devenir négatif par la
nature méme de la chofe. Dot il senfuit que dans les
{ubftitutions de pdx & gdy a la place de dy, il faut tou-
jours {uppofer p & ¢ des quantités pofitives.

Nous f{uppoferons donc en général que I'équation des pa-
rois du vafe foit repréfentée par dy = + pdx + qdy,
p & q érant toujours des quantités pofitives; 8 d’aprés ce
que nous venons de démontrer, on aura au lieu des trois
intégrales $1"0x"dydy, SN'sy"dxdzy, S\ sy dxdy,
celle-ci unique §»” (pdx" - giy”+ 47" )dxdy.

Maintenant puifque nous avons fuppofé que les points
que nous confidérons de la furface du fluide, répondent
4 la fin de chacune des trois intégrations relatives 4 x, y, 7,
il eft facile de fe convaincre que cette fuppofition ne peut
avoir lieu 2 moins que les coordonnéesx, y, 7 de ces points
ne tombent toutes du méme coté de la furface dont il s'agit,

ceft-a-dire, du méme cété des plans qui touchent cette

furface dans les mémes points. Or pour cela il faut nécef-
fairement que I'équation différentielle de la furface foit dans
ces points dyx = — pdx — gdy, afin que x & y croif-
fant 7 diminue. Mais #x”, 2y", s¢” érant (hyp:) les varia-
tions de x, y , 7 pour ces mémes points , il eft vifible qu'el-
les doivent autli avoir entrelles les mémes rapports que les
diiiérentielles dx, dy, dz, du moins tant qu'on regarde
la figure de la furface comme invariable. On aura -donc
aufli & 7" = —p & x” — ¢ 59" ; valeur qui étant {ubftituée dans
Iintégrale ci-deflus, la rend évidemment nulle.
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2 1. Si les points dont il s'agit, au licu de répondre &
la fin des trois intégrations relatives a x, ¥, g, répondoient
au commencement de ces mémes intégrations, alors on au-
roit dans I'équation générale de I'équilibre (art. 15), relati-
vement a ces points, les trois intégrales — S¥gpx'dydz
— SWiy'dxd7— 8V eydxdy, qui fe changeroient de
méme en celle-ci unique,

— SN (péx' gty 407 )dxdy;
& l'on auroit aufli dans ce cas dg=—pdx—gdy, & par
conféquent aufli #7 = — p&x’ — ¢ &y ; ce qui rendroit pa-
reillement cette intégrale nulle.

Mais fi ces mémes points répondoient, par exemple, au
commencement de l'intégration relativea x, & 4 la findes
deux intégrations relatives & y & z, alors les variations des
coordonnées x, y, z pour ces points , {eroient #x', £y",87",
& les intégrales correfpondantes feroient

— SV ox'dydy+SAsy"'dxdy—+ SA" o7 dxdy,
dans lefquelles A’ feroit la méme chofe que 2”; ces intégrales
fe changeroient donc en cells-ci,
SA”{—}JJ‘x’—}—gé‘y”—]—&‘;"}a’xa'y.

Or il eft facile de concevoir que pour que ce cas ait lien,
il faue que les deux coordonnées y & g fe trouvent d’un
méme coté, & la coordonnée x de l'autre coté de chaque
plan touchant la furface dans les points en queftion; ceft
ce qui demande que I'équation de la furface foir pour ces
points de la forme dy=pdx — gdy; de forte quon aura
aufli §7" = pax’ — g3y”, ce qui étant fubftitué dans linté-
grale précédente la rendra encore nulle.
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On trouvera le méme réfultat pour les autres cas ou F'on
conflidérera des points relatifs au commencement des inté-
grations fuivant x & y, & 4 la fin de l'intégration f{uivant
7, ou au commencement des intégrations fuivant x & %,
& 4 la fin de lintégration fuivant y, ou &c.

2 2. De ce que nous venons de démontrer par rapport
A ces différens cas, on peut conclure que fi on dénote par
un trait les quantités qui répondent au commencement de
I'intégration relative & g, ceft-3-dire les quantités qui appar-
tiennent 3 la partie antérieure de la furface du fluide par
rapport au plan des x & y, & qu'on dénote par deux traits
les quantités_répondantes & la” fin de la méme intégration
{uivant 7, ceft-d-dire, les quantités relatives 2 la partie pof-
térieure de la furface du fluide par rapport au méme plan
des x & y; quenfuite on repréfente en général par
dy+pdx—+gdy=o Péquation différenticlle de la fur-
face du fluide (p , g étant pofitives ou négatives); on pourra
toujours transformer les trois expreflions intégrales
S(}\I/J\xll _— 7\’ J\xl) dyd'{ -+ S()\” J\yfl —_— Ala\yl)a’xd{
-+ SV ey — N7 )dxdy de I'équation générale de I'é-
quilibre de larticle 15 en ces deux-ci,

S (A\z//_‘_P//J\xu_l_q//;y/y dxd_y
— SN (o AP x4 q 0y )dxdy.

Or puifque dy+pdx 4+ gdy = o eft I'équation d’une
{urface courbe, il s'enfuit de la théorie connue, quil y a
néceflairement un multiplicateur r qui peut rendre cette
équation intégrable ; de forte qu'on aura r (dy + pdx

mqdy)=du, du étant la différentielle exalle d’une fonc-
tion
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tion zde x, y, 7. On aura donc auffi en changeant d en &
dans la différentiation de u, r (#3pix4qdy)=72u;

& par conféquent &7 4 pdx A~ g dy = du Donc en mar-
P q i+p q°y r

quant toutes les quantités d’'un ou de deux traits pour les
rapporter 2 la furface antérieure ou poftérieure du fluide,
& fubftituant dans les expreflions intégrales ci-deflus, ces
expreflions deviendront

S Allra';ull d' x dy _ S Z' }lul dx dy.

r

2 3. Soit maintenant &5 I'élément de la furface du fluide,
dont I'équation eft en général dy+pda 4+ gdy=o0, on
aura, comme l'on fait,

ds=dxdyV (1%p* +¢').
Mais en regardant # comme une fon&ion de X3y %y
on a {uivant la notation recue, 7 == 2% ,rp==-4_ =
Sue, 7= G- yrp=gi,rg=

du dxd ds
p donc Y
dy ? r (L)

ds
Vg + (& + o
Donc fi on fait pour abréger
V = u \* u \? z o\
V&) + @)+ @)

& qu'on marque toutes les quantités d’une ou de deux traits

pour les rapporter 4 la furface antérieure ou poftérieure du
fluide, on pourra donner aux expreflions intégrales dont il

v
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s . A dat At
s'agit, cette forme § —— ds” — § Vf' ds'.

Or par ce qui a été dic dans l'article 8 de la feconde
. . . 4 , ¢
Seétion, on voit que la quantité ads x - peut repréfen-

ter le moment d’une force égale & ads, & appliquée & I'élé-
ment s de la furface du fluide, perpendiculairement 4 cette
méme f{urface, dont I'équation eft fuppofée #u ou du=so
A“)u“
P
fentera la fomme des momens des forces A’ agiflantes fur
chaque point de la {urface poftérieure de la mafle fluide dans
des direCtions perpendiculaires 4 cette furface; de méme

. Iy
Pexpreflion § AV:‘ ds' repréfentera la fomme des mo-

(art. 22). Ainfi Pexpreflion intégrale S d s’ repré.

mens des forces »’ appliquées 4 chaque point de la {urface
antérieure , & dirigées aufli perpendiculairement 3 cette fur-

IJ\ |
face ; de forte que — § AV,“ ds' fera la fomme des mo-

mens de ces dernieres forces prifes en fens contraire, c'eft-
a-dire, en {uppofant leurs direCtions oppofées 4 celles des
forces x" par rapport au plandes x & y; ce qui revieat i
ce que toutes les forces appliquées a la furface de la mafle
Huide foient dirigées perpendiculairement 4 cette furface,
& tendent de dedans en dehors, ou de dehors en dedans.

24. Donc puifque les expreflions intégrales qui entrent
dans I'équation générale de Iéquilibre d’une mafle fluide
incomprefitble, & qui fe rapportent aux points de la fur-
face de cette mafle, font équivalentes i la fomme des mo-
mens d’une infinité de forces » appliquées perpendiculaire-
ment 4 tous les points de cette furface; il s'enfuit que ces
ferces ont réellement licu A la furface du fluide; & il eft
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vifible qu'elles ne font autre chofe que la preflion que le
fluide exerce dans tous les points de fa furface, en vertu
des forces qui agiflent dans toute {a mafle.

2 §. Cette preflion fera donc exprimée en général par la
quantité » , {avoir par laformule /2 (X dx+ Y dy +Zdz)
rapportée & la furface du fluide (art. 17); & il eft clair que
par-tout o le fluide eft libre, elle devra étre nulle dans
‘état d’équilibre ; mais par-rout olt la {urface du fluide fera
appliquée contre la furface d'un corps folide quelconque,
il faudra que ce corps foutienne I'efforc des forces a ap-
pliquées fa {urface. D’ou il eft facile de déduire les loix de
Péquilibre des fluides avec les folides qui les contiennent, ou
qui y font plongés. Comme elles font affez connues, nous ne
nous arréterons pas i les détailler; nous nous difpenferons aufli
de donner des applications particulieres de la théorie geéné-
rale de I'équilibre des fluides incompreflibles, n'ayant gueres
rien 3 ajouter a ce quon trouve fur cette matiere , dans les
Auteurs qui en ont déja traité,

HUITIEME SECTION.

De Iéquilibre des fluides compreffibles & élaftiques.

1. SOIENT comme dans larticle 13 de la Setion pré-
cédente, X, ¥, Z les forces qui agiffent fur chaque point
de la mafle fluide, réduites aux diretions des coordonnées
X, ¥y {» & tendantes & diminuer ces coordonnées; on

V.
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aura d'abord § (X ¢x -+ Yoy« Z 87 )dm pour la fomme

de leurs momens.

Dans les fluides élaftiques il y a de plus une force inté-
rieure qu'on nomme élafticité ou reflort, & qui tend A les
dilater , ou 3 augmenter leur volume. Soit donc « I'élafti-
cité d'une particule quelconque dm ; cette force étant dirigée
A augmenter le volume dxd ydz de la méme particule tendra
donc & diminuer la quantité — dxd yd 73 par conféquent
elle aura ou pourra &tre cenfée avoir pour moment la quan-
tité — ¢ &, (dxdydy). De maniere que la fomme des mo-
mens provenans de I'¢lafticité de toute la mafle fluide, fera
exprimée par — S« (dxdydz).

Donc la fomme totale des momens des forces qui agiffent
fur le fluide, fera

S(Xox+4 ¥Voy+Z3dz)dm—S«2(dxdydy);

& .comme il n’y a ici aucune condition . particuliere & rem-
plir, on aura P'équation générale de I'équilibre , en égalant
fimplement cette fomme i zéro.

2. On aura donc ainfi pour I'équilibre des fluides élafti-
ques, une ¢quation de la méme forme que celle que l'on
a trouvée dans la Seltion précédente (art. 13) pour I'dqui-
libre des fluides incompreflibles, puifque dans celleci &L
= (dxdydy) (art. 14}, ce qui rend le terme SadL
provenant de la condition de I'incompreffibilité entiérement
femblable au terme §+¢(dx dydz) di aux momens des
forces élaftiques.

3. 1l senfuit de-]A que les formules trouvées pour I'é-
quilibre des fivides incompreffibles , sappliquent immédia-
tement & fans aucune reftriion 3 Iéquilibre des fluides
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élaftiques, en y changeant fimplement le coefficient a en
— ¢, ceft-d-dire, en fuppofant que la quantité » prife néga-
tivement , exprime la force d’¢lafticité de chaque élément
du fluide. 11 n’y aura donc qu'a répérer ici tout ce que
nous avons démontré dans la Seftion précédente, depuis
larticle 14 jufqua la fin,

4. On fuppofe ordinairement que I'¢lafticité eft propor-
tionnelle & la denfité, ou en général & une fon&ion quel-
conque de la denfité; on auradonc¢ = —2 =94 (en nom-
mant A la denfité }; donc la détermination de a dépendra
de I'équation fuivante, (art. 17, Sect. précédente).

d.os=a(Xdx+Ydy—+ Zdg).

Cette équation donne

#08 —Xdx—+¥Vdy-+Zdy;

A

208 ot une différentielle complette d’une fonc-

or
tion de a; donc il faudra aufli que Xdx + ¥Y'dy +7dy,
foit toujours une différentielle complette; autrement I'équi-
libre ne fera pas poffible. On a donc le cas de larticle 18
de la Seltion précédente; on aura par conféquent aufli les
mémes conféquences.

Fin de la premiere Partie de la Mechanique.
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SECONDE PARTIE

DE LA MECHANIQUE,

OU LA DYNAMIOQUE

SECTION PREMIERE.

Sur les d{ﬂ'e'refzs Princz}ues de la Dyrzamz’gut.

L A Dynamique eft la Science des forces accélératrices ou
retardatrices, & des mouvemens variés qu’elles peuvent pro-
duire. Cette Science eft due entiérement aux Modernes, &
Galilée eft celui qui en a jetté les premiers fondemens. Avant
lui on n’avoit confidéré les forces'qui agiffent fur les corps
que dans I'érat d’équilibre ; & quoiqu’on ne pit atrribuer
l'accélération des corps pefans, & le mouvement curviligne
des projeltiles qu'a l'adtion conftante de la gravité, perfonne
navoit encore réufli i dérerminer les loix de ces phéno-
menes journaliers, d’aprés une caufe fi fimple. Galilée a fait
le premier ce pas important, & a ouvert par-la une carriere
nouvelle & immenfe i l'avancement de la Méchanique. Ces
découvertes {ont expofées & développées dans 'ouvrage inti-
wlé: Dialogh: delle fcienze nuove, &c. lequel parut pour la
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premiere fois 2 Leyde en 1637; elles ne procurerent pas i
Galilée , de fon vivant, autant de célebrité que celles qu’il
avoit faites fur le {yftéme du monde, mais elles font aujour-
d’hui la partie la plus folide & la plus réelle de la gloire de
ce grand homme.

Les découvertes des fatellites de Jupiter , des phafes de
Vénus, des taches du Soleil, &c, ne demandoient que des
télefcopes & de I'afliduité ; mais il falloit un génie extraor-
dinaire pour déméler les loix de la nature dans des phéno-
menes que l'on avoit toujours eus fous les yeux, mais dont
Pexplication avoit néanmoins toujours échappé aux recher-
ches des Philofophes.

Huyghens qui paroit avoir éré deftiné a perfeftionner &
completter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta 4
la théorie de l'accélération des graves celles du mouvement
des pendules & des forces centrifuges, & prépara ainfi la
route 1 la grande découverte de la gravitation univerfelle.
La Mdéchanique devint une Science nouvelle entre les
mains de Newton , & {es Principes Mathémariques qui paru-
rent pour la premiere fois en 1687, furent I'époque de
cette révolution.

Enfin I'invention du calcul infimtéfimal mit les Géometres
en état de réduire A des équations analytiques les loix du
mouvement des corps; & la recherche des forces & des
mouvemens qui en réfultent, eft devenue depuis le prin-
cipal objet de leurs travaux,

Je me fuis propofé ici de leur offrir un nouveau moyen
de faciliter cette recherche ; mais auparavant il ne fera pas
inutile d’expofer les principes qui fervent de fondement i
la Dynamique, & de préfenter la fuite & la gradation des
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idées qui ont le plus contribué i étendre & i perfettion-
ner cette Science.

La théorie des mouvemens variés & des forces accéléra-
trices qui les produifent, eft fondée fut ces loix générales,
que tout mouvement imprimé 4 un corps, eft par fa nature
uniforme & rectiligne, & que différens mouvemens im-
primés 4 la fois ou fucceflivement 3 un méme corps, fe
compofent de maniere que le corps fe trouve 2 chaque inf-
tant dans le méme point de 'efpace ou il devroit fe trouver
en effet par la combinaifon de ces mouvemens, s'ils exif-
toient chacun réellement & f{éparément dans le corps. Ceft
dans ces deux loix que confiftent les Principes connus de
la force -d'inertie & du mouvement compofé. Galilée a
appercu le premier ces deux principes, & en a déduit les
loix du mouvement des projeétiles, en compofant le mou-
vement oblique, effet de 'impulfion communiquée au corps,
avec fa chiite perpendiculaire due i I'a&tion de la gravité.

A Pégard des loix de Tl'accélération des graves, elles fe
déduifent naturellement de la confidération de I'alion conf-
tante & uniforme de la gravité, en vertu de laquelle les
corps recevant dans des inftants égaux des degrés égaux de
vitefle fuivant la méme direGtion, la vitefle totale acquife
au bout d’'un rems quelconque, doit &tre proportionnelle 2
ce tems; & il eft clair que ce rapport conftant des vitefles
au tems, doit €tre Jui-méme proportionnel 4 l'intenfité de
la force que la gravité exerce pour mouvoir le corps; de
forte que dans le mouvement f{ur des plans inclinés, ce
rapport ne doit pas &tre proportionnel A la force abfolue
de la gravité comme dans le mouvement vertical, mais i

{a force relative, laquelle dépend de l'inclinaifon du plan,
&
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& {e détermine par les régles de la Statique; ce qui fournit
un moyen facile de comparer entr'eux les mouvemens des
corps qui defcendent le long des plans différemment ir-~
clinés,

Cependant il ne paroft pas que Galilée ait découvere
de cette maniere les loix de la chiite des corps pefants.
I a commencé, au contraire, par {uppofer la notion
d’'un mouvement uniformément accéléré, dans lequel les
vitefles croiflent comme les tems; il en a déduit géo-
métriquement les principales propriétés de cette efpece de
mouvement , & f{ur-tout la loi de accroiflement des efpaces
en raifon des carrés des tems ; enfuite il s'eft afluré par des
expériences , que cette loi a lieu effe@ivement dans le mou-
vement des corps qui tombent fur des plans quelconques
inclinés. Mais pour pouvoir comparer entr’eux les mouve-
mens f{ur différens plans inclinés, il a été obligé d’abord
d’admettre ce principe précaire , que les vitefles acquifes en
defcendant de hauteurs verticales égales, font aufi toujours
égales; & ce n’eft que peu avant fa mort, & aprés la publica-
tion de fes Dialogues, qu'il a trouvé la démonftration de ce
principe, par la confidération de l'action relative de Ja gra-
vité fur les plans inclinés, démonftration qui a éré enfuite
inférée dans les autres éditions de cet Ouvrage.

Le rapport conftant qui dans les mouvemens uniformé-
ment accélérés, doit fubfifter entre les vitefles & les tems,
ou entre les efpaces & les carrés des tems, peut donc
étre pris pour la mefure de la force accélératrice qui agit
continuellement fur le mobile; parce qu'en effet cette
force ne peut étre eftimée que par leffer quelle produit
dans le corps, & qui -confifte dans les vitefles engen-

X
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drées , ou dans les efpaces parcourus dans des tems
donnés.

Ainfi il fuffic, pour cette eftimation des forces, de confi-
dérer le mouvement produit dans un tems quelconque,
fini ou infiniment petit, pourvu que la force foit regardée
comme conftante pendant ce tems; par conféquent, quel que

foit le mouvement du corps & laloi de fon accélération,

on pourra toujours déterminer la valeur de la force qui
agit fur lui & chaque inftant, en comparant la vitefle en-
gendrée dans cet inftant avec la durée du méme inftant, ou
I'efpace quelle fait parcourir pendant le méme inftant avec
le carré de la durée de cet inftane; & il n'eft pas méme

néceflaire que cet efpace ait été réellement parcouru par le

corps, il fuffic quil puiffe écre cenfé avoir été parcouru par
un mouvement compofé , puifque l'effec de la force eft le
A H 3 . -
méme dans I'un & dans lautre cas, par les principes du
mouvement expofés plus haut.
Cleftainfi qw'Huyghens a découvert les loix des forces cen-
trifuges des corps miis dans des cercles avec des vitefles conf-

‘tantes, & qu'il a comparé ces forces entr'elles, & avec la

force de la pefanteur i la furface de la terre, comme on
le voit par les démonftrations qu'il a laiflées de fes théo-
rémes f{ur la force centrifuge, publiés en 1673 , 4 la findu
Traité de Horologio ofcillarorio.

Mais Huyghens n'a pas été plus loin, & il étoit réfervé a
Newton d’étendre cette théorie i des courbes quelconques,
& de completter la fcience des mouvemens variés & des
forces accélératrices qui peuvent les engendrer. Cette {cience
ne confifte maintenant que dans quelques formules diffé-
rentielles trés-fimples; mais Newton a conftamment fait
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afage de la méthode géométrique fimplifiée par la confidé-
ration des premieres & dernieres raifons, & s.1 scft quel-
quefois fervi du calcul analitique , c’eft uniquement la mé-
thode des féries qu'il a employée, laquelle doit étre bien
diftinguée de la méthode différentielle, quoiqu’il foit fa-
cile de les rapprocher, & de les rappeller & un méme prin-
cipe,

Les Géométres qui ont traité aprés Newton la théorie
des forces aceélératrices , fe font prefque tous contentés de
généralifer fes théorémes, & de les traduire en expreflions
différentielles. De-la les différentes formules des forces cen-
trales qu'on trouve dans la plupart des ouvrages de Mécha-
nique , mais dont on ne fait maintenant plus d’ufage dans les
recherches fur le mouvement des corps animés par des forces
quelconques, parce qu’on a une maniere plus fimple de metere
ces problémes en équations.

Sion congoit que le mouvement d’un corps &les forces qui
agiffent {ur lui foient décompofés fuivant trois lignes droites
perpendiculaires entr’elles, on pourra confidérer {¢parément
les mouvemens & les forces relatives & chacune de ces trois
diretions. Car & caufe dela perpendicularité des directions, il
eft vifible que chacun.de ces mouvemens partiels peut écre
regardé comme indépendant des deux autres, & qu’il ne
peut recevoir d’altération que de la part de la force qui agit
dans la dire@ion de ce mouvement ; d’'oit 'on peut conclure
que ces trois mouvemens doivent {uivre, chacun en particu-
lier, les loix des mouvemens re&tilignes accélérés ou retardés
par des forces données. Or dans le mouvement redtiligne,
leffet de la force accélératrice ne confiftant qua altérer Ja
vitefle du corps, cette force doit ére mefurée par le rap-
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port entre l'accroiflement ou le décroiifement de la vitefle
pendant un inftant quelconque, & la durée de cet inftant,
Ceft-d-dire, par la différentielle de la viteffe divifée par celle
du tems; & comme la vitefle elle-méme eft exprimée dans
les mouvemens variés, par la différentielle de Pefpace divi-
fée par celle du tems, il senfuit que la force dont il s'agit
fera mefurée par la différentielle feconde de l'efpace divi-
{ée par le carré de la différentielle premiere du tems fup-
pofée conftante. Donc aufli la différentielle feconde de I'ef-
pace que le corps parcourt ou eft cenfé parcourir {uivant
chacune des trois directions perpendiculaires, divifée par
le carré de la différentielle conftante du tems, exprimera
Ia force accélératrice dont le corps doit étre animé {uivant
cette méme direCtion; & devra par conféquent €tre égalée
i Ja force atuelle qui eft f{uppofée agir dans cetre di-
rection.

Il n’eft pas néceflaire que les trois direCtions auxquelles
on rapposrte le mouvement inftantané du eorps, foient abfo-
lument fixes, il fuffic qu'elles le foient pendant la durée d'un
inftant. Ainfi dans les mouvemens en ligne courbe, on peut
prendre 4 chaque inftant ces directions, I'une dans la tan-
gente , & les deux autres dansles perpendiculaires a la courbe:
Alors la force accélératrice qui agit fuivant la tangente, &
qu'on nomme force tangentielle, fera toute employée 4 al-
térer la vitefle abfolue du corps, & fera exprimée par I'élé-
ment de cette vitefle divifée par I'élément du tems. Ceft
ce qui conftitue le principe fi connu des forces accéléra-
trices.

Les forces normales, au contraire, ne feront que changer
la diretion du corps, & dépendront de lacourbure de la ligne
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qu'il décrir. En réduifant ces deux dernieres forces & une
{eule, il faudra que la diretion de celle-ci foit dans le plan
de la courbure, & {a valeur fe trouvera exprimée par le carré
de la vitefle du corps divifé par le rayon de la développée
ceft-a.dire , par le rayon du cercle qui mefure la courbure
de la courbe en chaque point, & quon nomme cercle o/~
culatenr. Cleft aufli 'expreflion qu’Huyghens avoit trouvée
pour la force centrifuge des corps qui décrivent des cercles
avec des vitefles uniformes; & elle eft générale pour des
courbes & des vitefles quelconques, en confidérant & chaque
inftant le corps comme mu dans le cercle ofculateur.

11 eft cependant beaucoup plus fimple de rapporter le mou-
vement du corps 4 des direCtions fixes dans Pefpace. Alors
en employant pour déterminer le lieu du corps dans l'ef-
pace , trois coordonnées retangles qui ayent ces mémes di-
retions , les variations de ces coordonnées repréfente-
ront évidemment les efpaces parcourus par le corps {ui-
vant les directions de ces coordonnées; par conféquent
leurs différentielles {econdes, divifées par le carré de la
différentielle conftante du tems, exprimeront les forces
accélératrices qui doivent agir {uivant ces mémes coordon-
nées; ainfi en égalant ces expreflions a celles des forces
données par la nature du probléme , on aura trois équations
femblables qui ferviront a dérerminer toutes les circonf-
tances du mouvement. Cette maniere de déterminer le mou-
vement d’un corps animé par des forces accélératrices quel-
conques, eft par fa fimplicité préférable 4 toutes les autres;
il paroit que Maclaurin elt le premier qui lait employée
dans fon Traitédes Fluxions, imprimé en 1742 ; elle eft main--
tenant univerfellement adoptée.
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Par les principes qui viennent d’€tre expofés, on peut
donc déterminer les loix du mouvement d'un corps libre,
follicité par des forces quelconques, pourvu que le corps
foit regardé comme un point.

On peut aufli appliquer ces principes & la recherche du
mouvement de plufieurs corps qui exercent les uns fur les
autres une attraction mutuelle, fuivant une loi quelconque
qui foit comme une fonctien connue des diftances; enfin il
neft pas difficile de les étendre aux mouvemens dans des
milieux réfiftans , ainfi qu’a ceux qui fe font fur des furfaces
courbes données; car la réfiftance du milieu r'eft autre
chofe qu'une force qui agit dans une direCtion oppofée %
celle du mobile; & lor{qu’un corps eft forcé de fe mouvoir
fur une furface donnée, il y a néceflairement une force
perpendiculaire 4 la {urface qui I'y retient, & dont la valeur
inconnue peut {e déterminer d’aprés les conditions qui rée
{ultent de la nature de la méme {urface.

Mais fi on cherche le mouvement de plufieurs corps qui
agiffent les uns {ur les autres par impulfion ou par preflion,
foit immédiatement comme dans le choc ordinaire, ou par
le moyen de fils ou de leviers inflexibles, auxquels ils {oient
artachés, ou en général par quelqu’autre moyen que ce foit,
alors la queftion eft d’un ordre plus élevé, & les principes
précédens font infuffifans pour la réfoudre. Car ici les forces
qui agiffent {ur les corps font inconnues, & il faut déduire
ces forces de l'ation que les corps doivent exetcer entr’eux,
fuivant leur difpofition mutuelle. 11 eft donc néceflaire d’avoir
recours a un nouveau principe qui ferve 4 déterminer Ja
force des corps en mouvement, eu égard & leur mafle &
a leur vitefle,
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Ce principe confifte en cg que pour imprimer a une
mafle donnée une certaine vitefle fuivant une direction quel-
conque , foit que cette mafle foit en repos ou en mouve-
ment, il faut une force dont la valeur foit proportion-
nelle au produit de la mafle par la vitefle, & dont la
dire@tion foit la méme que celle de cette vitefle. Ce
produit de la mafle d’un corps multipliée par fa vitefle,
sappelle communément la quantité de mouvement de ce
corps, parce quen effet Ceft la fomme des mouvemens
de toutes les parties matérielles du corps. Ainfi les
forces fe mefurent par les quantités de mouvement quelles
font capables de produire, & réciproquement la quantité
de mouvement d’un corps, eft la mefure de la force que
le corps eft capable d’exercer contre un obftacle, & qui s’ap-
pelle la percuffion. D'ou il senfuit que fi deux corps non
élaftiques viennent a fe choquer directement en fens con-
traires avec des quantités de mouvement égales, leurs forces
doivent fe contrebalancer & fe détruire, par conféquent les
corps doivent sarréter & demeurer en repos. Mais fi le
choc fe faifoit par le moyen d'un levier, il faudroit pour
la deftru&@ion du mouvement des corps, que leurs forces
fuiviffent la loi connue de I'équilibre du levier.

Il paroit que Defcartes a apperqu le premier le Principe
que nous venons dexpofer, mais il seft trompé dans
fon application au choc des corps, pour avoir cru que la
méme quantité de mouvement abfolu devoit toujours fe
conlerver,

Wallis eft proprement le premier qui ait eu une idée nette
de ce Principe, & qui s'en foit fervi avec fucces pour dé-
goyvrir les loix de la communication du mouvement dans
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le choc des corps durs ou élaftiques, comme on le voit dans
les Tranfaltions Philofophiques de 1669, & dans la troi-
fieme Partie de {on Traité de Motu, imprimé en 1671.

De méme que le produit de la maffe & de la vitefle
exprime la force finie d’un corps en mouvement, ainfi le
produir de la mafle & de la force accélératrice que noys
avons vu étre repréfentée par I'élément de la vitefle divifé
par I'élément du tems, exprimera la force élémentaire ou
naiflante; & cette quantité, fi on la confidere comme la
mefure de leffort que le corps peut faire en vertu de la
vitefle élémentaire quil a prife, ou quil tend i prendre,
conftitue ce quon nomme preffion; mais fi on la regarde
comme la mefure de la force ou puiffance néceflaire pour
imprimer cette méme vitefle, elle eft alors ce qu'on nomme
force motrice.

Ainfi des preffions, ou des forces motrices, fe détrui-
ront ou fe feront équilibre fi elles font égales & directe-
ment oppofées, ou fi étant appliquées & une machine quel -
conque , elles fuivent les loix de I'équilibre de cette ma-
chine,

Lorfque des corps font joints enfemble,, de maniere quils
ne puiffent obéir librement aux impulfions regues, & aux
forces accélératrices dont ils font ammés, ces corps exercent
néceflairement les uns fur les autres des preflions conti-
nuelles qui altérent Jeurs mouvemens , & en rendent la dé-
termination difficile.

Le premier probléme & le plus fimple de ce genre dont
les Géometres fe foient occupés , eft celui des centres d’of-
cillation. Ce probléme a ¢té fameux dans le fiecle dernier
& au commencement de celui-ci, par les efforts & les ten=

tatives
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tatives que les plus grands Géométres ont faits pour en
venir & bout; & comme c'eft principalement & ces tentatives
quon doit les progrés immenfes que la Dynamique a faits
depuis, je crois devoir en donner ici une hiftoire fuccinte ,
pour montrer par quels degrés cette Science s'elt clevee ala
perfetion ol elle paroic étre parvenue dans ces derniers
tems,

Les premieres traces des recherches fur les centres d’of-
cillation, fe trouvent dans les Lettres de Defcartes. On y
voit que le Pere Merfenne lu1 avoit propofé de dérerminer
la grandeur que doit avoir un corps de figure quelconque,
pour qu'étant f{ufpendu par un point, il fafle fes ofcilla-
tions dans le méme tems quun fil de longueur donnée,
& chargé dun feul poids- A fon extrémité. Defcartes ob-
ferve que cette queftion a quelque rapport avec celle du
centre de gravité, & que de méme que dans un corps pefant
qui tombe librement, il y 2 un centre de gravité autour
duquel les efforts de la pefanteur de toutes les parties du corps
fe font équilibre, enforte que ce centre defcend de la
méme maniere que fi le refte du corps éroit anéanti, ou
quil fit concentré dans le méme centre; ainfi dans les
corps pefans qui tournent autour dun axe fixe, il doit y
avoirun centre, qu'il appelle centre d'agitarion , autour duquel
les forces d’agization de toutes les parties du corps {e contre-
balancent de manicre que ce centre érant libre de I'altion
de ces forces, puifle étre mu comme il le feroit fi les aurtres
parties du corps €roient anéanties, ou concentrées dans ce
méme centre; que par conféquent tous les corps dans lef-
quels ce centre fera également éloigné de l'axe de rotation ,
geront leur vibration dans le méme tems.

Y
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D'aprés cette notion du centre d’agitation, Defcartes
donne une méthode générale de le dérerminer dans
des corps de figure quelconque; cette méthode confifte &
chercher le centre de gravité des forces d’agitation de toures
les parties du corps, en eftimant ces forces par les produits
des mafles multiplides par les vitefles qui font ici propor=
tionnelles aux diftances de I'axe de rotation, & en {uppofant
que les partics du corps foient projettées fur le plan qui
pafle par fon centre de gravité & par l'axe de rotation , de
maniere qu'elles foient toujours 4 la méme diftance de cet axe.

Mais cette {uppofition n'eft pas permife ici, parce que
Peffet des forces ne dépend pas feulement de Ja quantité du
mouvement , mais encore de fa direGtion; aufli la regle de
Pefcartes n’eft-elle bonne que lorfque toutes les parties du
corps font réellement ou peuvent érre cenfées placdes dans
un méme plan paflant par I'axe de rotation; dans tous les
autres cas il ne faut confidérer que les mouvemens perpen-
diculaires au plan paflant par laxe de rotation & par le
centre de gravité du corps, & on doit rapporter chaque
particule au point olt ce plan eft rencontré par la direc-
tion du mouvement de cette particule, diretion qui eft
toujours perpendiculaire au plan de cette particule & de
Paxe de rotation.

Cedéfaut de la regle de Defcartes fut appergu par Roberval,
& devint le {ujet d’une conteftation entre ces deux Géomeérres,,
dans laquelle l'avantage paroit &tre entiérement du coté de ce
dernier. Roberval donne des déterminations exaes des cen-
tres d'agitation des feteurs & desarcs de cercle mus perpen-
diculairement 4 leur plan, & il fait voir linfuffifance de la
regle de fon adverfaire dans ce cas ; mais accoutumé & cacher
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fes méchodes, il e contente d'indiquer ces réfultats pasri-
culicrs, & il eft impoliible de juger s'il éroit en poficflion
d’unc méthode générale.

Au refte,, Roberval remarque avec raifon, que le centre
dont il s'agit n’elt proprement que le centre de percuflion
aurour duquel les chocs ou les momens de percuffion font
€gaux, & que pour trouver le vrai centre d'ofcillation d'un
pendule pefant, il faut aufli avoir égard a Paction de la gra-
vité, en vertu de laquelle le pendule fe meut. Mais cette
recherche étant {upérieure 4 la Méchanique de ces tems-la
les Géometres continuerent & {fuppofer racitement que le
centre de percuffion éroit le méme que celui d’ofcillation ,
& tluyghens fut le premier qui envifagea ce dernier centre
{ous fon vrai point de viie; auffi crut-il devoir regarder ce
probléme comme entiérement neuf, & ne pouvant le ré-
{oudre par Papplication des loix connues du mouvement, il
inventa un principe nouveau, mais indire@, lequel eft devenu
célebre depuis , fous le nom de Confervation des forces vives.

Un fil confidéré comme une ligne inflexible, fans pefan-
teur & fans mafle , érant arraché par un bout & un point fixe
& chargé a l'autre bout d’un petit poids qu'on puifle regarder
comme réduit A un point, forme ce quon appelle un pen-
dule fimple, & la loi des vibrations de ce pendule dépend
uniquement de fa longueur, cleft-i-dire, de la diftance
entre le poids & le point de fufpenfion. Mais fi 3 ce fil
on artache encore un ou plufieurs poids 3 différentes dif-
tances du point de fufpenfion, on aura alors un pendule
compofé, dont le mouvement devra tenir uné efpece de
milieu entre ceux des différens pendules fimples que I'on
auroit, {i chacun de ces poids éroit fufpendu feul au fil.

Y2



T IR TR T TR IT TR

172 MECHANIQUE ANALITIQUE,

Car la force de la gravité tendant d'un cdté & faire def-
eendre tous les poids également dans le méme tems, & de
Pautre Tinflexibilité du fil les contraignant & décrire dans ce
méme tems des arcs inégaux & proportionnels & leurs dif~
tances du point de fufpenfion, il doit fe faire entre ces
poids une efpece de compenfation & de répartition de leurs
mouvemens, enforte que les _poids qui font les plus proches
du point de fufpenfion, hiteront les vibrations des plus éloi-
gnés, & ceux-ci, au contraire, retarderont les vibrations
des premiers. Ainfi il y aura dans le fil un point ot -un
corps. €tant placé, fon mouvement ne. feroit ni accéléré,
ni retardé par les autres poids, mais feroit le méme que
sil éroit feul fufpendu au fil. Ce point fera donc le vrai
centre d’ofcillation du pendule compofé , & un tel centre
doit fe trouver auffi dans tout corps folide de quelque figure
que ce foit, qui ofcille autour d’un axe horizontal..
Huyghens vit qu’on ne pouvoit déterminer ce centre d’une
maniere rigoureufe, {ans connoitre la: loi {uivant laquelle les
différens poids du pendule compofé alterent mutuellement
les mouvemens que la.gravité tend 4 leur imprimer 3 chaque
inftant; mais au lieu de chercher & déduire cette loi des
Principes fondamentaux de la Méchanique, il fe contenta
d’y {uppléer par un Principe indiret, lequel confifte 4 fup-
pofer, que fi plufieurs poids attachés,. comme I'on voudra,
A un pe_nduIe defcendent par la feule a&ion de la gravité,
& que dans un inftant quelconque ils foient dérachés &
{éparés les uns des autres, chacun d’eux, en vertu de fa vi-
tefle acquife pendant fa chiite , remontera % une telle hauteur
que le centre commun de gravité {e trouvera remonté i la
méme hauteur d’olt il éroit defcendu.. A la véricé Huyghens,,
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métablit pas ce principe immédiatement, mais il le déduic
de deux hypothéfes qu'il croit devoir étre admifes comme
des demandes de Méchanique; I'une ceft que le centre de
gravité d'un fyftéme de corps pefans, ne peut jamais re-
monter 4 une hauteur plus grande que celle d’ou il eft
tombé, quelque changement qu'on fafle a la difpofition mu-
tuelle des corps, parce quautrement le mouvement perpé-
tuel ne feroit plus. impoflible; I'autre ceft quun pendule
compofé peut toujours remonter de lui-méme 2 la méme
hauteur d’ou il eft defcendu librement. Au refte, Huyghens
remarque que le méme principe a lieu dans le mouvement
des corps pefans liés enfemble d'une maniere quelconque
comme aufli dans le mouvement des fluides..

On ne fauroit deviner ce quia donné a cet Auteur idée
dun tel Principe; mais on peut conjeturer quil y a €été
conduit par le théoréme que Galilée avoir démontré f{ur la
chiite des corps pefans, lefquels foit quils defcendent
verticalement ou fur des plans inclinés, acquicrent toujours
des vitefles capables de les faire remonter aux mémes hau-
teurs d’ob ils ¢roient tombés. Ce théoréme généralifé &
appliqué au centre de gravité d'un {yfitme de corps pefans,.
donne le Principe d’Huyghens. '

Quoi quil en foit, il eft vifible que ce Principe fournit
une équation entre la hauteur verticale, d’'oll le centre de
gravied du {yftéme eft defcendu dans un tems quelconque,
& les différentes hauteurs verticales auxquelles les corps qui
compofent le fyftéme pourroient remonter avec leurs vitefles
acquifes, & qui par les théorémes de Galilée font comme
les carrés de ces vitefles. Or dans un pendule qui ofcille
autour d’un axe ‘horifontal les vitefles des différens points:
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font proportionnelles 4 leurs diftances de l'axe; ainfi on peut
réduire I'équation 3 deux feules inconnues, dont 'une foit
la defcente du centre de gravité du pendule dans un tems
quelconque , & dont lautre foit Ja hauteur & laquelle un
point donné de ce pendule pourroit remonter par fa vitefle
acquife. Mais la defcente du centre de gravité détermine
celle de tout autre point du pendule; donc on aura une
équation entre la hauteur d’out un point quelconque du pen-
dule eft defcendu, & celle 4 laquelle il pourroit remonter
par {a vitefle, due & cette chiite. Dans le centre d'cfcilla-
tion, ces deux hauteurs doivent &rre égales, parce que les
corps libres peuvent toujours remonter 3 la méme hauteur
d'otr ils font tombés ; & I'équation-fait voir que cette égalicé
ne peut avoir lieu que dans un point de la ligne perpendicu-
laire & P'axe de rotation, & paflant par le centre de gravité
du pendule, lequel foit éloigné de cetr axe de la quantité
qui provient en multipliant tous les poids qui compofent le
pendule, par les carrés de leurs diftances a Paxe, & divi-
fant la fomme de ces produits par la maffe du pendule mul-
ripliée par la diftance de fon’ centre de gravité au méme axe.
Cette quantité exprimera donc la longueur d’un pendule
fimple , dont le mouvement feroit égal 4 celui du pendule
compofé,

Cette théorie d’'Huyghens eft expofée dans fonTraité de
Horologio ofcillatorio, qui parut en 1673, & elle y eft ac-
compagnée d'un grand nombre de favantes applications,
Elle n'auroit rien laiflé¢ A défirer, fi elle n'avoit pas été ap-
puyée {ur un Principe précaire; & il reftoit toujours & dé-
montrer ce Principe pour la mettre hors de toute atteirre,
En 1681 parurent dans le Journal des Savans de Paris, quel-
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ques mauvaifes objections contre cette théorie, auxquelles
Hauyghens ne répondit que d’une maniere vague & peu fatis-
faifante. Mais cette conteftation ayant excité Pattention de
Jacques Bernoulli, lui donna occafion d’examiner a fond la
théorie de Huyghens, & de chercher 4 la rappeller aux pre-
miers principes de larDynamique, Il ne confidere d'abord
que deux poids égaux attachés 2 une ligne inflexible & droire,
& il remarque que la vitefle que le premier poids, celui
qui eft le plus prés du point de {ufpenfion, acquiert en dé-
crivant un arc quelconque , doit étre moindre que celle qu'if
auroit acquife en décrivant librement le méme arc; & quen
méme tems la vitefle acquife par I'autre poids, doit Erre
plus grande que celle qu’il auroit acquife, en parcourant le
méme arc librement. La vitefle pzrdue par le premier poids
s'eft donc communiquée au fecond , & comme cette commu-
nication fe fait par le moyen d'un levier mobile autour
d’un point fixe , I'Auteur fuppofe qu'elle doit {uivre la loi
de I'équilibre des puiflances appliquées & ce levier; de ma-
niere que la perte de vitefle du premier poids foit au gain
de vitefle du fecond, dans la raifon réciproque des bras de
levier, c'eft-a-dire, des diftances au point de fufpenfion.
De-13 & de ce que les vitefles réelles des deux poids doi-
vent étre elles-mémes dans la raifon dire@e de ces diftances,
on détermine facilement ces vitefles, & par conféquent le
mouvement du pendule.

Tel eft le premier pas qui ait été fait vers la folution
dire&e de ce fameux probléme. L'idée de rapporter au
Ievier les forces réfultantes des vitefles gagnées ou perdues
par les poids, eft trés-fine, & donne la clef de la vraie théo-
rie ; mais Jacques Bernoulli s'eft trompé , en confidérant Jes
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vitefles acquifes pendant un tems quelconque fini, au lieu qu’il
n‘auroit di confidérer que les vitefles élémentaires acquifes
pendant un inftant, & les comparer avec <elles que la gravité
tend A imprimer pendant le méme inftant. Ceftce qu'a f airde
puis le Marquis de 'Hopital , dans un Ecrit inféré dans le Jour-
nal de Rotterdam dé 1690. I fuppofe deux poids quelcon-
ques atrachés au fil inflexible qui fait le pendule compofé,
& 1l érablit I'équilibre entre les quantités de mouvement
perdues & gagnées par ces poids dans un inftant quelconque,
ceft-a-dire, entre les différences des quantités de mouve-
ment que les poids acquierent réellement dans cet inftant,
& celles que la gravité tend 3 leur imprimer. Il détermine
par ce moyen le rapport de.l'accélération inftantanée de
chaque poids a celle que la gravité feule tend & lui donner, .
& il trouve le centre d'ofcillation, en cherchant le point
du pendule pour lequel ces deux accélérations feroient égales.
11 €étend enfuite {a théorie A un plus grand nombre de poids,
mais il regarde pour cela les premiers comme réunis {uccef-
fivement dans leur centre d’ofcillation, ce qui neft plus fi
dire&, ni ne peut étre admis {ans démonftration.

Cette analyfe du Marquis de I'Hopital fic revenir Jacques
Bernoulli fur la fienne, & donna enfin liey 3 la premiere
folution direCte & rigoureufe dy probléme des centres d’of-
cillation, folution qui mérite d’autant plus I'attention des Géo-
metres , quelle contient le germe de ce Principe de Dyna-
mique , qui eft devenu fi fécond entre les mains de M. d’A-
lemberrt.

L’Auteur confidere les mouvemens que la gravité imprime
A chaque inftant aux corps qui compofent le pendule, &
comme ces corps, a caufe de leur liaifon, ne peuvent les
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fuivre enentier, il congoit les mouvemens imprimés comme
compofés de ceux que les corps peuvent prendre, & d’autres
mouvemens qui doivent étre décruits, & en vertu defquels
le pendule doit demeurer en équilibre. Le probléme fe trouve
ainfi ramené aux principes de la Statique, & ne demande
plus que le fecours de l'analyfe. Jacques Bernoulli trouva
par ce moyen des formules générales pour les centres d’of-
cillation des corps de figure quelconque, en fit voir l'ac-
cord avec le principe de Huyghens, & démontra l'identité
des centres d’ofcillation & de percuffion. Cette folution avoit
€té ébauchée dés 1691 dans les attes de Leipfic, mais elle
n’a été donnée d’une maniere completre qu'en 1703, dans
les Mémoires de 'Académie des Sciences de Pdris.

Pour ne rien laiffer a defirer {ur cette hiftoire du probléme
du centre d'ofcillation, je devrois rendre compte auffi de
la folution que Jean Bernoulli en a donnée enfuite dans les
mémes Mémoires , & qui ayant été trouvée & publide i peu
prés en méme-tems par Taylor, dans louvrage intitulé:
Methodus incrementorum, a été loccafion d’'une vive difpute
entre ces deux Géometres; mais quelque ingénieufe que foit
lidée fur laquelle eft fondée cette nouvelle folution , & qui
confifte & réduire tout d’'un coup le pendule compofé en un
pendule fimple, en fubftituant & fes différens poids, d’autres
poids réunis dans un feul point , & dont les mafles & les pefan-
teurs foient telles qu’il faut pour que leurs accélérations an-
gulaires & leurs momens, par rapport & Iaxe de rotation
foient les mémes, il faut néanmoins avouer que cette idée
n'eft ni fi naturelle, ni fi lumineufe que celle de Iéquilibre
entre les mouvemens détruits & laquelle Jacques Bernoulli
avoit eu Part de réduire cette recherche.

Z
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On trouve encore dans la Phoronomie d’Herman, publiée
en 1716, une nouvelle maniere de réfoudre le méme pro-
bléme, & qui eft fondée fur cet autre principe, que les
forces motrices, dont les poids qui forment le pendule font
réellement animés, pour pouvoir &tre mus conjointement,
doivent étre équivalentes & celles qui proviennent de lac-
tion de la gravité ; enforte que les premieres étant fuppofées
dirigées en fens contraire, doivent faire équilibre & ces
dernieres.

Ce principe préfenté de cette maniere, n'eft cependant
pas aflez lumineux pour pouvoir &tre pris pour un axiome
de Méchanique; mais il neft pas difficile de le démontret
par le moyen de celui de Jacques Bernoulli, dont il eft en
effet une fuite néceflaire.

M. Euler lui a donné depuis une plus grande généralité ,
& I'a appliqué 2 la folution de différens problémes touchant
les ofcillations des corps flexibles ou inflexibles, dans un
M¢émoire imprimé en 1740, dans le tome VII des anciens
Commentaires de Pétersbourg.

II feroit trop long de parler des autres problémes de Dy-
namique qui ont exercé la fagacité des Géométres apres
celui du centre dofcillation, & avant que lart de les ré-
foudre fir réduit 2 des regles fixes. Ces problémes que
MM. Bernoulli, Clairaut, Euler fe propofoient entr’eux ,
{e trouvent répandus dans les premiers volumes des Mémoires
de Pétersbourg & de Berlin, dans les Mémoires de Paris
(années 1736 & 1742 ), dans les @uvres de Jean Bernoulli,
& dans les Opufcules de M. Euler. Ils confiftent i déter-
miner les mouvemens de plufieurs corps pefans ou non qui
{e pouflent ou fe tirent par des fils ou des leviers inflexibles
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ol ils font fixement attachés, ou le long defquels ils peu-
vent couler librement, & qui ayant requ des impulfions
quelconques, font enfuite abandonnés i eux-mémes, on
contraints de fe mouvoir {ur des courbes ou des furfaces
données.

Le principe de Huyghens étoit prefque toujours employé
dans la folution de ces problémes ; mais comme ce principe
ne donne qu'une feule équation, on cherchoit les autres par
la confidération des forces inconnues avec lefquelles on con-
cevoit que les corps devoient fe poufler ou fe tirer, & qu'on
regardoit comme des forces élaftiques agiffant également
en fens contraires ; I'emploi de ces forces difpenfoit d’avoir
égard i la liaifon des corps, & permetroit de faire ufage des
loix du mouvement des corps libres ; enfuite les conditions
qui par la nature du probléme devoient avoir lieu entre les
meuvemens des différens corps, fervoient a déterminer les
forces inconnues qu'on avoit introduites dans le calcul.
Mais il falloit toujours une adrefle particuliere pour déméler
dans chaque probléme toutes les forces auxquelles il éroit né-
ceflaire d’avoir égard ; ce qui rendoit ces problémes piquants
& propres a exciter I'émulation.

Le traité de Dynamique de M. d’Alembert qui parut en
1743, mit fin & ces efpeces de défis, en offrant une mé-
thode direte & générale pour réfoudre, ou du moins pour
mettre en équations tous les problémes de Dynamique que
I'on peut imaginer. Cette méthode réduit toutes les loix du
mouvement des corps a celles de leur équilibre, & ramene
ainfi la Dynamique 2 la Statique. Nous avons déja remarqué
que le principe employé par Jacques Bernoulli dans la re-
cherche du centre dofcillation, avoit I'avantage de faire
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dépendre cette recherche des conditions de I'équilibre du
levier; mais il éeoit réfervé ¥ M. d’Alembert d’envifager
ce principe d’'une maniere générale , & de lui donner toute
la fimplicité & la fécondité dont il pouvoit Ecre fufceptible.

Si plufieurs corps tendent & fe mouvoir avec des vitefles
& des direttions, qu'ils foient forcés de changer & caufe
de leur adtion mutuelle, on peut. regarder ces mouvemens
comme compofés de ceux que les corps prendront réelle-
ment, & d’autres mouvemens qui font détruits ; d’ou il fuit
que ces derniers doivent étre tels que les corps animés
de ces feuls mouvemens fe faffent équilibre,

Tel eft le Principe que M. d’Alembert a donné, & dont
il a fait tant d’heureufes & utiles applications. Ce Principe
ne fournit pas immédiatement les équations néceflaires pour
la {olution des différens problémes de Dynamique , mais il
apprend 2 les déduire des conditions de I'équilibre. Ainfi
en combinant ce Principe avec les Principes ordinaires de
I'équilibre du levier, ou de la compofition des forces, on
peut toujours trouver les équations de chaque probléme A
laide de quelques conftructions plus ou moins compliquées.
Ceeft de cette maniere quon en a ufé jufqu’ici dans Lap-
plication du Principe dont il s'agit; mais la difficulté de
déterminer les forces qui doivent étre détruites, ainfi que
les loix de I'dquilibre entre ces forces, rend fouvent cette
application embarraffante & pénible; & les folutions qui en
réfultent font prefque toujours plus longues que fi elles
¢toient déduites de Principes moins fimples & moins
direts.

Dans la premiere Partie de ce Traite, le Principe des
vitefles virtuelles nous a conduits 3 une Méthode analytique
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tres-fimple , pour réfoudre toutes les queftions de Statique.
Ce méme Principe combiné avec celui que nous venons d’ex-
pofet, fournira donc auffi une Méthode femblable pour les
problémes de Dynamique , & qui aura les mémes avan-
tages.

Pour fe former d’abord une idée de cette méthode, on
fe rappellera que le Principe général des vitefles virtuelles
confifte en ce que, lorfqu’un fyftéme de corps réduits & des
points, & animés de forces quelconques eft en équilibre,
fi on donne i ce fyftdme un petit mouvement quelconque
en vertu duquel chaque corps parcoure un efpace infini-
ment petit, la fomme des forces ou puiflances multiplides
chacune par lefpace que le point ou elle eft appliquée
parcourt fuivant la diretion de cette puiflance , eft toujours
égale 4 zéro.

Si maintenant on f{uppofe le fyftéme en mouvement, &
qu'on regarde le mouvement que chaque corps a dans un
inftant comme compofé de deux; dont I'un foit celui que
le corps aura dans linftant fuivant, il faudra que lautre
foit détruit par I'adtion réciproque des corps, & par celle
des forces motrices dont ils font altuellement animés. Ainfi
il devra y avoir équilibre entre ces forces & les preflions
ou réfiftances qui réfultent des mouvemens quon peut re-
garder comme perdus par les corps d’un inftant & I'autre.
Dou il fuit que pour étendre au mouvement du fyftéme
la formule de fon équilibre, il fuffira d’y ajouter les termes
diis & ces dernieres forces.

Or fi on confidere, ainfi que nous l'avons déja fait plus
haut, les viteffes que chaque corps a fuivant trois direc-
tions fixes & perpendiculaires entrelles, les décroiflemens
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de ces vitefles repréfenteront les mouvemens perdus {uivane
les mémes direttions, & leurs accroiffemens feront par
conféquent les mouvemens perdus dans des direCions op-
pofées. Donc les preflions réfultantes de ces mouvemens
perdus feront exprimées en général par la mafle multipliée
par I'élément de la vitefle , & divifée par 'élément du tems,
& auront des dire€tions dire@ement contraires A celles des
vitefles. De cette maniere on pourra exprimer analitique-
ment les termes dont il s'agit, & I'on aura une formule gé-
nérale pour le mouvement des corps, laquelle renfermera
la folution de tous les problémes de Dynamique, & dont
le fimple développement donnera les équations néceflaires
pour chaque probléme, comme on le verra dans la fuite
de ce Traité.

Mais un des plus grands avantages de cette formule, eft
d’offrir immédiatement les équations générales qui renfer-
ment les Principes, ou théorémes connus fous les noms
de confervation des forces vives , de confervation du mouve-
ment du centre de gravité , de confervation du moment du mou-
vement de rotation, ou Principe des aires , & de principe de
la moinire quantité d’action. Ces Principes doivent étre re-
gardés plutdt comme des réfultats généraux des loix de Ia
Dynamique, que comme des principes primitifs de cette
Science, mais étant fouvent employés comme tels dans la
folution des problémes, nous croyons devoir en dire auffi
un mot, en indiquant en quoi ils confiftent, & 2 quels
Auteurs ils {ont diis, pour ne rien laiffer & defirer dans cette
expofition préliminaire des Principes de la Dynamique.

Le premier des quatre Principes dont - nous venons de
patler , celui de la confervation des forces vives, a été trouvé
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par Huyghens, mais fous une forme un peu différente de
celle qu'on lui donne préfentement ; & nous en avons déja
parlé A loccafion du probléme des centres d'ofcillation,
Le principe tel quil a été employé dans la folution de ce
probléme, confifte dans I'égalité entre la defcente & Ia
montée du centre de gravité de plufieurs corps pefans qui
defcendent conjointement, & qui remontent enfuite {épa-
rément, érant réfléchis en haut chacun avec la vitefle quil
avoit acquife. Or par les propriétés connues du centre de
gravité, le chemin parcouru par ce centre dans une direction
quelconque, 